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令 湖 南 师范 大 学 出 版 社 


数学 奥林匹克 是 起 步 最 早 、 规 模 最 大 、 类 型 多 种 、 层 次 较 多 的 一 项 学 科 竞 赛 活动 . 
多 年 来 的 实践 表明 :这 项 活动 可 以 激发 青少年 学 习 数 学 的 兴趣 ,焕发 青少年 的 学 习 热 
情 , 吸 引 他 们 去 读 一 些 数学 小 册子 ,促使 他 们 寻找 机 会 去 听 一 些 名 师 的 讲座 ; 这 项 活动 
可 以 使 参与 者 眼界 大 开 , 跳 出 一 个 班 一 个 学 校 或 一 个 地 区 的 小 圈子 ,去 与 其 他 “高 手 ” 
互相 琢磨 ,激励 并 培养 他 们 喜爱 有 挑战 性 数学 问题 的 素养 与 精神 ;这 项 活动 可 以 使 参 
与 者 求知 欲望 大 增 ,使 得 他 们 的 阅读 能 力 、 理 解 能 力 、 交 流 能 力 、 表 达能 力 等 诸 能 力 与 
日 俱 进 , 这 是 一 种 有 深刻 内 涵 的 文化 现象 ,因此 , 越 来 越 多 的 国家 或 地 区 除 组 织 本 国 或 
本 地 区 的 各 级 各 类 数学 奥林匹克 外 ,还 积极 地 参与 到 国际 数学 奥林匹克 中 . 

我 国 自 1986 年 参加 国际 数学 奥林匹克 以 来 ,所 取得 成 绩 举世 公认 ,十 多 年 来 一 直 
保持 世界 领先 的 水 平 . 其 中 ,到 2007 年 止 , 湖 南 的 学 生 已 取得 10 块 金牌 .3 块 银牌 的 好 
成 绩 . 这 优异 的 成 绩 , 是 中 华 民族 精神 的 体现 ,是 国人 潜质 的 反映 ,是 民族 强盛 的 希望. 
为 使 我 国 数学 奥林匹克 事业 可 持续 发 展 ,一 方面 要 继续 吸引 越 来 越 多 的 青少年 参与 ， 
吸引 一 部 分 数学 工作 者 扎实 地 投入 到 这 项 活动 中 来 , 另 一 方面 要 深入 研究 奥林匹克 数 
学 的 理论 体系 ,要 深入 研究 数学 奥林匹克 教育 理论 与 教学 方略 ,研究 数学 奥林匹克 教 
育 与 中 学 数学 教育 的 内 在 联系 . 为 此 ,在 中 国 数学 奥林匹克 委员 会 领导 的 大 力 支 持 与 
热情 指导 下 ,2003 年 ,湖南 师范 大 学 成 立 了 “数学 奥林匹克 研究 所 ”. 研究 所 组 建 近 一 年 
来 ,我 们 几 位 教授 都 积极 投身 到 研究 所 的 工作 中 , 除 深入 进行 奥林匹克 数学 与 数学 奥 
林 匹 克 教育 理论 研究 外 ,还 将 我 们 多 年 积累 的 辅导 讲座 资料 进行 了 全 面 、 系 统 的 整理 ， 
以 专题 讲座 的 形式 编写 成 了 这 套 专 题 研究 从 书 ,分 几何 代数、 组 合 、 数 论 、 真 题 分 析 五 
卷 . 这 些 丰 富 、 系 统 的 专题 知识 不 仅 是 创新 地 解 竟 赛 题 所 不 可 或 缺 的 材料 ,而 且 还 可 激 
发 解 竞赛 题 的 直觉 或 灵感 . 从 教育 心理 学 角度 上 说 ,只 有 具备 了 充分 的 专题 知识 与 到 
辑 推理 知识 ,才能 有 目的 \ 有 方向 ,有 成 效 地 进行 探究 性 活动 . 

由 于 这 套 从 书 篇 幅 较 大 ,2009 年 又 进行 了 修订 ,有 些 部 分 可 能 整理 欠 完 善 , 效 请 专 
家 、 同 行 和 读者 不 吝 指 正 . 


编 者 
2009 年 8 月 
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离 王 六 活 否 开心 活 灌 同 潍 症 DO 


【基础 知识 】 
1， 整 数 的 离散 性 
任何 两 个 整数 z+、y 之 间 至 少 相差 1， 因 此 有 不 等 式 : 
I<ySr+1<y. 


2， 整 数 的 封闭 性 运算 
任何 两 个 整数 的 和 、 差 、 积 以 及 乘 方 运算 的 结果 仍 为 整数 ， 因 此 ， 这 几 种 运算 
是 整数 的 封闭 性 运算 . 


【典型 例题 与 基本 方法 】 


例 1 求 整 数 a、b、c， 使 它们 满足 条 件 : 

a+ + +3<ab+t3b+2c. 

解 “由 题 设 条 件 a 十 好 十 属 十 3<ab 十 35 十 2c 及 整数 的 离散 性 ， 有 

g++ 十 4<ab+3b+2c 

上 式 配方 变形 得 (a 一 如 )】 十 3( 名 一 1) 二 (c 一 D*<0. 

由 于 (a 一 各 ) >0，( 名 1) >0，(c 一 D?>0， 

从 而 a 一 多 == 多 一 1 一 c 一 1 一 0. 

故 一 1，0 一 2，c 一 1 为 所 求 . 

例 2 (第 2 届 全 依 数 学 奥林匹克 题 ) 证 明 不 存在 整数 a, 5b，c，d， 使 得 表达 
式 am 十 bz 十 cz 二 d， 当 xz=19 时 ， 值 为 1， 当 z 一 62 时 ， 值 为 2. 

证 明 设 PCz) 一 az 十 zz 十 cz 十 d 

若 存在 满足 题目 要 求 的 整数 a,6b,c,d, 则 

P(19) 一 a 。 19: 十 56。19? 十 c。19 十 d 一 1 O 

P(62) 一 。 .62 十 5，622 十 <，62 十 4 一 2. @ 


四 一 @ 得 
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a(623 一 193) 十 5(622 一 192) 十 c(62 一 19) 一 1， 
即 43[a(622 十 62。19 十 192) 十 5(62 十 19) 十 c] 一 1. 

此 式 的 左边 是 43 的 倍数， 显然 不 能 等 于 1. 

因而 满足 题目 要 求 的 整数 =，6，c，d 不 存在 . 

例 3 (2003 年 西部 数学 奥林匹克 题 ) 将 1、2、3、4、5、6、7、8 分 别 放 在 正 
方 体 的 八 个 顶点 上 ， 使 得 每 一 个 面 上 的 任意 三 个 数 之 和 均 不 小 于 10， 求 每 一 面 上 四 
个 数 之 和 的 最 小 值 . 

解 ” 设 某 个 面 上 的 四 个 数 wm 、c 、cs 、a 之 和 达到 最 小 值 ， 且 a 过 as <<as 过 ai. 
由 于 小 于 5 的 三 个 不 同 的 正 整数 之 和 最 大 为 9， 故 w 过 6， 因 此 

ai 十 az 十 as 十 as 过 16. 

如 图 1- 1， 我们 取 正 方 体 的 上 面 依次 为 1、7、3、6， 下 面 
依次 为 4、8、2、5， 则 右 侧面 为 6 十 3 十 2 十 5 二 16， 这 表明 16 是 1 
可 以 达到 的 . 

例 4 〈2002 年 女子 数学 奥林匹克 题 ) 求 所 有 的 正 整数 对 
(xz，y)， 满 足 z= 二 y?. 4 

解 车 z=1, 则 y=1; 车 y=1, 则 z=1. 

车 z=y， 则 =1， 所 以 z=y=1. 

下 面 讨论 xz>>y 之 2 的 情形 。 由 题 设 

7 本 

1<(z#) 一 六 2， 

所 以 zr>>2y， 且 工 是 y 的 倍数 . 
设 z=ky, 则 k 之 3, 且 
局 一 ys， 

所 以 k=y?。 

因为 y 宇 2， 所 以 y “之 2 ， 又 用 数学 归纳 法 或 二 项 式 定理 易 证 ， 当 之 5 时 ， 
2%> 饮 ， 故 & 仅 可 能 为 3 或 4. 

当 & 一 3 时 ，y 一 3，z 一 9 当 k 一 4 时 ，y 一 2，z 一 8. 

所 以 ， 所 求 的 全 部 正 整数 对 为 (1，1) ，(9，3)，(8，2). 

例 5 (第 5 届 美 国 数学 邀请 赛 题 ) 求 的 最 大 值 ,使 34 可 以 表示 为 个 连续 
正 整 数 之 和 . 

解 假设 3" 表 示 成 连续 个 正 整数 之 和 ， 

39 二 (n 十 D 十 (n 十 2) 十 … 十 (n 十 k)， 0 
其 中 ”为 非 负 整数 ,k 为 正 整数 . 


我 们 求 满足 〇 OD 式 的 上 的 最 大 值 . 
3 2 
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了 一 ok 二 ， 


2。30 一 2zk 十 RCR 十 1)， 

2 31=k(2nt+k+1), 

显然 k<<2n 十 & 十 1 

要 使 等 式 右边 较 小 的 因数 下 尽 可 能 地 大 ， 又 必须 使 = 非 负 ， 则 最 大 的 可 能 是 

k=2。35，2n 十 k 十 1 二 35. 

此 时 可 解 得 "一 121. 

因此 有 

3 一 122 十 123 十 … 十 607. 

所 求 的 最 大 的 上 为 2。35 一 486. 

例 6 (1993 年 德国 数学 奥林匹克 题 ) 是 否 存在 自然 数 an， 使 n! 的 前 面 四 位 数 
为 1993? 

解 存在 . 

设 加 =1000100000， 当 <99999 时 ， 若 (m 十 k)!1 二 abcd…， 则 

(m+k+1)!1= (m+k)!1X (mtk+1) 

=abcd-… X10001*… 
二 abcr…, 其 中 x=d 或 d 十 1. 

于 是 , 设 m! =26c4%, 则 Gm 十 D1,《m 十 2)1,…,《m 十 99999)! 中 每 一 个 的 前 四 
位 数 与 前 一 个 的 相等 或 增加 1. 而 且 ( 由 于 左 起 第 五 位 数字 增加 a) ,至 多 经 过 10 个 数 ， 
前 四 位 数 就 需 增加 1. 这 样 100000 个 数 m1,《m 十 D1,…,Cm 十 99999)! 的 前 四 位 数 跑 
遍 10000 个 值 , 其 中 必 有 1993 出 现 . 


【 解 题 思维 策略 分 析 】 


1， 逐步 逼近 ， 缩 小 范围 

例 7 ”一 个 正 整数 的 立方 是 一 个 四 位 数 ， 这 个 正 整数 的 四 次 方 是 一 个 六 位 数 ， 这 
里 用 到 的 10 个 数字 ， 恰 好 是 0，1，2，3，4，5，6，7，8，9 各 出 现 一 次 ， 一 个 不 
重 ， 一 个 不 漏 、 试 求 出 这 个 正 整数 . 

解 ” 设 这 个 正 整 数 为 x 如 果 n 是 一 位 数 ， 那 么 ww 最 多 是 三 位 数 ，nt 最 多 是 四 
位 数 ， 太 与 * 写 在 一 起 一 定 用 不 到 10 个 数目 字 ， 所 以 ”不 可 能 是 一 位 数 . 

如 果 ， 是 三 位 数 ， 即 使 是 最 小 的 100，w 也 是 个 七 位 数 了 ，n 更 超过 七 位 ,zw 
与 允 写 在 一 起 一 定 超过 10 个 数目 字 , 也 与 题 设 的 条 件 不 合 ， 因 此 ，? 必 是 一 个 两 
位 数 . 


当 是 一 个 两 位 数 时 ，nt 比 x 至 少 要 多 一 位 、 所 以 到 不 能 多 于 四 位 ,wt 不 能 人 
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次 本 这 溢 合 也 幅 涟 测 加 其 注 0 


这 本 兴 涟 全 皇 疏 滩 测 同和 站 半 O 


9 这 时 ,由 [了 (mw)]<flnt+]), 有 oa)<n 十 1 
4 


少 于 六 位 - 由 于 22 一 10648, 已 经 是 五 位 数 ， 所 以 一定 小 于 22; 又 由 于 174 一 
83521， 只 是 一 个 五 位 数 ， 不 到 六 位 ， 所 以 n 一 定 大 于 17. 因 此， nn 只 能 是 18，19， 
20，21 这 四 个 数 中 的 某 一 个 . 

通过 计算 不 难 发 现 : 20? 一 8000，194 一 130321，214 一 194481， 都 出 现 数字 重 码 
现象 ， 与 题目 的 条 件 不 合 ， 应 于 排除 ， 剩 下 的 唯一 有 可 能 合乎 条 件 的 数 就 只 有 18 
了 ， 由 于 18 一 5832，184 一 104976， 而 且 10 个 数目 字 不 重 不 漏 地 出 现 ， 从 而 所 求 的 
正 整数 为 18 这 个 数 . 

类 似 地 可 求解 如 下 答案 也 为 18 的 问题 : 

问题 一 个 正 整 数 分 别 乘 以 1，2，3，4，5 后 ， 把 5 个 乘积 依次 排列 起 来 ， 恰 
好 出 现 0，1，2，3，4，5，6，7，8，9 这 10 个 数目 字 ， 一 个 不 重 ， 一 个 不 漏 ， 试 
求 出 这 个 正 整数 . 

2.， 提炼 特征 ， 寻 求 规律 

例 8 设 函 数 /: N+ 一 N+ 是 严格 递增 的 ， 且 对 每 个 nE N+ 都 有 f[f(n)]=kn. 


求证 ， 对 每 个 aEN+， 都 有 名 <<f(m)< Dn, ENt ). 


证 明 由 于 了 了 严格 递增 ， 且 取 正 整数 值 ， 所 以 f(x 十 1)>>f(n). 

于 是 由 整数 的 离散 性 ， 有 fCn 十 ]) 宇 f(n) 十 1. 

从 而 ， 对 于 mmEN+ ， 有 Fn 十 mm) 二 Fn) 十 mr。 

所 以 ,对 mm 之 n 的 正 整数 ,有 fm) 三 f(ntm—n)f(n)+m—n, 
即 有 fCm) 一 m 之 fm) 一 n. 

取 m 二 fln), 得 [f(D)] 一 f(D) 之 f(D) 一 n， 


即 有 /CD) 福 评 {JLACD]+ 可 一 寺 in 二 四 一 他 二 Da 


用 f(D) 代 上 式 中 的 ,有 [fm)]< 寻 1 fm. 


又 如 一 /GD]< 寺 (t+D) ，f(m), 即 有 onD>> 忆 全 
2 (十 1) 

故 p 半 If 和 2 

例 9 (IMO-19 试 题 ) 设 f(n) 为 一 个 在 所 有 正 整 数 集合 N+ 上 有 定义 且 在 N+ 
上 取 值 的 函数 ， 证 明 ， 如 果 对 每 一 个 正 整数 n， fln 十 1) 二 [了 (mn)], 则 对 每 一 个 n, 有 
fn)=n, a 

证 明 由 题 设 ， 可 推测 应 有 f(x 十 1) 之 f(n), 即 f(n) 单 调 递增 , 我 们 放 在 后 面 再 
证 这 个 结论 . 


注意 到 整数 的 离散 性 ,有 fCn)<n. 

而 f(D 过 fC2) 过 … 之 fn 一 1 之 f(n), 即 知 它们 必须 是 前 n 个 不 同 的 正 整数 , 故 
fm=n. - 

下 面 证 明 f(n) 严 格 递增 , 即 证 f(1) ,fC2),f(3),… 中 1) 最 小 , FC2) 次 小 ,7C3) 
再 次 小 ,…。 

由 题 设 f(n 十 DD 之 [了 (mn)], 知 f(n 十 1) 不 是 最 小 的 , 即 在 f(2),f(3),… 中 自 变量 
大 于 1 的 函数 值 都 不 是 最 小 的 ,因而 只 有 f(1) 是 最 小 的 . 

再 考虑 f(2) 一 1,f(3) 一 1,… 

令 FOn) 二 f(n 十 1) 一 1, 则 

Flnt+D=f(nt2)—1>f[fnt+D]—1 =fEF(n)+1]—1=F[F(n)]. 

于 是 , 知 F(n) 具 有 f(n) 的 性 质 . 

即 知 (1) 二 (2) 一 1 在 f(2) 一 1,f(3) 一 1,… 中 是 最 小 的 , 亦 即 知 f(2) 在 (1)， 
了 (2) ,了 (3),… 中 是 次 小 的 . 

依 上 可 证 ,了 (3) 再 次 小 ,…. 故 f(n) 单 调 递 增 . 

例 10 《1990 年 前 苏联 教委 推荐 试题 ) 试 找 出 这 样 的 a 值 ， 它 们 使 得 方程 zx? 一 
az 十 9a 一 0 的 根 是 整数 . 

解 设 ri，zz 是 方程 zz 一 ax 十 9a=0 的 整数 根 ， 于 是 由 韦 达 定理 得 


Xl 十 Zs 三 a， 


离 互 这 功 亚 重心 泗 河 同 涉 关 oO 


TIzz 一 9a. 
于 是 ztzz 一 9(zi 十 zz)， 
xl17z2? 一 9zi 一 9zz 十 81 一 81， 
(zi 一 9)(zz 一 9) 一 81. 
注意 到 ,对 81 有 如 下 6 种 形式 的 因数 分 解 : 
让 一 0) 
因而 可 知 < 一 zi 十 z: 一 (Zi 一 9) 十 (z: 一 9) 十 18， 可 得 下 面 6 个 数 : 
士 82? 十 18， 士 30 十 18， 圭 18 十 18， 即 
a=100, —64, 48, ~—12, 36, 0. 
于 是 当 a 取 上 述 6 个 整数 值 时 ， 所 给 方程 有 整数 根 . 
例 11 (第 9 届 美 国 数学 洲 请 赛 题 有 多 少 个 实数 a， 使 得 x? 十 ar 十 6a 一 0 只 有 
整数 解 . 
解 设 方程 x? 十 ax 十 6a 二 0 有 整数 解 mw，n (m 壹 n)， 则 有 


m+n=—a, 


mn=fa. 
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离 互 膏 溢 否 捷 性 洋 沁 同 六 闻 O 


于 是 有 一 6(m 十 z 一 mnmy* 即 
(m+6) (2 十 6) 一 36. 


因为 36 一 1。36 一 2。18 一 3。12 一 4。 9 一 6 。6， 所 以 

满足 m<n 的 解 (m,n) 有 

(一 42, 一 7),( 一 24, 一 8),( 一 18, 一 9),( 一 15, 一 10)， 

(—12,—12),(—5,30),(—4,12),(—3,6),(—2,3),(0,0). 

对 应 的 a 二 一 Cm 十 nn) 的 值 为 

49，32，27，25，24， 一 25， 一 8， 一 3， 一 1，0. 共 10 个 . 

例 12 (第 14 届 全 俄 数学 奥林匹克 题 )》 当 z 一 一 1，z 一 0，z 一 1，z 一 2 时， 多 
项 式 P(z) 一 az 十 br? 十 cz 十 4 取 整 数值 . 求证 对 于 所 有 的 整数 x， 这 个 多 项 式 取 整 
数值 . 

证 明 考虑 恒等式 

P(x)=az’+br:+crtd 


=6a" SE— D+D 2,. ED +atbtertd. 
由 于 P(0) 一 d,P() 一 a 十 5 十 c 十 d 是 整数 , 则 d 是 整数 ,a 十 5 十 c 是 整数 . 


P( 一 1)=26b 一 (a 十 b 十 c) 十 d 是 整数 , 则 20 是 整数 . 
P(2)==6a 十 26-+2Ca 十 6b 十 c) 十 d 是 整数 , 则 6c 是 整数 . 


又 因为 < 一 D(z+D， < ZCZ 一 1 都 是 整数 ， 于 是 


P(z) 一 6a oa .了 二 (ao 十 5 十 co)z 十 4 对 任意 的 整数 x， 


11.**1—66.*6, 
2n 位 n+ 位 位 


10" 一 99… 9- 9a 十 1， 

哈 
444 一 4a。10" 十 4a 一 4a(9a 十 2)， 
2 位 
1 一 10a 十 1， 66…6 一 6a. 
tl 位 


故 原 式 一 HH 6a 
一 人 (6a 十 1 六 一 6a 十 1 


{模拟 实 战 】 


1，(2005 年 罗马 利 亚 数学 奥林匹克 题 ) 已 知 n 是 一 个 整数 ， 设 p(n) 表示 它 的 各 位 
数字 的 乘积 〈 用 十 进 制 表示 ). (1) 求证 : p(n) 二 nn; (2) 求 使 100(m) 一 于 十 
4n 一 2005 成 立 的 所 有 n. 

(第 48 局 斯 洛 文 尼 亚 数 学 奥林匹克 题 ) 求 方程 Vz 十 Vy 一 2004 的 全 部 整数 解 . 

， (第 48 局 斯洛文尼亚 数学 奥林匹克 题 ) 我 们 在 一 个 立方 体 的 每 个 面 上 写 一 个 正 整 
数 ， 然 后 ， 在 每 个 顶点 处 再 写 一 个 数 ， 该 数 等 于 过 这 个 顶点 的 三 个 面 上 的 整数 的 
乘积 ， 已 知 该 立方 体 各 个 顶点 上 的 数字 之 和 为 70， 求 该 立方 体 各 个 面 上 的 数字 
之 和 . 

4. (第 4 局 斯 洛 文 尼 亚 数 学 奥林匹克 题 ) 对 每 一 个 正 整 数 n， 是 否 都 存在 7 个 连续 的 
整数 ， 使 得 它们 的 和 等 于 . 

.2003 一 2004 年 度 德国 数学 竞赛 题 ) 已 知 数列 a;，as，a3，… 定 义 如 下 : 


wD 


a 


al=1, a:=1, as=2, ora 一 二 (osrants 十 7)， n>0. 


证 明 : 对 于 所 有 的 正 整数 n，a, 是 整数 . 
6，(2004 年 克罗地亚 数学 竞赛 题 ) 求 所 有 多 于 两 位 的 正 整数 ， 使 得 每 一 对 相 邻 数字 
构成 一 个 整数 的 平方 . 
。 (第 36 届 奥 地 利 数 学 奥林匹克 题 ) 设 a 是 整数 ， 且 | a | 三 2005, 求 使 得 方程 组 
2 
了 二? 用 数 角 的 q 的 个 数 . 
8，(2006 年 塞尔维亚 和 黑山 队 选 拔 赛 试题 ) 将 集合 S 王 《1，2，…，2006} 分 成 两 
个 不 交 的 子 集 A 和 B， 且 满足 
(1) BEA; 
(2) 车 a€A, bE€B, at+bES, 则 at+b€B; 
(3) 车 a€EA, bE€B, ab€S, 则 ab€EA. 
求 A 中 元 素 的 数目 . 
9 (2003 年 台湾 集训 题 ) 求 所 有 函数 /: N>N， 对 所 有 m，nEN 满 足 fCm? 十 ww) 二 
fm+f WE fF)>0. 
10. (第 9 届 中 美洲 及 加 惑 比 海地 区 数学 奥林匹克 题 ) 设 S 是 有 限 整数 集 ， 假 设 对 于 
任 两 个 不 同 的 元 素 p、g€E S， 存 在 三 个 元 素 4a、5、cES (a、b、c 不 必 不 同 , 且 
a 关 0)， 使 得 多 项 式 F(x) 二 az? 十 br 十 c 满足 F(p) 一 F(g) 二 0. 试 确定 S 中 元 素 


a 
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痪 下 膏 冰 否 笑 心 洋 让 加 渡 泪 0 


个 数 的 最 大 值 . 


11。 (2007 年 捷克 -斯 洛 伐 克 -波兰 数学 竞赛 题 ) 已 知 zE {3900，3901，…，3909}。 
求 满足 下 述 条 件 的 n: 集合 {1，2，…，n} 可 分 拆 成 若干 个 三 元 数组 ， 且 每 一 
个 数组 中 有 一 个 数 等 于 其 他 两 数 之 和 . 


第 二 章 ”整数 的 相 除 


【基础 知识 】 


1， 一 条 基本 定理 

定理 ( 带 余 除 法 ) ” 若 a,， 6 是 两 个 整数 ， 其 中 6 天 0， 则 存在 唯一 的 一 对 整数 9 
和 r， 使 得 

a=bgt+r (0<r< 161), 
其 中 9 称 为 商 数 ，r 称 为 余数 . 

2.， 定义 

(1) 在 上 述 带 余 除法 中 ， 当 r 一 0 时 ， 则 称 a 能 被 5 整除 ， 或 者 5 整除 4a， 记 为 
8 | ae， 并 约定 0 | 0， 易 见 当 <，4 均 为 正 整数 时 ， 有 5<sa. 

(2) 车 5 1a， 则 a 叫做 5 的 倍数 ,5 叫做 a 的 约 数 〈 因 数 )， 若 6 夭 士 1， 则 4 叫 
做 a 的 真 约 数 . 

(3) 若 a 不 能 被 6 整除 ， 则 记 作 we. 

(4) 如 果 a' 1 5，arT' 人 6，tENT ， 记 作 at 6b. 

3. 欧 几 里 得 (Euclid) 加 转 相 除法 

设 a,b 是 任意 两 个 正 整数 ， 由 带 余 除 法 ， 知 

a=bqi +ri(0<r,<6b), 

b=rigs+r (0<re<r), 

Ta-¥=7e-1Qs 二 rs (Or ), 

Tei1—riqati ran (rati=0), 
于 是 ==(a,b). 

4. 关于 整除 的 一 些 简单 性 质 

(1) 8|10, 士 1layaja(a 天 0). 

《2) 若 引 aa 天 0, 则 1 委 15| 委 lal|. 

(3) 车 al5,kEZ, 则 alkb. 

(4) 车 albyalc; 则 al(6 士 O). 


离 互 浪 苏 否 萎 性 注 过 由 并 症 O 


离 卫 这 洗 东 捷 屁 注 涝 回 涉 将 O 


1 与 2" 一 1 被 4 除 的 余数 都 是 3, 从 而 上 式 左 端 被 4 除 的 余数 为 1, 右 端 却 为 3, 此 为 
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推论 1 若 alo,al(5 士 c), 则 alc. 
推论 2 若 alp,alcmasnEZ, 则 a|(zmp 十 zc). 

(5) 若 alb, 则 a” | 如. 

(6) 车 al6,6b1c, 则 alc. 

(7) 车 alc,blc,(a,6)=1, 则 abl|e. 

(8) 若 albc, 《a,b) 二 1, 则 alc. 

(9) 若 思 为 素数 ,plab, 则 pla 或 p16. 

推论 3 若 p 为 素数 ,p | a", 则 p|a. 

(10) 设 a= 抒 如 … 刀 ，6b 二 遍 姓 … 刀 ， 则 a | bSas8 (i=1, 2 7). 
(11) 若 >， 一 0， 5 能 整除 a,，as，…，as 中 的 & 一 1 个 ， 则 5 能 整除 另 一 个 . 
5， 几 个 相 除 结论 

(1) 任何 n 个 连续 整数 之 积 一 定 能 被 整除 . 


(2) 任何 ”个 连续 整数 之 积 一 定 能 被 z! 整除. 
(3) (a 十 b)" 被 a 除 的 余数 是 5. 


【典型 例题 与 基本 方法 】 


例 1 《2005 年 俄罗斯 数学 奥 林 忠 克 题 ) 试 找 出 不 能 表示 为 二 区 的 形式 的 最 小 


2 一 2 
的 正 整数 ， 其 中 a、b、c、d 都 是 正 整数 . 
解 ” 所 求 的 最 小 正 整数 是 11. 


我 们 有 : 

7=12, 9—2+1=$=| = 2, 

2 一 2 .1 末 ， 10 2. 5 一 和 =. 
假设 

11 多， 


不 失 一 般 性 ， 可 设 c>p，c>d， 记 m 一 a 一 0，n 一 < 一 dk 一 5 一 4， 于 是 得 到 
11(2" 一 IJ) 一 2(2" 一 1). 
上 式 左 端 为 奇数 ,因此 A 一 0. 易 知 "一 1 不 能 使 上 式 成 立 . 而 如 果 训 >n 二 1, 则 2 一 


矛盾 


例 2 (1972 年 第 6 届 全 苏 数 学 奥林匹克 题 )(1) 设 4a,m,n 是 自然 数 ,a 之 1. 证明: 
如 果 mm 十 1 能 被 a" 十 1 整除 ,那么 mm 能 被 整除. (2) 设 4a,6,m,n 是 自然 数 ,同时 a 和 
45 互 素 , 且 a>1. 证 明 :如 果 or 十 如 能 被 "十 如 整除 ,那么 m 能 被 4 整除 . 

证 明 ”注意 到 (1) 是 (2) 的 特例 , 即 (2) 中 5=1 的 情形 ,所 以 我 们 只 证 明 (2). 

首先 证 明 如 下 两 个 引 理 ， 

引 理 1: 车 a" 十 la 十 扩 ,《a,6) 二 1; 则 a 十 Bla" 一 Br". 

引 理 2; 车 a 十 ba! 一 Y,(a,6) 二 1, 则 a 十 如 | 十 

这 两 个 引 理 容易 由 (a,6) 一 1 以 及 下 面 的 两 个 恒等式 得 到 ， 

灵 十 大 一 at-"(a" 十 加 ) 一 如 (at" 十 外 )， 

a'—b=aT"(art+b)—b (a "+o"). 

设 m=ng 十 r,0<r<n , 则 由 引 理 1,2 可 知 

a"t+b"'|a’+(—1)%b". @ 

这 是 因为 r 可 以 从 m 减 去 ng 得 到 . 

由 于 0 和 |ar 十 (一 D)%"|<o" 十 加 ,因此 要 满足 D 式 ， 必 须 "一 0 及 9 是 奇数 . 

这 就 得 到 m= 二 ng， 即 n | m. 

例 3 (IMO-25 试题 ) 求 正 整 数 a, 5， 使 之 满足 : 

(1) ab(a 十 b) 不 被 7 整除 ; 

(2) (a 十 6b)' 一 a? 一 5 被 77 整除 . 
验证 你 的 答案 

解 我 们 有 

(十 护 7 一 @ 一 入 一 7ab(a 十 (az 十 ab 十 大)2. 

由 (1) 和 (2) 知 应 有 7717ap(a 十 (az 十 ab 十 刀 )2, 亦 即 7?1a? 十 ab 十 如 

下 面 我 们 来 求 满足 

(a 十 已 ?一 08 一 02 十 ab 十 基 一 ?3 一 343 @ 
的 正 整数 a，6. 


由 于 0<ab<< 二 (at+b)*， 于 是 由 @ 可 得 估计 式 


343<(a 二 6)?<457, 
解 得 19<a 二 6<21. 

令 a+b=19， 由 得 ab 二 18， 联 立 解 得 a 二 18, 5 二 1， 容 易 验证 ， 这 是 一 对 满 
足 (1) 和 2) 的 正 整数 

例 4 (1992 年 “友谊 杯 ” 国 际 数学 竞赛 题 ) 求 最 大 自然 数 =， 使 得 对 每 一 个 自 
然 数 y， 工 能 整除 7? 十 12y 一 1. 
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解 当 y 一 1 时 ，7* 十 12y 一 1 一 18， 因 此 z | 18， 从 而 zs18. 
下 面 用 数学 归纳 法 证 明 : 
18 | 7? 十 12y 一 1. 
当 y=1 时 ， 显 然 . 
车 y=k 时 ，18 | 7: 十 12k 一 1 
当 y=k 十 1 时 ， 
74t1 十 12(k 十 1) 一 1 
一 7。74 十 7 。124 一 7 一 6。12& 十 18 
二 7(7t 十 12k 一 1) 一 72k 十 18. 
由 归纳 假设 
18174 十 12k 一 1， 
又 18| 一 72k 十 18， 
于 是 18174+! 十 12( 十 1) 一 1， 
即 y=& 十 1 时 命题 成 立 . 
从 而 对 所 有 的 自然 数 >，18 | 7?” 十 12y 一 1. 
于 是 最 大 的 自然 数 zx 一 18. 
例 5 (IMO- 39 试题 ) 试 确定 使 < 好 十 6 十 7 整除 a?6 十 a 十 b 的 全 部 正 整数 
对 (a,b). 
解 ” 设 正 整数 对 (a,6) 满 足 a 十 b 十 7|a?6 十 a 十 b, 则 有 
ab:+b+7la(ay Tb 二 +7) 一 b(a?6b 十 a 十 b), 即 
ab: +b+7)7a—b?. 
中 当 74a 一 二 0, 即 715 时 ， 
设 0 一 ?4, 则 7a 一 72 妇 ,a 一 7A2 ,此 时 有 
a20 十 wa 十 6 一 人 Ca 好 十 0 十 7). 
故 (a, 包 一 (7Az: ,7A) 是 题目 的 解 . 
( 座 当 7a 一 世 >0 时 ,有 7a 一 之 ab? 十 b 十 7， 
7a>abr,b<7, 知 b=1 或 2. 
车 6=1, 则 a 二 8la? 十 a 十 1. 


设 a+8==w; 则 a? 十 a 十 1 一 (zx 一 8) 十 (zx 一 8) 十 1 一 巡 一 15x 十 59. 
由 uw| 沁 一 15u 十 59, 得 wu | 59， 

于 是 w=19 或 57, 得 a==11 或 49. 

此 时 又 得 到 两 组 解 (a,6) 二 (11,1) 或 (49,1). 

车 b=2, 则 4a 十 9 | ?7a 一 4. 


由 于 4a 十 9<7a 一 4 一 2(4a 十 9) ,不 等 式 对 正 整 数 a 不 成 立 . 

综 上 , 解 为 

(ab 一 (7 ,Tb) (11,1),(49,1) ,ENT. 

例 6 (1995 年 第 21 届 全 俄 数学 奥林匹克 题 ) 是 否 存在 这 样 的 由 正 整数 构成 的 
数列 :其 中 每 个 正 整 数 都 恰好 出 现 一 次 ， 并 且 对 任何 二 1，2，3，…， 数 列 中 前 
项 之 和 都 可 被 & 整除 ? 

解 ” 我 们 证 明 这 样 的 数列 是 存在 的 . 

取 a 二 1， 假 设 已 取 定 了 数列 中 的 前 4 项 : a1，as，*…，as. 设 m 是 没有 被 取信 
的 最 小 正 整数 ，M 是 已 经 被 取信 的 最 大 自然 数 . 


4 
记 Si 二 了 ai, 且 设 awni=m[(n 二 2) 一] 一 S,,antz 一 ms, 其 中 是 使 得 aw+yM 
t 


成 立 的 足够 大 的 正 整 数 . 

于 是 有 Sw 二 S, 二 ani 二 m[《n 十 2)' 一 1] 能 被 十 1 整除 , 且 

S12 二 Sei 十 antz 二 m(n 十 2)' 能 被 2 十 2 整除 . 

只 要 继续 这 样 做 下 去 ， 就 可 使 每 一 个 自然 数 都 在 我 们 构造 的 数列 中 出 现 ， 且 都 
刚好 出 现 一 次 . 

例 7 (CMO- 11 试题 ) 设 S= {1，2，…，50}， 求 最 小 自然 数 A， 使 S 的 任 
一 k 元 子 集中 都 存在 两 个 不 同 的 数 a。 和 5， 满 足 (a 十 b) 1ab. 

解 设 有 a,bES 满 足 条 件 (a 十 b)|ab. 

记 c 二 (a,b), 于 是 a=ca1,b 二 cb1, 其 中 ,bEN, 且 (a1,b) 二 1. 

因而 有 cla 十 b1) 二 (a 十 b)1ab==c2aybi, 故 

(aithbi) |cab. 

由 《ay)=1 可 知 (ai 十 b11a1) 二 1, (ai 十 bi,b1) 二 1, 故 有 

(atb) lc. 

由 a€5S,6ES, 则 a 十 5<<99, 且 clai 十 bi) 二 99, 从 而 有 

3<a th <9. 

由 此 可 知 ,S 中 满足 条 件 (a 十 5) |ab 的 不 同 数 对 共有 23 对 : 

当 a 十 b= 二 3 时 , (a,6) 二 (6,3),(12,6),(18,9),(24,12),(30,15),(36,18), (42, 
21),(48,24); 

当 a 十 bi 二 4 时 ,(a,6) 二 (12,4),(24,8),(36,12),(48,16); 

当 a1 十 b= 二 5 时 , (a,6) 二 (20,5),(40,10),(15,10),(30,20),(45,30); 

当 ai 二 b= 二 6 时,(a,6) 二 (30,6); 

当 a 十 bi 二 7 时 ,(a,6) 二 (42,7),(35,14),(28,21); 
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次 瑟 膏 光 否 开心 涟 洛 回 芷 着 O 


当 a 十 二 8 时 ,(a,6) 二 (40,24); 

当 a 二 b 一 9 时 ,(a,6) 二 (45,36). 

令 M={6,12,15,18,20,21,24,35,40,42,45,48}, 则 |M|==12, 且 上 述 23 个 数 对 
中 的 每 一 对 都 至 少 包含 M 中 的 1 个 元 素 . 

因此 , 若 令 T=S 一 M, 则 |T|=38 且 工 中 任何 两 数 都 不 满足 题 中 要 求 . 可 见 ,所 求 
的 最 小 自然 数 上 >39. 

注意 ,下 列 12 个 满足 题 中 要 求 的 数 对 互 不 相交 : 

(6,3), (12,4), (20,5), (42,7), (24,8), (18,9), (40, 10), (35,14), (30, 15), 
(48,16),(28,21),(45,36). 

对 于 S 中 的 任 一 39 元 子 集 R, 它 只 比 S 少 11 个 元 素 , 而 这 11 个 元 素 至 少 属于 上 
述 12 个 数 对 中 的 11 对 ,从 而 必 有 上 述 12 对 中 的 1 对 属于 R. 

综 上 可 知 ,所 求 的 最 小 自然 数 上 一 39. 


【 解 题 思维 策略 分 析 】 


1， 善 于 运用 带 余 除法 

例 8 《2006 年 女子 数学 奥林匹克 题 ) 求证 : 对 ;一 1，2，3， 均 有 无 穷 多 个 正 整 
数 n， 使 得 n,n 十 2，n 十 28 中 恰 有 i 个 可 表示 为 三 个 正 整 数 的 立方 和 . 

证 明 三 个 整数 的 立方 和 被 9 除 的 余数 不 能 为 4 或 5， 这 是 因为 整数 可 写 为 3k 
或 34 士 1 (kEZ), 而 

(3k)?=9X3k, 

(3k 士 1)? 二 9(3 刀 十 3&? 十 k) 士 1. 

对 i=1 令 n=3(3m 一 1 一 2(mEZ!+), 则 n,n 十 28 被 9 除 的 余数 分 别 为 4,5, 故 
均 不 能 表示 为 三 个 整数 的 立方 和 ,而 

nn 二 2 二 (3m 一 1); 十 (3m 一 1)? 十 (3m 一 1)?, 

对 这 2,z 一 (3m 一 1)3 十 222(mEZ-) 被 9 除 的 余数 为 5, 故 不 能 表示 为 三 个 整数 
的 立方 和 ,而 

7 十 2 一 (3m 一 1)3 十 23 十 6:， 

?十 28 一 (3m 一 1)3 十 53 十 53. 

对 i 二 3,n 二 216m? (mmEZ+ ) 满 足 条 件 : 

n=(3m)* 二 (4m)? 二 (5m), 

7 十 2 一 (6zz)3 十 13 十 13， 

7 十 28 一 (6za)3 十 1 十 33. 


注 所 命 原 题 要 求证 明 结论 对 ;一 0，1，2，3 均 成 立 . 
} 14 


为 降低 试卷 难度 ， 去 掉 了 ;一 0 的 要 求 .以 下 是 该 情形 的 证 明 : 

对 n= 二 9m 十 3，mEZ，n 十 2，n 十 28 被 9 除 的 余数 分 别 为 5，4， 不 能 表示 为 三 
个 整数 的 立方 和 ， 若 一 好 十 中 十 c，a，6，cEZ， 由 前 知 a,，6b，c 均 为 3 十 1 型 
(kEZ) 的 整数 . 

小 于 (3N)3 (NEZ+) 的 9m 十 3 型 (&EZ) 的 正 整数 共 3N 个 . (x) 

小 于 3N 的 3k 十 1 型 (kEZ) 的 正 整数 有 N 个 ， 三 个 这 样 的 立方 数 之 和 的 组 合 
不 超过 N’ 种 ， 故 〈* ) 中 正 整 数 至 少 有 3N? 一 N' 二 2N? 个 不 能 表示 为 三 个 正 整数 
的 立方 和 ，N 可 取 任 意 正 整 数 ， 故 ;一 0 情形 得 证 . 

例 9 〈IMO- 19 试题 ) 设 a, 5 是 正 整数 ， 当 a 十 所 被 4 十 b 除 时 ， 商 为 4， 余 
数 为 r-, 求 所 有 的 数 对 (a, 丰 ,使 十 7 二 1977. 

解 因为 @ 十 所 =q(a 二 四 十 7 其 中 0<r<atb, 所 以 二 信 <g+1. 

当 g 之 45 时 ，q? 之 2025, r 忒 一 48， 这 与 r>0 了 矛盾， 所 以 g 委 44， 并 且 


atb 
atb 


当 g<43 时 ,gq 二 1849,r 之 128,a 十 b>128, 不 妨 设 a 之 6, 则 42atb). 


<45. 


当 a< 名 (at+b) 时 ,6 之 才 (a+6)， 
tp 信 Ca+ 有 ] +[ 雪 (at6)] 
‘afo> 56 “36 +6). 


因为 Ce 十 为 之 128, 所 以 
Qt @2 十 本 SE 
to > 这 与 -5 十 矿 <<45 矛盾 . 


当 a> 子 (at+6) 时 ， 


tv [to 
atb atb 
所 以 gq>>43. 

但 由 于 g<44, 故 g= 和 4 且 7 一 包 , 所 以 有 
a 十 可 二 44(a 十 b) 十 41, 即 

《a 一 22)2 十 (0 一 22) 一 1009. 

a=50, ”|a=50， 
| (a 


和 二 和 


一 千 (at6)>>56, 这 与 气 十 p< 外 矛盾 . 


次 豆 达 滩 导 -上 性 溢 洗 同 计 效 O 


离 互 太 涤 否 玫 心 活 党 同 牙 交 O 


人 全 


bs=50; b=50. 
即 所 求 的 数 对 (a，65) 有 下 列 四 组 : 
(50, 37), (50, 7), (37, 50), (7, 50). 
例 10 1994 年 国家 集训 队 选 拔 试题 ) 求 所 有 的 由 四 个 正 整 数 a, 5，，c，d 组 成 
的 数组 ， 使 数组 中 任意 三 个 数 的 乘积 除 以 剩 下 的 一 个 数 的 余数 都 是 1. 
解 首先 证 明 a， 5b，c，ad 都 不 小 于 2， 且 两 两 互 素 , 
这 是 因为 ， 由 题 意 ， 有 iced 一 ke 十 1， 显 然 a 宇 2， 否 则 ,车 a 二 1， 则 bcd 除 以 a 
的 余数 是 0， 与 题 意 矛盾 . 
同时 ，a 与 5，c，d 中 的 任意 一 个 都 互 素 . 
同 理 有 4 二 2，c 宇 2，d 宇 2， 且 4a， 5b，c，d 两 两 互 素 . 
不 妨 设 2<a<b<c<d. 
由 于 a | bed 一 1,b | acd 一 1,c | abd 一 1，d | abc 一 1， 从 而 有 
a | pcd 一 1 十 abc 十 apd 十 acd， 
b | acd 一 1 十 apc 十 apd 十 bcd， 
c | abd 一 1 十 abc 十 acd 十 bcd， 
d | abc 一 1 十 abd 十 acd 十 bcd. 
由 a，b6，c，d 两 两 互 素 ， 则 有 
abcd | abc 十 abd 十 acd 十 pcd 一 1， 
即 存在 正 整数 *， 有 
te he gee 1 ed eA 即 


二 二 3 一 汪 + 二 + 赴 + 二 < 和 ， 0O 
4 


从 而 1<4<4=2 〈…a 之 2). 
于 是 t+=1, a=2 或 a=3. 
et b>4, ot 2 则 

1 

二 十 于 十 二 十 二 < 村 十 于 二 二 十 寺 <1， 
让 了 矛盾. 
所 以 必 有 a 一 2. 1 


1 十 到 5 去 + 二 二 二 十 二， 


全 
故 到 + 也- 二 + 十 也 了 <3， © 


16 


| 
因而 < 各 即 5<6. 


由 于 a=2,(a,6) 二 1,6<6, 则 6b==3 或 6==5. 
当 a=2,6=5 时 ,有 (a,c) 二 1,(a,d) 二 1,c 之 7,d 之 9, 这 时 有 
于 上 二 + 二 < 二 二 于 + 二 < 到， 
与 @ 式 矛盾 , 即 bz5. 
于 是 5 一 3,c>5,d>7. 
GD 式 又 化 为 


从 而 > 让 ,ce<12. 
由 a=2 知 c 是 奇数 , 则 c<11. 
由 @ 式 可 求 出 4 一 6 十 -2 @ 


35 


d 之 7,d 是 正 整数 , 则 -一 5 是 正 整数 ,考虑 到 cs11, 则 1<c 一 6<5, 从 而 只 能 有 c 一 


6 二 1 或 c 一 6==5, 即 

c=7 或 c=11, 

当 c 二 7 时 ,由 @ 式 d=41， 

当 c=11 时 ,由 @ 式 d=13. 

于 是 所 求 的 四 个 数 (a,b,c,d) 二 (2,3,7,11) 或 (2,3,11,13). 

2， 灵 活 运 用 整除 性 质 

例 11 〈1958 年 多 牙 利 数学 奥林匹克 题 ) 证 明 : 如 果 wu 和 w 是 整数 ， 双 十 ve 十 
让 能 被 9 整除， 那么 和 wv 都 能 被 3 整除 . 

证 明 已 知 表 达 式 可 化 为 

十 uv 十 妨 二 (wu 一 V0)? 十 3uv. 

因为 ”9| 好 十 xu 十 妈 ,313wo, 于 是 3|(u 一 v)?， 

从 而 9|Cu 一 w)? ,3|x 一 上 

于 是 9 | 3uv， 

即 3 | wv. 

所 以 w 和 w 至 少 有 一 个 能 被 3 整除 . 


次 吾 这 涟 恰 世 收 潍 湛 同 站 闫 O 


离 互 涵 泛 东 萎 必 沼 语 同 芳 症 O 


设 31x， 则 由 3 | zx 一 "， 必 有 3 | zw 

于 是 w 和 w 都 能 被 3 整除 . 

例 12 xz，y，z 是 两 两 不 相等 的 整数 ,证明 (z 一 y) 十 (y 一 z)’ 十 (z 一 zx) 能 被 
5(y 一 z)(z 一 x)(X 一 y) 整 除 . 

证 明 设 x 一 y=u，y 一 z 二 v， 则 


es 


(uw) =u tu vt+10wW t+10w 十 5uv! 十 vw， 
从 而 
ut (utv)s 

=—5uv(w +2uv+2ur tw) 

一 一 5uv[(xs 十 只 ) 十 2xu(zx 十 z)] 

=—5uv(ut+v) (zz 十 xu 十 刀 )， 
于 是 有 

(《z 一 9)5 十 (y 一 z)5 十 (z 一 并 )5 

一 5(x 一 y)(y 一 z)(z 一 zZ)[(z 一 y)2 十 (xz 一 y)(y 一 z) 十 (y 一 z)2 

二 5(z 一 y)(3y 一 z)(z 一 Z)(z2 十 并 十 到 一 yy 一 yz 一 z)。 

因而 (z 一 y)5 十 (? 一 z)5 十 (一 z)5 能 被 5(z 一 y)(y 一 z)(z 一 z) 整 除 . 

例 13 假设 a, 5，， c,d 是 整数 ， 且 数 ac，bc 十 ad，bd 都 能 被 某 整 数 4 整除 ， 
证 明 数 bc 和 ad 也 都 能 被 整除 . 

证 法 1 由 ac，bcad，bd 都 能 被 x 整除 设 ww 有 因子 pr (p 为 素数 )， 则 有 

ac=p'A, 

bctad=pB, 

bd=p'C, 
其 中 A，B，C 是 整数 . 

DX@ 得 

(bc) (ad)=p”AC. 

因此 ,bc 和 ad 的 分 解 式 中 必 有 一 个 p 的 指数 不 小 于 ,不 妨 设 bc 二 p'D(t 宕 r,D 
是 整数 )， 于 是 

pr" | bc. 


@ee 


再 由 @ 可 得 pr | ad. 

于 是 bc 和 ad 都 能 被 p” 整除 ， 从 而 bc 和 cd 都 能 被 整除 . 
证 法 2 考虑 到 等 式 

(bc—ad)’=(bctad)’ —4acbd. 


在 等 式 两 边 同时 除 以 ww 得 
人生) (ee) 14-2.bd. 
u 


u u u 


由 于 ac，bd，bc 十 ad 都 能 被 x 整除 ， 则 


于 是 手下 也 为 整数 . 


邻 1 一 外 妈 ， 于 是 ==# 一 4pg， 即 一 * 一 4pq， 妈 


(s+t)(s—t) =4pg. 
由 于 任意 两 个 整数 的 和 与 它们 的 差 具有 相同 的 奇偶 性 ， 以 及 由 4pq 是 偶数 可 知 
s 十 1 与 ;一 t 必 为 偶数 . 


于 是 纤 一 过 1， 妈 一 污 ! 汉 为 整数 ， 即 be 和 ad 都 能 被 4 整除 . 


u 
3， 关 注 上 个 连续 整数 的 乘积 能 被 & 整除 
例 14 (1973 年 基辅 数学 奥林匹克 题 ) 设 a1，a，…，as 是 自然 数 ， 它 们 的 和 
能 被 30 整除 .证 明 of 十 点 十 … 十 a; 能 被 30 整除 . 
证 明 首先 证 明 30 | es 一 a。 由 于 
a’—a =a(a’—1)(a’+1) 
=(a—l)a(a+1) (a —4+5) 
一 (ae 一 2)(a 一 1D)a(a 十 1)(e 十 2) 十 5(e 一 1)a(a 十 1)。 
a 一 2,a 一 1,ava 十 1,a 十 2 是 连续 五 个 整数 ,它们 的 乘积 能 被 5! 一 120 整除 ,因而 
能 被 30 整除 . 
a 一 1,aya 十 1 是 连续 三 个 整数 ,它们 的 乘积 能 被 3! 一 6 整除 ,因而 5Ca 一 Dala 十 1) 
能 被 30 整除 . 


于 是 30 | a5 一 a. 
从 而 30 | pe —a) = 六 一 Si 
al pl et 


又 由 已 知 30| 沁 a, ,所 以 


301 De. 
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离 百 六 莲 否 五 心 涟 灌 同 涉 症 O 


例 15 〈1989 年 第 7 届 美 国 数学 着 请 赛 题 ) 如 果 ao<-5<<c<d<e 是 连续 的 正 整 
数 ,0 十 c 二 4 是 完全 平方 数 ,a 十 5 十 c 十 d 十 e 是 完全 立方 数 ,那么 c 的 最 小 值 是 多 少 ? 

解 因为 ab,c,d,e 是 连续 的 正 整数 ,所 以 有 

0 十 c 十 4 一 3c， 

4 十 5 十 c 十 d 十 e 一 5c. 

由 于 2 十 c 十 4 是 完全 平方 数 ,a 十 6 十 c 十 d 十 e 是 完全 立方 数 ,所 以 可 设 


3c 一 mm2， 


Se 


5c=n. 

由 得 31m, 进 而 31c. 
由 @ 得 51n, 进 而 5?1c. 
再 由 @ 得 33 |c. 

于 是 25。27|c. 
又 c 之 25。27=675， 
因此 的 最 小 值 是 675. 


例 16 (1971 年 基本 数学 奥林匹克 题 ) 证 明 对 任意 整数 w, 下 十 罗 十 了 是 整数 


离 瑟 术 苏 于 开 恬 洛 证 巾 算 并 O 


设 N 二 严 十 亚 十 7 
证 明 设 N 一 5 十 3 十 15- 


nm D4) mdn ,nn—l) n,n 
Be 5 Tg ear ts 


= 


3 (n—2)(n— Dn(nt1)(n+t 2) bn Dn(nt1) 
| 5 3 。 


由 于 n 一 2,n 一 1,n,n 十 1 和 za 十 2 是 五 个 连续 整数 , 必 有 一 个 能 被 5 整除 ,因此 
C 一 2 一 DaCn 十 DGn 十 马 是 整数 

又 由 于 "一 1， 2 和 ?十 1 是 三 个 连续 整数 ， 所 以 ， 必 有 一 个 能 被 3 整除 ， 因 此 
(n—1) 3 Ca 十 1 是 整数 ， 


于 是 ， 对 任意 整数 w，N 一 李 十 玫 十 ?是 整数 
4， 适 时 运用 数学 归纳 法 
例 17 《1985 年 保加利亚 数学 竞赛 题 ) & 与 ?为 正 整数 ， 证 明 
《一 1 一任 十 w 一 功 t 十 (二 Da 
能 被 站 十 1 整除 . 


证 明 对 使 用 数学 归纳 法 . 
| 20 


(1) 当 k=1 时， 
nm Dmor+n—l)+(atD -mm 


nnn tm—nt+1l= (mw 二) (ntl). 
因而 能 被 地 十 1 整除 . 

(2) 假 设 下 十 1| Cn 一 DC 一 弄 十 n 一 1)* 十 (n 十 Dn*! ,那么 

对 上 十 1 时 ， 

(RO—DO = 二 a 下 Catt 
=(nt—1) (mr 十 n 一 1)*(m—mw 十 n 一 1) 十 (n 十 1)n* 1nt 

(nC— Dm 二 Tn 一 1 十 n 一 1]) 十 《n 十 Dn*1( 玉 一 于 十 n 一 1) 十 

(n+ Dn lin — (ntl)nt lm m+n—1) 

一 [( 玉 一 1)( 到 一 至 十 2 一 1 十 (Ca 十 1)z]( 吧 一 于 十 2 一 1) 十 

(nt Dn! (一 天 十 于 一 2 十 1) 

[KM 一 1)( 和 一 形 十 m 一 1 十 (2 十 1)24] (一 妇 十 zz 一 1) 十 (十 1)24 
由 归纳 假设 ， 第 一 项 能 被 w’ 十 1 整除 ， 而 第 二 项 显然 能 被 于 十 1 整除 ， 于 是 
拓 十 1|( 开 一 1)(C23 一 于 十 m 一 1) 儿 1 十 (十 1)mecrD 
即 对 & 十 1 命题 成 立 . 

于 是 对 所 有 自然 数 上， 命题 成 立 . 

例 18 (1998 年 第 27 届 美国 数学 奥林匹克 题 ) 证 明 对 任意 nEN，n 之 2， 存 在 
一 个 由 nn 个 整数 构成 的 集合 S， 使 得 对 S 中 的 任意 两 个 不 同 的 数 a。 和 4b， 均 
有 (a 一 b)?|ab. 

证 明 ”我们 对 nn 使 用 数学 归纳 法 . 

当 n=2 时 , 取 5, 二 {1，2}, 则 有 (1 一 2)*|1X2, 因 此 ,n=2 时 ,命题 成 立 . 

假设 "一 上 时 命题 成 立 ， 即 存在 含有 个 元 素 的 集合 St 一 {a，as，…，a4} 满 
足 条 件 ， 对 任意 1<i<j<k， 均 有 (a; 一 a;)? qaaj. 

记 A 一 aaz…ak， 考 虑 如 下 & 十 1 个 数 ， 

A, Ata, A+Ta:, …, A+a,. 

由 于 [CA 十 a) 一 (A+aD 了 =(a 一 a))?， 

(Ata) (Ata)) =A:+ACa +a) +aa;. 

由 归纳 假设 及 A 的 定义 ,有 

(ai—a)’ |aiajy 

aai|A’+A(aita;)+aaj, 

因此 [CA 十 a;) 一 (A 二 a))J*1(A 十 a) (Ata;). 

另 一 方面 ,[(A+a;) 一 A =afa?1(Ataj)* A, 


离 五 党 六 车 壬 帐 活 沿 同 涉 交 O 


痪 五 新 东亚 五 尾 泣 灌 辐 并 交 O 


于 是 St 一 (4,A+a,A+az,…,A+ae} 满 足 题 设 要 求 . 

所 以 ,mn 一 A 十 1 时 命题 成 立 . 

从 而 ,对 n 宇 2,nEN, 命 题 成 立 . 

例 19 (1981 年 英国 数学 奥林匹克 题 ) 证 明 对 任意 m,nEN， 


_ NA Cn 十 十 1)1 
S., 一 tt D* 让 


都 能 被 m! 整除 ， 但 对 森 些 自然 数 7 加 ,1,5 不 能 被 m1 (n 十 1) 整 除 . 
证 明 对 m 用 数学 归纳 法 证 明 
te! 


Snmt— 


(1) 当 mm 一 1 时 ， 


_ Cn 十 2)1 
So 一 双 TDT 


即 m= 二 1 时 ,@ 式 成 立 . 
《2) 假设 对 m，Q@ 式 成 立 ， 那 么 对 m 十 1， 


站 _ mtntmt2)! 
Srim Smt TD lmt1) 


i Crt! De Ga 二 ml Ge 十 mm 十 2 


1 一 (十 2) 一 一 志士 D 1， 
ns 


=(—D"" tp nt mt2)—1] 
=(—1 


所 以 对 mm 十 1，@ 式 成 立 . 
因此 对 所 有 mEN，@ 式 成 立 . 
由 于 Cr 是 自然 数 ， 则 

a! 
lm! 


yamtl (2z 十 za 十 1)1 
7 


So 一 《一 1)” “ml 一 〈 一 1)”“CY。za1. 


因而 吉他 被 mn! 整除 . 
当 n=2，m 二 3 时， 
Sm. =Ss.2=—60 
能 被 m! 一 3!1 一 6 整除 ,但 不 能 被 m! (n 十 1 二 31(2 十 1) 二 18 整除 . 


例 20 《〈1995 年 第 21 届 全 俄 数 学 奥林匹克 题 ) 试 证 对 于 任何 正 整数 wj >1， 都 
存在 严格 递增 的 正 整数 序列 a; ，a ，as ，…， 使 得 对 任何 上 之 1， 和 数 只 十 o 十 … 十 


< 都 能 被 和 数 ai 十 az 十 … 十 as 整除 . 
q -EE 


证 明 对 于 给 定 的 正 整数 w 1. 

由 于 ?十 二 (qs 一 a1)(azs 十 a1) 十 2af， 

所 以 ， 只 要 取 az, 使 4 一 2af 一 a1， 就 有 aa 十 cz 一 2ai， 
从 而 ai 十 az | (as 一 a1) (az 十 a1) 十 2a?， 

即 wa 十 ca | af +a3. 

且 满 足 a 二 2af 一 a1>af>>a. 

假设 已 取 定 a:，a:;，…，as 满足 题目 要 求 ， 记 


Ai=af 十 中 十 … 十 a? ，B; 二 a 十 as 十 … 十 Qi， 

则 对 i=1，2,…, n,， 有 B; | A,. 

由 于 A 二 A, 十 a241 二 Aw 十 (anni 一 B,) (antt 十 B,) 十 Bs 

一 (asf 一 B, Br 十 A. 十 B2， 

于 是 ， 只 要 取 awi 使 B, 十 aw4i 一 B+ 二 A 十 BL， 即 取 awti 二 A, 十 局 一 B,， 就 有 
BA 

且 由 于 1<ar<as<…<as, 则 awti==A, 十 B; 一 B,>>A,>a;>a,. 

于 是 对 "十 1 命题 也 成 立 . 

从 而 对 所 有 正 整 数 &，B | A 成 立 . 

例 21 证 明 大 于 (V3 十 1)” 的 下 一 个 整数 能 被 2"1!' 整 除 . 

证 明 ”我 们 首先 证 明 ， 大 于 《V3 十 1)” 的 下 一 个 整数 是 

(1+V3)”+(1—V3)”. 

事实 上 ,由 二 项 式 定理 ,对 每 个 正 整数 n, 都 有 整数 A, 和 B, ,使 得 

(1 二 V3)2 一 A, 十 BuV3， 

(1 一 3)2 一 A, 一 BoV3 
成 立 . 

从 而 (1 填 V3)” 十 (1 一 /3)” 二 2A。 是 整数 . 

由 于 11 一 V3|<1, 则 

0<(—VD"<l, 

于 是 (1 十 V3)*” 十 (1 一 V3)” 是 大 于 (1 十 V3)” 的 下 一 个 整数 . 

于 是 问题 变 为 证 明 2A, 能 被 2"*! 整 除 ， 即 变 为 证 明 A, 能 被 2" 整除 . 

下 面 用 数学 归纳 法 证 明 ， 对 所 有 的 正 整数 >，A, 和 B。 都 能 被 2" 整除 . 

当 n=1 时 ，(1 十 V3)* 二 4 十 2Y3， 即 A 一 4，B 二 2 能 被 2 整除 . 


假设 命题 对 ”一 上 时 成 立 ， 即 
23 


次 豆 认 溢 愉 也 届 潍 洗 回 诛 净 O 


2: As, 21B,. 
AititBerW3=(1+HY3) n=(1HY3): (HV) 


=(4+2V3)(Ai+B V3)=(4Ai+6Bi) + (2A, +4BOV3. 

所 以 Att 二 4A4 十 6B,，Biy, = 二 2A4 十 4Bi. 

于 是 2 | Ar，241 | Bn. 

从 而 命题 对 n= 二 十 1 成 立 . 

由 以 上 , 均 有 2"|A,, 2"|B,, nEN. 

从 而 2" 2A, 二 (1 二 V3) 十 (1 一 /3)”. 

5， 注 意 递 推 法 的 运用 

例 22 (1987 年 苏州 市 高 中 数学 竞赛 题 求证 是 正 整 数 时 ， 大 于 (3 十 V5)”" 的 
最 小 整数 能 被 2 整除 . 

证 明 设 w=3 十 V5, v= 二 3 一 5， 则 u,v 是 二 次 方程 x? 一 6r 十 4=0 的 两 个 根 ， 

令 T,=w+v， 

由 只 一 6v 一 4， 双 一 6v 一 4， 可 得 

w=6u"!—4u" a 

v=6v"!—4v"?, 

于 是 T=6T, 1 一 4T, as ，n 一 2，3，…， 

从 而 T, 是 整数 . 

由 于 0<3 一 /5<1， 则 

0<(3—Y5)"<1, 

于 是 T==(3 十 V5)" 十 (3 一 V5)" 是 大 于 (3 十 /5)" 的 最 小 整数 . 

由 此 ,命题 转化 为 证 明 2"**|T,. 

Ti 一 (3 十 V5)2 十 (3 一 V5)2 

一 (14 十 6V5)" 十 (14 一 6V5)” 
一 2"[(7 十 3V5)" 十 (7 一 3V5)"]， 
于 是 2"1Ta. 
Ta 一 (3 十 V5)2H1 十 (3 一 V5)24 
一 2"[(3 二 V5)(7 十 3V5)" 十 (3 一 /5)(7 一 3V5)]， 
所 以 2"| Twi. (0 
下 面 用 数学 归纳 法 证 明 2"*? | To. 


当 n=0 时 ， 
: 24 


离 百 闵 秋 于 长 性 泣 油 加 六 着 O 


T=2, 2°+!=2, 
所 以 21! | To 
即 ?一 0 时 ，2”™! | Ta 成 立 . 
假设 ”一 时， 有 :241 | Tu ， 那 么 xz 一 上 十 1 时 ， 
Tyary =6Taur—4T, 
一 6(6T2 一 4Tz-) 一 4Tx 
=32Ta—24Ta-i. 
由 @;, 2"'|Ta1 及 2 |Ta， 
从 而 241? 124Tz- yy 252 132Tz， 
即 2 | Tootv. 
从 而 对 n= 二 十 1,2"*!| Ts, 成 立 . 
本 题 得 证 . 


【模拟 实战 】 


1 


2. 


3. 


4. 


6. 


7. 


9. 


(1) zy 均 为 整数 ， 若 5|(z 十 9y), 求 证 5|(8z 十 7y). 

(2) xz,y,z 均 为 整数 ， 若 111(7z 十 2y 一 5z=), 求 证 111(3z 一 7? 十 12z). 

(1989 年 第 15 届 全 俄 数学 奥林匹克 题 ) 证 明和 数 1。2， 3。…“，2000。2001 十 
2002.。 2003。…“。4001。4002 能 被 4003 整除 . 

(1988 年 加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ) 证 明 1。3。5。…“。1983，。1985 十 2。4。 
6，。…“，1984。1986 能 被 1987 整除 . 

(1982 年 第 16 届 全 苏 数学 奥林匹克 题 ) 设 m 和 nn 是 自然 数 ， 证 明 如 果 对 于 某 些 
非 负 整 数 扣 ， 忆 ，…， 避 ， 数 2 十 2 十 … 十 2 能 被 2" 一 1 整除 ， 那 么 zz 
(1992 年 第 55 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 题 ) 在 小 于 10000 的 奇 自然 数 中， 是 使 由 
ma 的 后 4 个 数码 组 成 的 数 大 于 的 奇数 n 多 ,还 是 使 由 mw 的 后 4 个 数码 组 成 的 
数 小 于 的 奇数 n 多 ? 

(1964 年 第 4 届 全 俄 数学 奥林匹克 题 ) a, 5b 及 是 固定 的 自然 数 ， 且 对 任何 自然 
数 (k 关 b) ,a 一 kr" 能 被 5 一 k 整除 ， 证明 a= 二. 

(1989 年 列宁 格 勒 数 学 奥林匹克 题 ) 能 否 找到 100 个 互 不 相同 的 自然 数 ， 使 得 其 
中 任意 5 个 数 的 乘积 都 可 被 这 5 个 数 的 和 整除 ? 

(1963 年 第 24 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 题 ) 设 ?一 + 十 a 能 整除 x 十 zx 十 90， 试 确 
定 正 整 数 a 的 值 . 

(1966 年 第 27 届 美 国 普 特 南 数 学 竞赛 题 ) 给 定 mn 十 1 个 正 整 数 a1，as，…， 
am+t1， 且 0<ai 过 as 二 … 过 am+1. 证 明 : 存在 m 十 1 个 数 ， 使 它们 中 没有 一 个 数 


离 卫 学 要 否 廿 性 玫 并 加 并 交 D 


能 够 被 另 一 个 数 整除 ， 或 者 存在 "十 1 个 数 ， 使 得 依 小 到 大 顺序 排 成 序列 ， 除 最 
前 面 的 一 个 数 之 外 ， 每 个 数 都 能 被 它 前 面 的 数 整除 . 
10，(1981 年 全 国 高 中 数学 联赛 试题 ) 组 装甲 、 乙 、 丙 三 种 产品 ， 需 用 A、B、C 三 
种 零件 ， 每 件 甲 需 用 A，B 各 ?2 个 ;每 件 乙 需 用 B，C 各 1 个 ; 每 件 丙 需 用 2 个 
A 和 1 个 C. 用 库存 的 A、B、C 三 种 零件 ， 如 组 装 成 p 件 甲 产品 、g 件 乙 产品 
和 和 件 丙 产 品 ， 则 剩 下 2 个 A 和 1 个 B, 但 C 恰 好 用 完 ， 试 证 无 论 怎样 改变 产 
品 甲 、 乙 、 丙 的 件数 ， 也 不 能 把 库存 的 A、B、C 三 种 零件 都 恰好 用 完 . 
11，(IMO - 32 预选 题 ) 求 最 大 的 正 整数 上， 使 得 
19914 | 1990'% 1 十 19921991l990 . 


12。(2004 年 捷克 和 斯 洛 伐 克 数学 奥林匹克 题 ) 求 正 整数 n， 使 得 草 十 药 十 … 十 也 是 


一 个 整数 

13 (第 45 届 越 南 数学 奥林匹克 题 ) 已 知 整数 x ，y 满足 + 了 一 1，y 关 一 1 且 使 得 
所 入 十 关税 是 整数 ， 求 证 ，z'y* 一 1 能 被 x 十 1 整除 

14，( 第 17 忆 日 本 数学 奥林匹克 其 ) /为 十 位 数字 非 零 的 四 位 数 ， 藻 将 的 前 两 个 数 
字 和 后 两 个 数字 分 别 看 作 两 个 两 位 数 ， 求 所 有 满足 条 件 的 a， 使 得 按 上 述 方法 拆 


分 后 的 两 个 两 位 数 之 积 是 n 的 因数 . 
15.。(2007 年 英国 数学 奥林匹克 题 ) 证明: 存在 无 限 多 个 正 整 数 对 〈m，n)， 使 得 


加 1 为 正 束 数 


m 

16. (2005 年 白俄罗斯 数学 奥林匹克 题 ) 设 a, 5b 是 正 整数 ， 使 得 79| (a 十 775), 且 
77i(a 十 796b), 求 和 a 十 b 可 能 存在 的 最 小 值 . 

17,， (2007 年 波罗的海 地 区 数学 竞赛 题 ) 设 a、5 是 有 理 数 ， 且 S=a 十 b 一 a? 十 必 ， 证 
明 : S 可 以 写成 一 个 分 式 ， 且 分 母 与 6 互 素 . 

18. 《2007 年 保加利亚 国家 数学 竞赛 题 ) 求 所 有 的 正 整 数 z、y， 使 得 (zy 十 2y) | 
(2z2y 十 zy 十 8z)， 

19. (第 31 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 题 ) 证 明 : 对 任何 整 系数 多 项 式 p(x) 和 任何 正 整 
数 &, 存在 正 整数 n, 使 得 p(1) 十 p(2) 十 … 十 p(n) 能 被 & 整除. 

20.(2006 年 塞尔维亚 和 黑山 队 选 拔 考试 题 ) 求 所 有 自然 数 上 和 A (之 1)， 使 得 上 
能 整除 C，C，…，C7: 中 的 每 一 个 数 . 

21. (第 54 届 白俄罗斯 数学 奥林匹克 题 ) 设 正 整数 A 二 arasiaiao， a ar1,…， 
ao 均 不 为 0， 且 不 全 相等 n 为 正 整 数 )， 数 


Al=as1*"a1aoan, 
| 26 


郊 互 闵 涤 否 生 性 涟 油 加 站 交 O 


22. 


23, 


24. 


As 一 ar-2…alaoanQm1， 


A =aoan"ar 
是 由 A 循环 排列 而 得 ， 求 A， 使 得 任意 的 A(k 二 1,2,…,n) 能 被 A 整除 . 
(1983 年 第 46 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 题 ) 证 明 当 上 且 仅 当 m 一 n 可 被 3 整除 时 ， 
4" 一 4" 可 被 3" 整除 ， 试 对 (1) & 一 1，2，3; (2) 任何 自然 数 & 讨 论 问 题 ， 其 
中 mE€N, n€EN 有 自 m>n. 
(2004 年 澳大利亚 数学 奥林匹克 题 ) 已 知 非 负 整数 a、5 和 
(3a)!1 (46)! 
(Cal) C61) 
证 明 ; (1) 对 所 有 ab，Z(a，6) 是 一 个 非 负 整数 ; 
(2) 对 于 任何 非 负 整数 6， 存 在 无 限 多 个 a， 使 得 Z(a，b) 不 是 整数 . 
(1981 年 全 国 高 中 数学 联赛 试题 ) 证 明 : 对 于 任何 自然 数 n 和 &， 数 jn,A) 一 
2n* 十 4m* 十 10 都 不 能 分 解 成 若干 个 连续 的 自然 数 之 积 . 


Z(a,b)= 


离 互 涉 阁下 生性 泛 油 加 洪 症 O 


离 互 六 区 要 所 心 活 洛 加 新 症 O 


【基础 知识 】 


1 定义 
设 m 为 正 整 数 ， 若 整数 a 和 6 被 m 除 的 余数 相同 ， 则 称 a 和 65 对 模 m 同 余 ， 记 
作 a=” (mod m). 
2， 同 余 的 基本 性 质 
(1) a=a (mod m). 
(2) a 三 b (mod m) Sm | b 一 a， 即 有 a 二 6 十 mg. 
特别 地 ,a 三 0 (mod m), 即 m|a.， 
(3) a=b (mod m) 6=kmta (RED). 
(4) 车 a 三 6 (mod m)， 则 b==a (mod m). 
(5) 车 a 志 b (mod m),， b=c (mod m)， 则 a=c (mod m). 
(6) 若 (mod m)，c=d (mod m)， 则 
a+tc=b+d (mod m), 
ac=bd (mod m), 
a"=h" (mod m) (n€EN), 
(7) 车 ac 二 bc (mod m)，(c, mm) 二 d， 则 


4 二 b(mod 他 )， 
其 中 符号 〈c，m) 表示 c，m 的 最 大 公约 数 . 
特别 地 ， 当 〈c，m)= 二 1 时, 车 ac 三 bc (mod m)， 则 a 三 b (mod m). 
(8) 车 n | m， a 三 b (mod m)， 则 a 二 bp (mod n). 
(9) 车 d 是 a ， 6b，m 的 公约 数 ， 又 有 a= (mod m)， 则 


和 (oa 9) 


(10) 车 a=b (mod m), 则 (a, mm) 二 (bm). 
(11) 车 (a,，m) 二 1， 则 必 存 在 a, 使 aa 寺 1 (mod m). 
事实 上 , 取 a，y, 使 aa 十 my 二 1 即 得 . 


车 alb,(aym) 一 1, 则 a =b(mod m) ,两 端 乘 以 二 , 则 有 


ab=aa 也 = (mod m). 
a a 


由 上 可 把 z 看 成 a 的 “倒数 ”当然 ， 在 通常 意义 下 非 零 的 数 才 有 倒数 ， 而 在 同 
余 的 意义 下 ， 与 模 互 素 的 数 才 有 倒数 . 

3， 同 余 类 

由 关于 模 m 同 余 的 数组 成 的 集合 ， 每 一 个 集合 叫做 关于 模 m 的 同 余 类 〈 或 叫做 
关于 模 m 的 剩余 类 ). 

由 于 任何 整数 被 m 除 的 余数 只 能 是 0，1，2,，…，m 一 1 这 m 种 情形 ， 所 以 整数 
集 可 以 按 对 模 m 同 余 的 关系 分 成 m 个 子 集 : 


AAA，4，…，A 
其 中 A, 二 {gm 十 i | mm 为 模 ，gEZ，0 委 i 委 m) ，i 一 0，1，2，…， 了 一 1. 
所 有 的 A (i 二 0，1，2,…，m 一 1) 满足 
ml ml 
U4=z, 4.=g. 
0 im0 
4， 完 全 剩余 系 


从 模 m 的 m 个 同 余 类 A。，Al，A;，…，A。-! 中 ， 每 一 类 Ai 取 一 数 a:， 则 co， 
4az， am-! 岂 做 模 m 的 一 个 完全 剩余 系 〈 简 称 m 的 完 系 )， 显 然 ， 完 系 中 的 m 
个 数 分 别 属于 m 个 不 同 的 剩余 类 . 

最 简单 的 模 mm 的 完全 剩余 系 是 0，1，2，…，m 一 1， 也 叫做 模 m 的 最 小 非 负 
完 系 . 
显然 m 个 相继 整数 构成 模 m 的 一 个 完 系 ， 

如 果 (avm) 二 1,@o ,a ,42，…，am-! 是 模 m 的 一 个 完 系 , 则 aao 十 b,aai 十 b,*…， 
aam-1 十 b 也 是 模 m 的 一 个 完 系 . 

事实 上 ,只 要 证 明 aao 十 b,aai 十 b,…,aam-1 十 b 对 模 m 两 两 不 同 余 . 若 aai 十 4 王 
aaj 十 b(mod m), 因 (a,m)= 二 1, 则 aj; 寺 aj (mod m2). 又 co，a ，…，aw-; 是 完 系 ， 所 以 
只 有 i=j 


【典型 例题 与 基本 方法 】 


例 1 证 明 当 且 仅 当 指数 ”不 能 被 4 整除 时 ，1" 十 2 十 3" 十 4 能 被 5 整除 ， 其 中 
7 是正 整数 . 
证 明 不 难 验 证 1=1 二 ] (mod 5)， 
2:=16 三 ] (mod 5) ， 


庚 吾 这 洋 侍 五 收 涟 浊 回 秩 韶 O 


离 瑟 六 柬 荡 玫 性 泛 吉 回 六 着 O 


于 是 5 | Am 一 B. 
| 30 


且 数 d 不 能 被 5 整除 证明: 总 可 以 找到 这 样 的 整数 ,使 得 dr 十 cn 十 bn 十 a 也 能 
被 5 整除 . 


2，5t 十 4， 则 必 有 


3:=81=] (mod 5), 


4:=256 圭 ] (mod 5). 
假设 n=4 十 r,， r= 二 0，1，2，3. 
由 以 上 a 二] (mod 5)， a=1, 2, 3, 4. 
则 a* 寺 ] (mod 5)， 


tr 


a"=a"=a" (mod 5). 
由 此 可 得 
SS 一] 十 2 十 3" 十 4 王 1" 十 2" 十 3" 十 4 (mod 5). 
当 r 一 0，1，2，3， 依 次 有 
当 r=0 时 ，S, 二 4 二 4 (mod 5)， 
当 r=1 时 ， 二 0 (mod 5)， 
当 r 一 2 时，S, 二 30 寺 0 (mod 5)， 
当 r=3 时 ，S, 二 100 二 0 (mod 5)， 
因此 ， 当 且 仅 当 不 能 被 4 整除 时 ，S, 能 被 5 整除 . 
例 2 假设 a, 5, c,d 和 m 是 这 样 的 整数 ， 使 am 十 bm 十 cm 十 d 能 被 5 整除 ， 


证 明 首先 证 明 m 不 可 能 被 5 整除 . 
事实 上 ， 如 果 m 能 被 5 整除 ,那么 由 5 | am 十 bm? 十 cm 十 d 可 得 
5 | d， 与 题 设 5 十 4 矛盾 . 
于 是 m 只 能 写成 m= 二 5k 十 r，r 二 1，2，3，4 的 形式 . 
注意 到 1.， 1=1] (mod 5)， 
2， 3=1 (mod 5)， 
4，4=] (mod 5). 
于 是 当 m 取 5k 十 1，5k 十 2，5k 十 3，5k 十 4 时 ， 相 应 的 nn 取 5 十 1，5t 十 3，5t 十 


mn=1] (mod 5)， 
5 | mn—1. 
设 A=am’ 二 bm? 十 cm 十 d， 
B=dn’+cn’:+bnta. 
从 A，B 中 消去 d，, 得 
An—B= (mn—D)[a(m’n 十 mn 十 1) 十 pzz(zaz 十 1) 十 cz2]， 


再 由 514， 
可 得 5 1 B=dr 十 cr? 十 bn 十 a. 
例 3 ” 试 证 对 每 一 个 正 整数 都 存在 一 个 它 的 倍数 ， 该 数 包含 全 部 10 个 阿拉 伯 


数字 . 
证 法 1 设 p=1234567890，10:，n 为 给 定 的 正 整数 ,是 使 10 二 n 的 一 个 整 
数 ， 则 

Pp 十 1，p 十 2，…，p 十 n 是 n 个 以 1234567890 开始 的 十 进 制 数 ， 这 个 数 中 必 
有 一 个 是 的 倍数 . 

证 法 2 设 n 是 给 定 的 正 整数 ， 

又 设 A=1234567890， 

并 记 AA…A=12345678901234567890…1234567890， 


证 让 
则 在 数列 
A, AA, …， 44…4 
pe 


十 1 组 
中 ， 必 有 两 数 对 nn 同 余 . 
设 AA…A，AA…A 对 n 同 余 ， 则 


i 地 j 组 
是 n 的 倍数 ， 而 这 个 数 由 全 部 10 个 阿拉 伯 数 字 组 成 . 

例 4 按 公元 纪年 ，(1) 年 数 不 能 被 4 整除 是 平年 ; (2) 年数 能 被 4 整除， 但 不 
能 被 100 整除 是 闽 年 ;(3) 年 数 能 被 100 整除 ， 但 不 能 被 400 整除 是 平年 ，(4) 年 
数 能 被 400 整除 是 半年 ;(5) 半年 366 天 ， 平 年 365 天 .证 明 圣 诞 节 在 星期 三 的 概 
率 不 是 二 . 

证 明 ”任何 接连 400 个 阳历 年 中 ， 有 303 个 平年 ，97 个 半年 ， 共 有 

365. 400 十 97〈 天 ). 

由 于 365 夺 1] (mod 7)， 

400=1 (mod 7)， 
97= 一 ] (mod 7)， 

则 71365。400 十 97. 

在 400 年 内 共有 整数 个 星期 ， 即 20871 个 星期 . 

因此 ， 圣 诞 节 在 星期 中 轮流 出 现 的 日 子 是 400 次 . 


如 果 N 年 的 圣诞 节 是 在 星期 三 ， 则 圣 诈 节 在 星期 三 的 概率 是 六 5， 但 
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次 瑟 六 区 于 笑 性 还 灌 同 涉 交 O 


痪 瑟 涪 洗 东 开心 泗 洪 站 关 oO 


N 
400 
例 5 《1980 年 第 6 届 全 俄 数学 奥林匹克 题 ) 证 明 在 2' 一 1,， 2 一 1，23 一 1，…， 

2 一 1 中 至 少 有 一 个 数 能 被 ”整除 ， 其 中 ”为 大 于 1 的 奇数 . 


1 


证 明 考察 数 

2 Zl, 22, 0 2 
它们 被 x 除 的 余数 设 为 
ros ris T2909 Tal 


因为 n 为 大 于 1 的 奇数 ， 所 以 n 人 2'(i=0,1,…,n 一 1). 

所 以 ro， ni，r2， m1 这 妈 个 余数 只 有 1，2，…，n 一 1 这 一 1 种 情形 ， 
因而 有 两 个 余数 相等 ， 不 妨 设 为 

m=rn, 0<k<L<n—1. 

于 是 nl2' 一 2:， 

即 zl|2#(2 一 一 1). 

因为 奇数 ”与 偶数 2 互 素 ， 则 

元 | 2 人 一 1 

由 于 0<<! 一 AS 一 1， 则 2 一 1 是 2 一 1，2: 一 1，…，2 呈 :一 1 中 的 一 个 ， 于 是 
问题 得 证 ， 

例 6 (1989 年 列宁 格 勒 数学 奥林匹克 题 ) 将 所 有 可 能 的 由 7 个 数码 所 构成 的 序 
列 〈 即 由 0000000 到 9999999) 按 某 种 顺序 一 个 接 一 个 地 写 出 来 ,证 明 所 得 到 的 
70000000 位 数 可 被 239 整除 . 

证 明 显然 有 

10’ 寺 1(mod 239). 

设 A 和 B 是 两 个 七 位 数 ， 则 

AB=A. 10'+B=A+B(mod 239). 

于 是 所 得 到 的 70000000 位 数 与 这 10000000 个 7 位 数 之 和 对 模 239 同 余 . 

这 10000000 个 7 位 数 之 和 为 

1 十 2 十 3 十 … 十 9999999 一 于。 107(107 一 1)， 

由 于 2391107 一 1， 则 

所 得 到 的 70000000 位 数 能 被 239 整除 . 


例 7 (2006 年 土耳其 国家 队 选 技 赛 题 ) 已 知 整数 列 {z} 满 足 
Tri 一 好 十 奏 十 … 十 攻 ，m1. 


求 xz 的 最 小 值 ， 使 得 2006 整除 raos- 
] 32 可” 


解 注意 到 


Zi 一 DE =z 二 = (7 十 DD). 
| 


所 以 ，2 | zn. 

故 2006| ras 全 1003|zaoe 后 17|zzos 且 59|zzoos. 

若 zsc(Cmod 17), 则 

zn(Z, 十 1) 三 0(mod 17)ec=0(mod 17) 或 c 寺 一 1(mod 17). 

而 z(z 十 1) 三 一 1(mod 17) 无 解 ,于 是 

车 17|zzos, 则 

ao 二 2005(TZ205 十 1)(mod 17). 

若 zaus 三 一 1(mod 17) , 则 zz 无 解 . 

所 以 ，17|zzoos， 

同上 递 推 知 17 | zz ， 从 而 

Xl 三 0(mod 17) 或 三 一 1(mod 17). 

车 z+, 三 c(mod 59), 则 

Xn(Xn 十 1) 圭 0(mod 59)43c 三 0(mod 59) 或 c 寺 一 1(mod 59). 

而 (x 十 1)x 三 一 1(mod 59) 无 解 , 故 同 上 可 知 

Xl 三 0 或 一 1(mod 59). 

车 zz 三 0(mod 59) ,zi 二 0(mod 17), 从 而 ，zl 最 小 值 为 1003; 

车 Xz 三 一 1(mod 59) ,zz 三 0C(mod 17), 从 而 ， zl 最 小 值 为 15X59 一 1 一 884; 
若 z 兰 一 1(mod 17) ,zi 二 0(mod 59), 从 而 ，zi 最 小 值 为 118; 
车 工 三 一 1(mod 17) ,zl 志 一 1(mod 59), 从 而 ，-z 最 小 值 为 1002. 
所 以 ， xi 最 小 值 为 118. 

例 8 2005 年 国家 队 集训 测试 题 ) 设 pp 是 给 定 的 素数 ，al，…，a4 是 k(k 之 3) 


个 整数 ， 均 不 被 p 整除 且 模 p 互 不 同 余 . 记 


S={n|l<n<p—1, na),<< na),}, 


这 里 (6), 表示 整数 6 被 除 的 余数 .证 明 :1S| < 各 


证 明 需要 一 个 引 理 . 


引 理 记 如 二 Pp 一 ax，b; 二 Qa; 一 qi-1， i 二 1，2,，*…， kk， 这 里 ao 二 0. 令 
S'={n|1<n<p—1, (bn) 二 … 十 (bin), 二 p}， 则 
1sl=|Ss'|. 


引 理 的 证 明 : 设 有 一 个 nES， 则 有 
0<(ain), < (an),<pyi=2,",k. 


次 瑟 闵 洋 舍 王 心 洗 庆 加 涉 症 oO 


离 互 说 活 否 开心 涟 沽 加 入 和 症 O 


从 而 0<(am), 一 (ai-1m),<p, 且 

(am),— (ai1n),=(bn), (mod 力 ) ， 

《由 如 定义 及 带 余 除法 即 知 ) 故 

Cam)p—(a ns = bn) ,i=2,.,k, 

累加 得 (at ) 二 (Bin) 十 … 十 (ban)。， 

即 有 [注意 (6on)s 十 (asn), 二 p] 

(boz)p 十 … 十 (pm)o 一 力 ， 

故 zES/. 

反 过 来 , 若 nE€S'， 因 如 十 … 十 bi 二 a;(i==1,…,k), 故 

(an)s= bin), + (bn), (mod p). 

因 0<Cam)s<p 及 0<667)5 十 … 十 (bmn),<<p( 由 nES ), 从 而 

(ain)s=(bin)s 二 二 (Bn), (i=1,,k). 

于 是 (qn),==(aiin)g 十 (bn)p 之 (aii)pyi==1,…,k, 即 n€S, 故 |S|=|S'|. 

现在 解决 原 题 ， 因 p 修 b;， 故 对 n= 二 1，2，…，p 一 1，(bn)， 互 不 相同 ， 所 以 对 
这 0，1，…，A， 有 

Bom, 1+2++1S |=1S IdS I+D 


nmES 2 : 


将 上 式 对 i 求 和 ， 注 意 S 的 定义 及 1S| 王 1S'|( 由 引 理 ), 得 到 
plS|l=p|S|= bm) tt ben),) 
nmES 


= 也 忆 ops>>k+DTLSLS 凸 了. 


il nEgS 


2 
所 以 1SI< 看. 
【 解 题 思维 策略 分 析 】 


1， 灵 活 运 用 同 余 的 性 质 解 题 

例 9 〈1970 年 第 4 届 全 苏 数学 奥林匹克 题 ) 在 每 张 卡片 上 各 写 着 从 11111 到 
99999 的 五 位 数 ， 然 后 把 这 些 卡片 按 任意 顺序 排 成 一 排 ， 证明 所 得 到 的 444445 位 数 
不 可 能 是 2 的 寡 . 

证 明 注意 到 10; 除 以 11111 时 ， 有 余数 1， 即 

105=1(mod 11111). 

记 五 位 数 11111，11112，…，99998，99999 的 任意 一 个 排列 为 


Q1，Q2，"…， CQ88889- 


把 这 88889 个 五 位 数 排 成 一 个 444445 位 数 A， 则 
A 一 ai * 10%440 二 gs 。]10445 十 .十 agsgss * 105 十 Qsses. 
由 10; 寺 1(mod 11111), 得 
10* 二 1(mod 11111),kEN. 
于 是 有 
A=ai 十 a: 十 … 十 asssse(mod 11111). 
由 于 al 十 az 十 … 十 asssas 
一 11111 十 11112 十 … 十 99999 


一 JIH 寺 99999 ei 


一 11111。5。88889， 
所 以 A 二 aj 十 az 十 … 十 assgse 夺 0Cmod 11111). 
于 是 数 A 能 被 11111 整除 ， 因 而 不 可 能 是 2 的 守 . 
例 10 (1980 年 第 14 届 全 苏 数 学 奥林匹克 题 ) 接连 写 出 19 至 80 的 两 位 数 ， 


: 所 得 到 的 数 19202122…787980 能 被 1980 整除 吗 ? 


解 设 A=19202122…7980. 
显然 201A. 
由 于 100*==(99 十 1)* 二 99M 十 1， 其 中 M 为 正 整 数 ,& 为 正 整 数 ， 
所 以 100: 寺 1(mod 99). 
于 是 有 
及 一 19。1004 十 20。100% 十 … 十 79。100 十 80 

三 (19 十 20 十 21 十 … 十 79 十 80) 

=31 * 99 

三 0(mod 99)， 
从 而 991A. 
又 因为 (20,99) 一 1, 所 以 
20 . 99=1980|A. 
例 11 试 求 10* 十 10” 十 10 十 … 十 10" 被 7 除 的 余数 ， 
解 设 A=10" 十 10” 十 10” 十 … 十 101". 
首先 我 们 证 明 ， 若 61n 一 r, 则 7110" 一 10", (n>7). 
事实 上 ， 


10" 一 10" 一 10(10 一 一 D) 一 10(10&% 一 1) 一 ((105)4 一 D)。10. 
因为 10; 三 1(mod 7) ,所 以 
(105)*—1=0(mod 7)， 


亲 囊 这 洋 伍 了 眉 溢 济 同 黄姜 O 


离 互 涪 医 否 生 性 严 二 局 并 症 O 


即 7110" 一 10". 
另 一 方面 ，6110: 一 10(k 之 1), 则 
A—10* 10®+10* 10" 
一 (108 一 109) 十 (108 一 109) 十 … 十 (10m 一 10%) 十 10 * 10. 
由 于 6110 一 10, 则 
?110 —10". 
于 是 有 
A=10° 10"° 

=10u 

=(7+3)" 

=91 

三 35。35(mod 7). 
由 于 35=5(mod 7)， 

3 二 1(mod 7)， 
于 是 A 二 5(mod 7). 
即 A 被 7 除 的 余数 是 5. 
例 12 (1977 年 第 38 届 美国 普 特 南 数 学 竞赛 题 ) 证 明 P% 二 Cs (mod 力 ) 对 所 有 
整数 p,a 和 / 都 成 立 ， 这 里 p 为 素数 ，a 宇 b 过 0. 

证 明 可 以 证 明 Cs 三 0(mod p) 对 素数 户 及 i 二 1，2,，…，p 一 1 成立. 
从 而 对 整数 zx， 
(1+x)?=1+z? (mod p). 


网 
了 Ckzt 一 (1 十 并 ) 包 
名 


[GQ+z)ey 
=(1+z*) 


es 六 Cizp(mod p). 
因为 在 等 式 


a 
PCr = YD) Cr (mod p) 


中 同 次 寡 的 系数 必 对 于 模 户 同 余 ， 所 以 在 kt 一 加 及 7 一 时， 有 

(= 给 (mod p). 

例 13 《〈2005 年 克罗地亚 数学 奥林匹克 题 ) 已 知 99 个 小 于 100 且 可 以 相等 的 正 
整数 ， 若 所 有 2 个 、3 个 或 更 多 个 数 的 和 都 不 能 被 100 整除 ， 证 明 : 所 有 的 数 均 相等 . 


证 明 ” 记 给 定 的 数 为 ni，nz，*…，n%- 

假设 结论 不 成 立 ， 即 有 两 个 不 同 的 数 ， 例 如 nn 隆 n2. 

考察 以 下 100 个 数 : 

SI 一 四 ，9S: 一 和 ，S: 一 和 十 和 2，…，Sio 一 四 十 加 十 … 十 ro 

由 假设 ， 数 Si(i 二 1,2,…,100) 不 能 被 100 整除 . 由 抽 导 原理， 这些 数 中 至 少 有 
两 个 被 100 除 的 余数 相同 ， 将 它们 记 为 S$:，S:， 且 >l， 显 然 ， 

{S4,51}¥{S1,S}. 

因为 S; 和 S, 被 100 除 的 余数 相同 ， 于 是 ，St 一 S, 能 被 100 整除 ， 即 

100|[(m 十 到 十 … 十 办 ?一 (ma tn tm ]. 

所 以 ，100| Gn 十 ntz 十 … 十 mx) ,与 假设 矛盾 . 

因此 ， 所 有 的 数 均 相等 . 

例 14 《2007 年 捷克 -斯 洛 伐 克 -波兰 数学 竞赛 题 ) 已 知 @ 一 az 一 1，atf: 一 
axii 十 ar(kEN+). 证 明 : 对 任意 正 整 数 m， 必 存在 一 个 k， 满 足 m| (af 一 a 一 2). 

证 明 车 m 二 1， 则 结论 显然 成 立 . 

当 m 宇 2 时, 设 a; 三 bi(mod m)(0<b:<<m), 则 

b;=b;-1 + bb (mod m). 

由 上 式 可 以 看 出 ， 数 对 (b;,b;i1 ) 决 定 了 前 后 项 , 且 不 能 取 (0,0)， 这 是 因为 若 
(bi,bi11) 二 (0,0) , 则 由 递 推 公式 知 整个 数列 模 m 为 0， 与 a1 二 1 矛盾. 

故 (bi,bi+1) 的 可 能 取 值 为 m? 一 1 个. 

由 抽 懂 原理 知 ， 必 存在 1<i<j 二 m*， 使 得 

bisbiri) = (bj bir). 

由 上 式 知 6: 二 b)，bi+1 二 bj+ti 

令 p=j 一 i 则 bts 二 b， 即 

ar+p=ar (mod m), 
因为 a 三 a: 三 1(mod m), 所 以 ， 
ap+1=ap+s=1(mod m). 
此 , as 夺 0(mod m)， 

ap_ 1 三 1(mod m), 

ap-2 三 一 1(mod m), 

a»_2 三 一 1(mod m), 
其 中 , +EN+， 使 得 tp 一 2>0. 

取 k 一 tp 一 2， 则 有 


al—as —2=0(mod m). 


商 吾 迪 溢 全 五 届 潍 渤 回 这 站 O 


黎 豆 这 潍 导 五 疏 滋 浊 同和 激光 O 


;Ta;<995 二 994 二 1989， 
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例 15 (CMO-8 试 题 ) 设 n 是 奇数 ， 试 证 存在 2 个 整数 al ，a ，…，ai 站 
名，…，b， 使 得 对 任意 一 个 整数 (0<k<n) ,下 列 3 个 数 wi 十 al，w 十 记 ， 忆 十 
Biri(i 二 1，2，…， ns 其 中 i 二 a1，B+4j 二 b;，0 过 j 过 n) 被 3n 除 所 得 的 余数 互 不 
相同 . 

证 明 设 ai=3i 一 2, b= 二 3i 一 3(i=1，2，…，n),， 则 有 


aitaim =3i—2+3(i+1)—2 

=6(i 一 1) 二 5 二 2(mod 3)， 0 

Qi+b=3i 一 2 十 3i 一 3 

=6(i 一 1D) +1l=1(mod 3)， © 
bitbire =3i—3 二 3(i 十 k) 一 3 

=6(i~—1)+3k=0(mod 3). © 
由 此 可 见 ，@，@,，@@ 三 组 数 对 模 3 不 同 余 ， 因 此 对 模 3 也 不 同 余 ， 亦 即 任何 

来 自 不 同 组 的 两 个 数 被 3n 除 所 得 的 余数 不 相同 . 


下 证 同一 组 内 任何 两 数 对 模 3n 不 同 余 . 

事实 上 ， 若 同一 组 内 有 两 数 对 模 3 同 余 ， 即 存在 p，g，1<<p<-g<n, 使 得 

6(b 一 1) 十 二 6(g 一 1) 十 r(mod 3z) ， 
其 中 r=1，2 或 3， 则 

6(p—1)=6(g—1) (mod 3z)， 

6p=6q(mod 3n), 

2p 二 2g(mod n), 

2(p—q)=0(mod n). 

因为 是 奇数 ， 则 Zhn, 又 |p 一 q|<n, 故 必 有 2(p 一 q) 二 0， 

于 是 有 p=g， 与 <<q 矛盾 . 

所 以 无 论 第 一 组 (r= 二 2), 第 二 组 (r= 二 1) 或 第 三 组 (r= 二 2k) ,组 内 任何 两 数 对 模 3n 不 
同 余 . 

综 上 所 述 ， 所 取 的 2n 个 数 oj ，az，…，ai b1，bs，…，b 为 符合 题目 要 求 的 
2n 个 整数 . 

2， 善 于 利用 同 余 类 、 完 系 处 理 问题 

例 16 (1991 年 澳大利亚 数学 通讯 竞赛 题 ) 求 具有 以 下 性 质 的 最 小 正 整数 n， 
使 得 对 于 任意 选 定 的 个 整数 ， 至 少 存在 两 个 数 ， 它 们 的 和 或 差 能 被 1991 整除 . 

解 取 996 个 整数 的 集合 M={ai|a; 二 0,1,2,…,995}， 则 

对 于 所 有 的 ij, ij 一 0，1，2，…，995， 


0<<|a 一 oj| 委 995. 
所 以 M 中 任意 两 数 的 和 与 差 都 不 是 1991 的 倍数 : 
设 zx 一 997，al ，a ，…，aso 是 任意 给 定 的 997 个 整数 . 
车 a; 关 a; (mod 1991) ,对 所 有 ; 尖 )， 则 由 于 
一 995， 一 994，…，0，1，2，…，995 

是 1991 的 完全 剩余 类 ， 故 不 妨 假设 ai| 委 995. 


于 是 有 
1991|(a 十 oj). 


行 线 . 
证 明 ” 依 反 时 针 顺序 将 正 n 边 形 的 顶点 标 上 90, 1, 2, …, n 一 1, 
因此 ， 闭 的 -折线 可 以 用 这 个 数 的 一 个 排列 
Qo=ans al, a2s "san-l 
来 唯一 表示 ， 
显然 
aa oam ida = 
Gaitam=aj; +ajri(mod n). 


若 为 偶数 ， 则 
2 十 mn 一 1. 
所 以 完全 剩余 系 的 和 
0+1 十 2 十 … 十 (nx 一 D) 一 2 于 也 天 0Cmod n). 
而 
pe [Lm 去 
(ai 十 an) = Dait Pam 
i=0 村 0 
i 

= 2 a 

=n(n—1) 

三 0(mod n). 


所 以 a 十 airr，i 一 0，1，2，*…，n 一 1 不 是 关于 模 的 完全 剩余 系 . 
于 是 必 有 ij(0<i,j<<n 一 1) ,使 


此 时 ， 由 于 "一 997 之 996， 所 以 至 少 存在 两 个 不 同 的 数 a;:，a;， 使 得 a 一 一 aj;， 


例 17 (IMO-30 预选 题 ) 连接 正 ” 边 形 的 顶点 ， 获 得 一 个 闭 的 ”- 折 线 ， 证 明 
车 为 偶数 ， 则 在 连 线 中 有 两 条 平行 线 ; 车 n 为 奇数 ， 连 线 中 不 可 能 恰 有 两 条 平 


(ey 


离 五 说 海 导 开 性 功 测 同 潍 将 O 


aitain=a; 十 aiHCmod n), 
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宛 酝 闹 洋 否 生 性 活 灌 同 站 症 O 


其 中 rE {1,2,3,…，21}. 


2 


因而 必 有 一 对 边 aair /fajajni. 

车 为 奇数 ， 并且 恰 有 一 对 边 平行 , 设 

CaQ 计 1 Naiajri. 

这 时 ,在 a 十 a ,ai 十 as，as 十 as，*…，a, 1 十 ao 中 恰 有 一 个 剩余 类 7 出 现 两 
因而 也 恰 少 了 一 个 剩余 类 s. 

又 由 2 1x 一 1， 则 


el 
Daitan) =0+1++(n—D)+r—s 
Ed 


Ds 


三 rs(mod n). 


再 由 @ 式 得 
i 
> (a; tain) =.0(mod n). 


从 而 r 寺 (mod n). 

导致 矛盾 ， 

这 表明 ， 若 ”为 奇数 ， 不 可 能 恰 有 一 对 边 平行 . 

例 18 在 小 于 10000 的 正 整 数 中 ， 有 多 少 个 整数 x， 可 使 2 一 zz 能 被 7 整除 ? 
解 首先 我 们 证 明 

22tr—(21+7r)?=2—7 (mod 7)， [09 


事实 上 , 由 22=(23)'=87 寺 1(mod 7)， 则 

241t"=2"(mod 7). 

又 (21 十 疙 ?一 212 十 42r 十 刀 三 疡 (mod 7)， 从 而 @ 式 成 立 . 

由 @ 式 可 知 ，2* 一 z? 被 7 除 的 余数 以 21 为 周期 呈 周 期 性 变化 ， 

令 z 一 1，2，…，21， 可 求 出 27 一 z? 中 有 6 个 数 能 被 7 整除 . 

即 zx 一 2，4，5，6，10，15 时 ，2 一 z? 被 7 整除 . 

由 于 “10000 一 476。21 十 4， 

于 是 从 1 到 10000 中 有 476。6 十 1 一 2857 个 xz, 使 2 一 z? 能 被 7 整除 . 

例 19 (IMO - 44 预选 题 ) 设 m 是 一 个 大 于 1 的 固定 整数 ， 数 列 z，zxi， 


… 定 义 如 下 : 

2， 0<i 委 mm 一 1; 
五 一 1 赤 

仅 Zi-j, i2>m. 

| 


求 上 的 最 大 值 ， 使 得 数列 中 有 连续 的 上 项 均 能 被 x 整除 

解 设 r; 是 zx; 模 m 的 余数 ,在 数列 中 按照 连续 的 m 项 分 成 块 ， 则 余数 最 多 有 
mr" 种 情况 出 现 .由 抽 履 原则 ， 有 一 种 类 型 的 情况 会 重复 出 现 ， 因 为 定义 的 递 推 式 可 
以 向 后 递 推 ， 也 可 以 向 前 递 推 ， 所 以 ， 数 列 {7i} 是 周期 数列 . 

由 已 知 条 件 可 得 向 前 的 半 推 公式 为 


TITitm 5 

由 其 中 的 吉 项 组 成 的 余数 分 别 为 7 一 1， nn 二 2，… m1 二 2”!1， 求 这 mm 项 前 
硬 隐 双开 要 宫 的 余数 ， 由 向 前 的 递 推 公式 可 得 ， 前 m 项 模 m 的 余数 分 别 为 
0，0，…，0，1， 结 合 余数 数列 的 周期 性 ， 得 & 宇 m 一 1. 


mm 一 项 

另 一 方面 ， 若 在 余数 数列 {7;} 中 有 连续 的 m 项 均 为 0， 则 由 向 前 的 递 推 公式 和 向 
后 的 递 推 公式 可 得 ， 对 于 所 有 的 i 宇 0， 均 有 ri; 一 0， 矛盾 . 

所 以 , & 的 最 大 值 为 m 一 1. 

例 20 (1989 年 国家 集训 队 选 氢 试 题 ) 已 知 Ww 二 0， 二 1，vhi 三 Bw, 一 Vn-1， 
mx 一 1，2，…。 求 证 在 数列 {w} 中 没有 形 如 3*， 58(a,B 为 正 整数 ) 的 项 ， 

证 明 直接 计算 {vw} 的 前 几 项 : 

w=0, V1 二 1, 二 8， 二 63，v4 二 496， vs 二 3905，vwe 二 30744，*… 

从 中 可 以 发 现 亿 =63，w 一 30744 都 是 3 和 7 的 倍数 ， 且 其 余 的 项 ww，v。，v， 
vs 都 不 是 3 或 7 的 倍数 ， 

我 们 猜测 : 

3|wO7 |v. 0 

下 面 证 明 这 个 猜测 . 

先 考虑 模 3. 

数列 {w } 被 3 除 的 余数 (x 二 0,1,2,…) 前 几 项 为 

0，1， 一 1，0，1， 一 1，… 
于 是 有 


v=v (mod 3)， 


vv (mod 3). 
假设 有 w+s 夺 vi (mod 3) (km). 
则 由 w+ 一 8w 一 ww-:， 可 得 


UVkH4 一 8wk+s 一 tt 


Bm Wl 


计 吾 达 洋 导 瞩 由 溢 油 同 凌 效 O 


离 互 说 渗 导 笑 心 泣 进 岂 六 交 O 


且 有 


A(z)=f(z) ,AD(z) 二 (fH(z)),kEN， 又 了 满足 条 件 : 


结论 


又 由 映射 了 的 定义 ， 易 知 
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因此 由 数学 归纳 法 证 明了 

Vrs (mod 3) ,7 一 0,1,2，…. 

即 {w,} 以 3 为 模 的 余数 列 为 以 3 为 周期 的 周期 数列 ， 且 由 它 的 前 三 项 为 0，1， 
(从 w 开始 )， 所 以 有 


3|w% S31n. ©@ 
再 考虑 模 7. 
{w} 被 7 除 的 余数 列 的 前 几 项 为 


w=0 (mod 7), w=] (mod 7), w%=1] (mod 7), w=0 (mod 7)， 
vs 三 一 1 (mod 7), w=—1 (mod 7), w=0 (mod 7), w=1(mod 7)., 
仿 上 可 以 用 数学 归纳 法 证 明 ，{w} 以 7 为 模 的 余数 列 是 以 6 为 周期 的 周期 数列 ， 


7|w3|n. @ 
由 @@@ 可 得 Q@. 

由 可知， 数列 {vw} 没有 形 如 3*，58 的 项 ， 其 中 a，B 为 正 整 数 . 

3， 同 余 是 一 种 映射 

例 21 〈CMO - 12 试题 ) 设 4 一 {1,2,3,…,17}. 对 于 一 一 映射 f:A 一 A, 记 


存在 自然 数 M， 使 得 ， 

(1) 当 m<M，1<i 生 16 时 ， 有 

JEm(i 十 D) 一 Fi (iD 天 士 Imod 17)， 

JI(D 一 (17) 天 士 1mod 17). 

(2) 当 1<i<16 时 ， 

JEM(i 十 1) 一 FM(D 三 1 或 一 ICmod 17)， 

EM(1D) 一 Ad0(17) 三 1 或 一 (mod 17). 

试 对 满足 上 述 条 件 的 一 切 A， 求 所 对 应 的 M 的 最 大 可 能 值 ， 并 证 明 你 的 


解 所 求 的 Mo 一 8， 先 证 Mo 之 8. 

事实 上 ， 可 令 了 映射 f( 引 三 3i 一 2(mod 17), 其 中 iEA, f(D)EA. 
车 f( 让 三 fQ)Cmod 17)， 则 

3i 一 2 二 3j 一 2(mod 17), 即 i==j(mod 17). 

所 以 i=j. 

因此 ,映射 了 是 从 A 到 A 的 一 一 映射 . 


f(D + i—3"+1(mod 17). 
| 或 一 1(mod 17)， 


fA) 一 /0(17) 夺 1 或 一 1(mod 17)， 
le +1) 一 3* 十 1] 一 [3 i 一 3 十 1] 夺 1 或 一 1(mod 17)， 
1 一 [3MX17 一 3 十 1]==1 或 一 1(mod 17)， 

即 3 三 1 或 一 1Cmod 17). 

但 3 三 3 (mod 17)，3: 生 9 (mod 17)，3; 寺 10 (mod 17),， 3 二 13 (mod 17)， 
3 二 5 (mod 17)，35 三 15 (mod 17)，3' 二 11 (mod 17), 3 三 一 1(mod 17)， 故 

Mo >8. 

下 面 再 证 Mo<8. 

任 作 一 个 凸 17 边 形 A,A…Ar ， 记 作 G. 

我 们 规定 ， 当 ;i=17 时 ， 取 计 1=1; 当 放 1 时 ， 取 ;一 1 一 17. 

然后 按 如 下 规则 连 线段 ; 若 1<m< Ms， 当 (站 ==a, ft"(i 十 1) 二 b 时 ,就 连 线 
段 A.A, 

显然 ， 所 连 线段 必 为 G 的 对 角 线 .下 面 证 明 ， 所 连 的 对 角 线 没有 重复 . 

若 有 两 条 对 角 线 连 线 相同 ， 即 存在 i,j 及 Mo。 记 p>q>0， 使 - 

f=f00), 

i 十 DD=f0G 一 Ds 或 f(D=f2G+1D). 

于 是 ， 有 ft1(i)=j， 

fi 十 ])=j 十 1; 或 fi 二)=j 一 1， 
且 Mo>>p 一 q>0， 这 与 Mo 的 定义 矛盾 . 

故 所 连 对 角 线 没有 重复 . 

但 G 共 有 17X7 条 对 角 线 ， 所 以 

17X(CM 一 D) 委 17X7, 即 Ms8. 

故 Mo 一 8. 

例 22 求 所 有 满足 f: N+ 一 N+ 的 函数 ， 存 在 EN+ 和 一 个 素数 p， 使 得 对 任何 
n>k， 都 有 f(n 十 p) 二 f(n). 同时 还 要 满足 : 车 mln, 就 有 fCm 十 1)|(fCn) 十 1). 

解 对 于 xl， 车 nn 关 1(mod p), 即 (n 一 1,p) 二 1, 则 存在 一 个 正 整数 ho, 使 得 
Cn—D| Cntkop), 所 以 , fm | (fontkop) + D). 

又 (oo 一 Fn 十 Ap)， 所 以 ，FCa)11. 

故 对 任意 nk,n 关 1(mod 加 ,有 Fa 一 1. 

考虑 任意 的 n>1. 


由 于 (n 一 1)1(n 一 1)kp, 所 以 ， 
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次 癌 达 溢 慰 也 疏 滋 测 同 诉 效 O 


离 瑟 六 六 亚 开 心 蘑 油 同 涉 交 D 


Ja)1(CFCCa 一 1)Ab) 十 1) 一 2. 

故 对 于 任何 "天 1, 都 有 Fa)E{1,2} 

这 样 就 有 两 种 情况 . 

(1) 对 全 部 n 汪 k,n 三 1(mod p), 有 Fo) 一 2. 

考虑 n<k, 或 (n 一 1,P) 二 1, 则 存在 一 个 数 m 之 k, 满足 

(n—l)|m 和 pl(m—1). 

于 是 , 有 Fr) | (Fom) 十 1) 一 3. 

故 /一 1. 

所 以 , 当 n<k,n 关 1(mod p) 时 , f(n)==1. 

此 时 ,满足 条 件 的 函数 可 以 定义 为 : 

当 n 半 1(mod pp) 时, f(n)=1; 

当 n 之 k,n 三 1(mod Pp) 时 , f(n)= 二 2; 

当 1<n<k,n 三 1(mod p) 时 , f(n)==1 或 2; 

了 (1) 取 满足 f(2) 1( 了 (1) 十 1) 的 任意 正 整数 . 

(2) 对 全 部 n>k， n==1mod p), 有 Fa) 一 1. 

在 这 种 情况 中 ， 对 于 任意 wk， 都 有 f(n) 二 1 

令 S 一 {alf(a) 一 2,a<A}. 由 定义 知 , 不 存在 m、n€S, 使 得 (mm 一 1) |n. 

此 时 ， 满 足 题目 条 件 的 函数 可 以 这 样 定义 : 

S 是 一 个 正 整 数 的 有 限 子 集 ， 不 存在 m、nE S， 使 得 (m 一 1) jn. 

对 于 n>1， 有 f(n) 二 2 的 充分 必要 条 件 是 nE S，f(1) 可 以 定义 为 满足 条 件 
了 (2)1(f(1) 十 1) 的 任意 正 整 数 . 

4. 借助 于 同 余 处 理 问题 

例 23 (第 57 届 白俄罗斯 数学 奥林匹克 题 ) 将 2007 个 整数 放 在 一 个 圆周 上 ， 
使 得 任意 相 邻 的 五 个 数 中 有 三 个 的 和 等 于 另 两 个 数 的 和 的 两 倍 ， 证 明 : 这 2007 个 数 
都 是 0. 

证 明 设 圆 周 上 的 2007 个 整数 依 逆 时 针 排 列 分 别 为 zl ，zz ，…，<zzoz， 则 相 邻 
的 五 个 数 的 和 为 其 中 两 个 数 的 和 的 3 倍 ， 特 别 地 ， 有 

0 三 zi 十 zz 十 zs 十 z4 十 zs 

三 zz 十 zs 十 zi 十 zs 十 zeCmod 3). 
从 而 ,xz 三 xs (mod 3). 
同 理 , 对 于 i 二 1，2,…，2007,， 有 


Zi=rHs (mod 3)， 


其 中 ， 当 j 寺 k(mod 2007) 时 , 设 z= 二 zz. 


又 5 和 2007 互 索 ， 则 对 于 任意 的 i、j(i 一 1,2,…,2007,j 一 1,2,…,2007), 有 
Zi 二 =x; (mod 3). 

对 于 任意 连续 的 五 个 数 a、b、c、d、e， 因 为 a 三 b 圭 
0 二 a 十 b 十 c 十 d 十 e 三 5a(mod 3). 

于 是 ，a= 生 0(mod 3). 

从 而 ， 对 于 所 有 的 ii 一 1,2,……,2007)， 

Zi 三 0(mod 3). 


设 y 一 全 (一 1,2,，,2007), 则 y 也 满足 条 件 ， 继 续 这 样 的 过 程 ， 每 次 都 能 得 到 


2007 个 新 的 数 满足 条 件 ， 所 有 数 都 满足 是 原来 的 数 除 以 3 的 任意 整数 次 宕 . 

因此 ， 所 有 的 数 一 定 都 是 零 ， 

例 24 (2007 年 保加利亚 国家 数学 竞赛 题 ) 甲乙 两 人 玩 下 面 的 游戏 ， 甲 先 将 一 
堆 m 个 石子 分 成 三 堆 ， 每 堆 至 少 一 个 石子 ， 且 有 一 堆 石 子 的 数目 大 于 另外 两 堆 中 每 
一 推 石子 的 数目 ， 然 后 ， 乙 用 同样 的 方法 分 石子 数目 最 多 的 一 堆 ， 甲 乙 交 换 进行 ， 
谁 分 最 后 一 次 谁 就 获胜 、 对 于 形 如 n= 二 a( 正 整数 a、5 汪 1) 的 数 ， 哪 些 使 得 乙 有 获 
胜 策略 ? 

解 当 " 一 1，2，3 时 ， 石 子 无 法 分 . 

当 n=4，5，6，7 时 ， 甲 有 获胜 策略 〈 因 为 甲 可 以 使 石子 最 多 的 一 堆 的 数目 为 2 
或 3). 

当 n=8，9 时 ， 甲 操作 一 次 以 后 ， 石 子 最 多 的 一 堆 的 数目 在 4 与 7 之 间 〈 包 含 4 
与 7)， 因 此 ， 乙 有 获胜 策略 . 

类 似 地 ， 当 10<m<9 十 8 十 8 一 25 时 ， 甲 有 获胜 策略 《因为 甲 可 以 使 石子 最 多 的 
一 堆 的 数目 为 8 或 9)， 等 等 . 

从 而 ， 由 归纳 法 知 ， 当 且 仅 当 一 3% 或 3 一 1(A>1) 时 ， 乙 有 获胜 策略 

34 和 32: 一 1 一 2 明显 满足 条 件 . 

下 面 证 明 ， 不 存在 其 他 的 形 如 os 的 数 能 使 乙 有 获胜 策略 . 

假设 w“ 一 3 一 1. 
为 a? 三 0,1(mod 3), 则 6 为 奇数 ， 所 以 ， 

《a 十 1) (ao 好 一 a 扩 2 十 … 一 a 十 1) 一 34. 

设 a+1=3，o 生 :一 a 扩 :十 … 一 a 十 1 一 3 ， 其 中 ， 整 数 让 满足 0 一 ;< 

因 o 扩 :一 o 扩 十 … 一 a 十 1 一 A(a 十 1) 十 5p， 其 中 ，A 为 整数 ， 所 以 , 5 可 以 被 3 
整除 . 

设 c=as， 则 


一 e(Cmod 3) ,所 以 ， 


离 天 沾 涟 下 生性 泛 油 则 潍 关 0 


离 互 党 活 否 五 帐 炎 进 同 芳 症 O 


3 一 汪 十 1 一 (c 十 D)[(Cc 十 1)? 一 3c]. 

设 c 十 1 一 3 ，(c 十 ]) 一 3c 一 3 ， 其 中 ， 整 数 尹 有 满足 0<J < 

因为 9| (c 十 1)2 ,9f3c, 所 以 ,一 ) 一 1 

于 是 , 35 一 3(3; 一 1)==3， 即 3771 二 3i. 

因此 , j=1, k=2, c=2, a=2, b=3. 

例 25 (1988 年 前 南斯拉夫 数学 竞赛 题 有 27 个 国家 参加 的 一 次 国际 会 议 ， 每 
个 国家 有 两 名 代表 ， 求 证 : 不 可 能 将 54 位 代表 安排 在 一 张 圆桌 的 周围 就 坐 ， 使 得 任 
一 国 的 两 位 代表 之 间 都 夹 有 9 个人. 

证 明 将 54 个 座位 按 逆 时 针 编号 为 

1，2，3，…，53，54. 

如 果 满 足 要 求 的 排 法 存在 ， 由 于 任 一 国 的 两 位 代表 之 间 都 来 有 9 个 人 ， 则 不 妨 
设 1 和 11 是 同一 国 的 代表 ， 于 是 

11 和 21 不 是 同一 国 的 代表 ， 

21 和 31 是 同一 国 的 代表 ， 

31 和 41 不 是 同一 国 的 代表 ， 

41 和 51 是 同一 国 的 代表 ， 

51 和 61( 一 7) 不 是 同一 国 的 代表 ， 

7 和 17 是 同一 国 的 代表 ， 

因 以 上 ，20k 十 1 和 20k 十 11 是 同一 国 的 代表 . 若 20& 十 1 与 20& 十 11 大 于 54， 则 
取 它们 被 54 除 的 余数 为 号 码 的 位 置 . 

特别 地 ，A 一 13 时 ，261 和 271 是 同一 国 的 代表 ， 然 而 

261 二 45(mod 54), 271 二 1(mod 54)， 
则 1 和 45 是 同一 国 的 代表 ,与 1 和 11 是 同一 国 的 代表 矛盾 . 

于 是 ,不 可 能 得 到 任 一 国 的 两 位 代表 之 间 都 夹 有 9 个 人 的 排 法 . 


【模拟 实战 


习题 A 


1、 求 479 ”的 个 位 数字 ， 这 里 共有 &C>1) 个 47. 
2 已 知 ab 二 一 1(mod 24), 求证 : 24| (a 十 65). 
3. 求证 : 7|(22225555 十 5555222).。 


4. 求证 ，371(88882222 十 77773333 ). 
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PAma 


10. 
和 


12. 


t=0 
(1990 年 浙江 省 高 中 数学 夏令 营 试 题 ) 设 正 整数 &， 使 集合 XX 一 {37,33 十 1,…， 


， 解 同 余 式 ”5zr 三 11(mod 43). 

、 解 同 余 式 ”111z=75(mod 321). 

.给 出 一 个 数 能 否 被 11 整除 的 判别 方法 . 
已 知 99|141z28y3, 求 +，y. 

9 证 明 ，15KCn? 十 n 十 2)。 


证 明 ， 当 n 为 奇数 时 ，1947| (46" 十 296 。13"). 

对 任 给 的 97 个 互 异 的 正 整 数 a;，a:，…，as+， 试 证 其 中 一 定 存在 四 个 正 整 数 ， 
仅 用 减 号 、 乘 号 和 括号 将 它们 适当 组 合 为 一 个 算式 ， 其 结果 是 1984 的 倍数 . 

已 知 存在 正 整 数 >”， 能 使 数 11…11 被 1987 整除 ， 求 证 数 


中 

力 一 11…1199…9988…8877…77 和 
个 个 nm 个 个 

9 一 11…1199…9988…8877…77 
ye pr 
个 


都 能 被 1987 整除 . 


， 证 明 对 于 任何 整数 0，2*+ 十 3 十 5 十 1 能 被 7 整除 . 
，1971” 十 1972” 十 1973* 能 被 3 整除 吗 ? 
.2004 年 德国 数学 竞赛 题 ) 有 一 个 游戏 ， 开 始 在 黑板 上 写 上 1，2，…，2004. 


游戏 的 每 一 步 包含 下 列 步骤 ， 

(1) 在 黑板 上 任意 选择 一 些 数 构成 的 集合 ; 

(2) 将 这 些 数 之 和 模 11 的 余数 写 在 黑板 上 ; 

(3) 擦 掉 先前 选 的 这 些 数 . 

当 游戏 进行 到 黑板 上 只 留 下 两 个 数 时 ， 一 个 是 1000， 问 另 一 个 数 是 多 少 ? 


，《〈2007 年 克罗地亚 数学 奥林匹克 题 ) 证 明 : 对 任意 正 整 数 a、b5、c、d， 整 数 


《a 一 b) (a 一 cO) (a 一 d) (5 一 c)(b 一 d)(c 一 d) 被 12 整除 . 


，(1987 年 第 21 届 全 苏 数 学 奥林匹克 题 》 证 明 对 每 个 自然 数 nn，1% 十 21%7 十 … 十 


mn 不 能 被 n 十 2 整除 . 


.1990 年 日 本 数学 奥林匹克 代表 队 选 拔 试题 ) 某 正 整数 的 平方 ， 其 末 三 位 是 非 零 


的 相同 数字 ， 求 具有 该 性 质 的 最 小 正 整数 . 


(1976 年 美国 纽约 数学 奥林匹克 题 ) 设 4，ao。，a1，…，a，, 是 任意 整数 ， 试 问 : 


整数 > Ca? 十 Daak 被 oz 十 a 十 1( 或 被 一 a 十 1) 整除 的 必要 且 充分 条 件 是 整 
k=0 


数 沁 (一 1)'a 被 a? 十 a 十 1( 或 被 a? 一 a 十 1) 整除 . 对 否 ? 


离 瑟 说 汶 否 开心 泣 沿 同 站 将 O 


条 卫 态 滋 公 五 疏 潍 测 同和 并 壮 O 


，az，…，ai 满足 条 件 
二 ”一 


3 十 k} 可 以 分 解 为 三 个 不 相交 的 子 集 A、B 和 C 的 并 集 ， 且 这 三 个 集 的 元 素 之 

和 等 于 同一 个 值 . 

求证 k 关 1(mod 3), 试 找 出 一 列 具有 这 样 性 质 的 

21. (1987 年 第 2 届 中 国 东北 三 省 数学 遵 请 赛 试题 ) 有 1987 片 玻 璃 片 ， 每 片上 涂 有 
红 、 黄 、 蓝 三 色 之 一 ， 进 行 下 列 操作 : 将 不 同 颜色 的 两 块 玻璃 片 擦 净 ， 然 后 涂 
上 第 三 种 颜色 〈 例 如 将 一 块 蓝 玻璃 和 红 玻 璃 片上 的 红色 与 蓝 色 擦 掉 ， 然 后 在 两 
片上 涂 上 黄色 ). 证 明 : 
(1) 无 论 开始 时 ， 红 、 黄 、 蓝 玻璃 片 各 有 多少 片 ， 总 可 以 经 过 有 限 次 操作 而 使 
所 有 玻璃 片 涂 有 同一 种 颜色 ; 
(2) 最 后 变 成 哪 一 种 颜色 ， 与 操作 顺序 无 关 . 

22，(2006 年 国家 队 集训 测试 题 ) 设 a;，b;(i 二 1,2,…,n) 是 有 理 数 ,使 得 对 任意 的 实 


数 z 都 有 xz 十 z 十 4 一 by (aiz 十 如)?. 求 nn 的 最 小 可 能 值 . 


习题 B 


1 (IMO- 28 预选 题 ) 设 zi ，zz，…，z 为 n 个 整数 ,为 小 于 的 整数 ， 令 
号 一 zi 十 za 十 …… 十 mr，T 一 reti 十 zz 十 … 十 zy 
SS:=Zs+T za 二 zip Ti=ziys 十 Tins 十 "十 Zz 十 工 1， 
SS 一 z3 十 zi 十 … 十 zi，T3 一 zt 十 ztht 十 … 十 zi 十 zs， 
S$,=z txt tr, T= 二 tz 二 十 Zz; 
(zi; 循环 出 现 ， 在 zx, 的 后 面 z! 重新 出 现 )， 又 令 m(a,b) 为 i 的 个 数 ， 使 得 S; 除 
以 3 余 a，TT; 除 以 3 余 5b， 这 里 a, 5 为 0, 1 或 2. 
证 明 m(1，2) 与 m(2，1) 除 以 3 时 余数 相同 . 
2。(2008 年 东南 数学 奥林匹克 题 ) 设 正 整数 m，n 宇 2， 对 于 任 一 个 元 整数 集 A 二 
{a1 ,4a2，…,a,}, 取 每 一 对 不 同 的 数 a;、aj(j>>i)， 作 差 aj 一 a;， 由 这 C? 个 差 按 从 
小 到 大 顺序 排 成 的 一 个 数列 ， 称 为 集合 A 的 “衍生 数列 ”， 记 为 往生 数列 
中 能 被 m 整除 的 数 的 个 数 记 为 A(m). 
证 明 : 对 于 任 一 正 整数 m 宇 2，n 元 整数 集 A = {ai, as， … av} 及 集合 B= 二 
全,2,…,n} 所 对 应 的 “衍生 数列 "A 及 理 , 满足 不 等 式 (mm) 宇 B(m). 
3. (2006 年 女子 数学 奥林匹克 题 ) 设 户 为 大 于 3 的 素数 ， 求 证 : 存在 若干 个 整数 


一 <o<e<…<a< 吉 ， 


使 得 乘积 2 二 全 .如一 4 。… 如一 4: 是 3 的 某 个 正 整数 次 震 . 


lal lezl [lal 

4.。(2004 年 国家 队 集训 测试 题 ) 若 n 二 多 如 … 太 ， 其 中 P1，p。，"…，pi 为 不 相同 
的 素数 ，wm ，o ，…，w: 均 为 正 整数 ， 则 称 站 ， 如 ，…，pr 中 最 大 的 一 个 为 
的 最 大 素数 寡 因 子 ， 设 nt，ns。，…，nooo 为 10000 个 互 不 相同 的 正 整数 ， 并 且 
0， Nz，*…，niooo0 的 最 大 素数 短 因 子 均 相同 ， 证 明 ， 存在 整数 a1，…，aiowowo， 使 
得 10000 个 等 差 数 列 {ai,ai 十 nai 十 2ni54i 十 3n;,…} (i 二 1,2,…，,10000) 两 两 不 
相交 . 

。 (2002 年 西部 数学 奥林匹克 题 ) 设 a、B 为 方程 x? 一 + 一 1==0 的 两 个 根 ， 令 
,nl 2 


(1) 证 明 : 对 任意 正 整数 n， 有 an+? 一 ao+1 十 ons 
(2) 求 所 有 正 整数 a、b，a<<b， 满 足 对 任意 正 整 数 x， 有 4 整除 a, 一 2na”， 
6，(2004 年 国家 队 培 训 题 ) 已 知 a, 5 是 不 同 的 正 有 理 数 ， 使 得 存在 无 穷 多 个 正 整数 
n，a” 一 b 是 正 整数 ， 求 证 ，a 和 4 也 是 正 整数 . 
、(1991 年 国家 集训 队 选 拔 试题 ) 设 函 数 了 对 非 负 整数 有 定义 ， 且 满足 条 件 ; 
f(0)=0,f(D)=1, 
fnt+2)=23f6nt+ D+f (n,n=0, 1, 2, ** 
试 证 对 任意 mEN， 都 存在 4EN， 使 得 
mlf(f dln. 
8，(CMO - 13 试题 ) 求 所 有 大 于 3 的 自然 数 ， 使 得 1 十 CG; 十 GG 十 CG 整除 2 . 
9，(1998 年 国家 集训 队 选 拔 赛 题 ， 任意 给 定 j 一 2”(r 是 非 负 整数 )、 求 满足 以 下 条 
件 的 所 有 自然 数 ， 对 每 个 这 样 的 &， 存 在 奇 自然 数 m>1 和 自然 数 n， 使 得 
km —lmin +1. 
10，(2003 年 国家 集训 队 选 拔 赛 题 ) 设 AS{0,1,2,…,29)} 满 足 : 对 任何 整数 & 及 人 
中 任意 数 a、ba、5 可 以 相同 )，a 十 5 十 30k 均 不 是 两 个 相 邻 整数 之 积 ， 试 定 出 
所 有 元 素 个 数 最 多 的 A. 
11. (2007 年 国家 队 集 训 测 试题 ) 求 所 有 的 正 整 数 对 (a，5)， 满 足 ，@? 十 b 十 1 是 一 
个 素数 的 者 ，a2: 十 5 十 1 整除 太一 a 一 1， 且 a? 十 5 十 1 不 整除 (a 十 5 一 1)?。 


a 


~ 


Se 


离 瑟 这 功 否 所 性 活 灌 同 站 将 O 


离 下 党 海藻 王 性 泗 涟 同 涉 交 O 


这 就 表明 4 一 一 32. 
号 


第 四 章 ”奇数 与 偶数 


【基础 知识 】 


1， 若 一 个 整数 能 被 2 整除 ， 则 这 个 整数 叫 偶数 ， 若 一 个 整数 被 2 除 余 1， 则 这 
个 整数 叫 奇数 . 

奇数 集合 和 偶数 集合 都 是 以 2 为 模 的 同 余 类 . 

2， 奇 数 个 奇数 的 和 (或 差 ) 是 奇数 ， 偶 数 个 奇数 的 和 (或 差 ) 是 偶数 ， 

任意 多 个 偶数 的 和 (或 差 ) 为 偶数 ， 

一 个 奇数 与 一 个 偶数 的 和 (或 差 》 是 奇数 ， 

两 个 整数 的 和 与 差 有 相同 的 奇偶 性 . 

3， 任意 多 个 奇数 的 积 是 奇数 . 

若 任意 多 个 整数 中 至 少 有 一 个 偶数 ， 则 它们 的 积 是 偶数 ， 

4。 两 个 连续 整数 的 积 n(n 十 1) 是 偶数 . 

5.， 如果 一 个 偶数 被 奇数 整除 ， 那 么 商 必定 是 偶数 . 


【典型 例题 与 基本 方法 】 


例 1 《第 32 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 题 ) 黑板 上 写 着 乘积 o。az ，… .am ， 其 
中 wm，9%z，…，aio 为 正 整数 ， 如 果 将 其 中 的 一 个 乘 号 改 为 加 号 〈 保 持 其 余 乘 号 )， 
发 现在 所 得 的 99 个 和 数 中 有 32 个 是 偶数 ， 试 问 ， 在 a ，a ，…，a 中 至 多 有 多 少 
个 偶数 ? 

解 33 个 . 

设 在 a1，az，*…，aiw 中 ， 最 左面 的 一 个 偶数 是 c; ， 最 右面 的 一 个 偶数 是 w- 

记 XX)==ala2*"*aj， Yj;=ajriajta"*"Q00. 

易 知 ， 当 一 1，2，…，i 一 1 时， 已 为 奇数 ，Y; 为 偶数 ， 此 时 ， 和 数 X; 十 Y) 
为 奇数 ， 当 7 一 上 & 十 1，…，100 时 ，X; 为 偶数 ，Y; 为 奇数 ， 和 数 XX 十 Y; 也 为 
奇数 . 

只 有 当 j 二 i, i 十 1，…,& 一 1 时 ，X;、Y; 都 是 偶数 ， 和 数 X; 十 Y; 方 为 偶数 . 


由 于 位 于 ai 与 cx 之 间 的 数 既 可 为 奇数 ， 也 可 为 偶数 ， 只 有 当 它 们 都 是 偶数 时 ， 


在 a1，as，*…，aiw 中 的 偶数 最 多 ， 所 以 ， 最 多 有 33 个 偶数 . 

例 2 (2007 年 土耳其 国家 队 选 拔 考试 题 ) 求 所 有 的 正 奇数 nx， 使 得 存在 正 奇数 
ZI，T2， Zr 满足 Zz 十 好 十 … 十 2 二 nt 

解 由 于 ?为 正 奇数 ， 故 

nt 三 1(mod 8). 

又 由 于 zi(1<i<n) 为 正 奇数 ， 故 

zx}=1(mod 8). 


因此 ，n 志 如 十 台 十 … 十 z 二 nt 三 1(mod 8). 
另 一 方面 , 车 三 1(mod 8), 则 可 找到 满足 条 件 的 增 ，za ，…，z。 
若 n=1, 令 zz=1, 则 nt=1=xf, 
著 x 一 8 十 1(EEN+)， 则 
nt 一 (8 十 1)4 
二 (8k 一 1)* 十 (8k 十 1)* 一 (8k 一 1)* 
二 (8k 一 1)* 十 [(8k 十 1)? 一 (8k 一 1)?] * [C8k 十 1)? 十 (8k 一 1)?] 
=(8k—1)* 十 32k(128k? 十 2) 
二 (8k 一 1)1 十 4k(32k 一 1)? 十 (16k 一 1)? 十 (92k 一 1) 
二 (8k 一 1)4 十 4k(32k 一 1)? 十 (16& 一 1)? 十 92(k 一 1) 十 91 
二 (8k 一 1)' 十 4k(32k 一 1)* 十 (16k 一 1)? 十 (k 一 1)《9? 十 3 十 二 十 17) 十 
(9 十 3 十 12)。 
因此 ，m 可 以 表示 成 1 十 包 十 1 十 4(k 一 1) 十 3 二 8k 十 1 二 n 个 奇数 的 平方 和 . 
综 上 ， 所 求 结果 为 n= 二 8k 十 1(kEN). 
例 3 (1998 年 上 海 市 数学 竞赛 题 ) 设 zxEN， 且 使 37. 5" 十 26. 5" 为 正 整 数 ， 求 
2 的 值 . 


解 因 37.5" 十 26.5" 一 去 (75"+53"). 


当 为 正 偶数 时 ， 

75" 十 53" 寺 (一 1)" 十 人 "二 2(mod 4)， 

此 时 75" 十 53" 为 4 十 2 的 数 ， 从 而 37. 5" 十 26. 5" 不 可 能 为 正 整数 . 

当 为 正 奇数 时 ， 

75" 十 53" 一 (75 十 53)(75 汪 :一 75" ?X53 十 … 十 53"!》 

二 27(75”1 一 75" ?X53 十 … 十 53"1). 

上 式 括 号 内 共有 ?项 ， 且 每 一 项 均 为 奇数 ， 因 而 括号 内 是 奇数 个 奇数 之 和 为 

奇数 . 
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离 互 浪 汶 下 五 性 涤 泪 加 入 症 O 


离 耶 新 海 于 手心 泛 河 加 六 着 DO 


(1) xz、y、z 是 等 差 数 列 ; 
i 52 


于 是 正 奇数 ”只 能 取 z 一 1，3，5，7. 
由 以 上 可 知 ， 只 有 当 一 1，3，5，7 时 ，37. 5" 十 26. 5" 是 正 整数 


例 4 (1984 年 第 18 届 全 苏 数学 奥林匹克 题 ) (1) 有 个 整数 ， 其 积 为 x, 其 
和 为 0， 求 证 数 ”能 被 4 整除 . 

(2) 设 是 能 被 4 整除 的 自然 数 ， 求 证 可 以 找到 个 整数 ， 使 其 积 为 n+， 其 和 
为 0. 

证 明 (1) 设 a1，as，…， a 为 n 个 整数 ， 且 满足 题 设 条 件 : 

al 十 az 十 … 十 av 一 0， @ 

CiG2。"。 Cn 一 了 ©@ 

车 nn 是 奇数 ， 则 由 @@， 所 有 的 因数 ai (i 二 1，2，…，n) 都 是 奇数 ， 而 奇数 个 奇 
数 之 和 应 为 奇数 ， 而 不 能 为 0， 与 矛盾 . 

所 以 必 为 偶数 . 

当 刀 为 偶数 时 ， 则 由 @ 知 ， 必 有 一 aj 为 偶数 ， 再 由 四 知 ， 除 a; 外 ， 至 少 还 应 有 
一 个 偶数 ， 否 则 就 出 现 奇 数 个 奇数 与 一 个 偶数 之 和 ， 不 可 能 等 于 0， 

因此 ， 在 w 中 至 少 要 有 两 个 偶数 ， 再 由 办，n 必 能 被 4 整除 

(2) 设 是 4 的 倍数 ， 且 一，AEN. 

当 上 为 奇数 时 ， 

1 一 2。( 一 24)。13 2 。( 一 1). 

由 于 二 

=2 一 2k 十 3k 一 2 一 

所 以 可 选 1 个 2，1 个 一 2&，3k 一 2 个 1 和 上 个 一 1， 这 多 个 数 满足 要 求 . 

当 为 偶数 时 ， 

n=(—2) 。(—2k) 。 1%* 。(—1)*™?. 

由 于 

(一 2) 十 (一 28) 十 1 十 … 十 1 十 (一 1) 十 … 十 (一 1) 
对 个 (2 个 

二 一 2 一 2k 十 3& 十 2 一 k 

=0. 

所 以 可 选 1 个 一 2，1 个 一 2k，3& 个 1 和 k 一 2 个 一 1， 这 多 个 数 满足 要 求 , 

例 5 《2002 一 2003 年 英国 数学 奥林匹克 题 ) 对 于 每 个 正 整数 zx>>1， 设 (ro 为 
的 最 大 素 因子 . 求 满足 下 列 条 件 的 所 有 互 不 相同 的 正 整数 zx、y、z. 


(2) (zyz) 委 3. 
解 不 妨 假 设 z 二 y 二 z， 条 件 (2) 表明 zyz 中 只 可 能 有 素 因子 2 和 3， 且 z、 
y、z 均 为 2 X3 的 形式 ， 其 中 a、5 为 非 负 整数 


设 h=(z,y), z= 六 ,一 六 由 条 件 (1) 知 = 一 2 一 并 令 志 一 证 ， 所 以 ， 


xz'、y 、z 均 为 正 整数 ， 且 仍 满足 条 件 1) 、(2). 

由 于 x 与 y 互 案 , 且 x 十 z 二 2y ， 所 以 ,y 与 x 也 互 素 ， 故 (x ,x ) 二 1 或 2. 

若 y 既 能 被 2 整除 ， 也 能 被 3 整除 ， 则 一 定 有 二 x 二 1， 与 +、y、z 互 不 相等 
矛盾 .下 面 分 三 种 情况 讨论 . 

(i) y=1， 于 是 xz’ 二 1，x 二 1， 与 互 不 相等 矛盾 . 

(ii) y=2, a>0. 由 于 《x,y )= 二 (zy) 二 1, 所 以 , 设 z 二 3， zx 二 3!:， 于 是 
有 34 十 3 一 2o+1。 因 为 A<L， 故 有 34 | 2 ，& 一 0，z 一 1， 从 而 有 3: 一 2 一 1， 即 
有 21 三 1(mod 3)， 故 是 奇数 ， 设 w 一 2x 一 1， 则 有 3 一 22 一 1 一 (2" 一 1)(2" 十 1D). 
由 于 (2 一 1,2" 十 D) 一 1, 所 以 ，2" 一 1 一 3 一 1， 即 x* 一 1，c 一 1，! 一 1， 故 一 1，y 一 
2，x' 一 3. 

(ii) y 一 9，o>>0， 设 也 一 2 ， 必 一 20， 则 2 十 2 一 2X3， 即 2 和 :十 2 一 3 
由 kl， 得 & 一 1=0， 即 上 一 1，z' 一 2， 于 是 有 2! 二 3 一 1， 所 以 , ! 之 2. 若 /人 > 
2， 则 

3“ 一 1 el ot 

2 2)3 = 21 = a=0(mod2), 


r=0 r=0 


所 以 ，c 是 偶数 ， 设 a 二 2n， 于 是 有 

2 一 (3 一 1)(3" 十 1). 

故 3" 一 1 一 2，3" 十 1 一 4，m 一 1，! 一 4. 

因此 ,x =2， y=9, z=16. 

车 1=2， 则 a 二 1， 所 以 ,z==2, y 二 3，z 一 4. 

综 上 所 述 , (x,y,z) 二 (hh,2h,3h),《2h,3h,4h) 或 (2h,9h,16h), 其 中 是 形 如 2°X 
3 的 整数 . 

例 6 (2006 年 法 国 国家 队 选 拔 考 试题 ) 求 所 有 的 三 元 整数 组 (a,6,c)， 使 得 
q+ =c?, gcd(a,b,c)=1, 2000<a、 6、 c<3000. 

解 ” 由 勾 股 数组 (a,5,c) 的 特性 知 

a=2pg, 6=p’—g, c=p’+g, 

其 中 ，p、q(q<p) 是 互 素 的 正 整 数 ， 且 有 一 数 为 偶数 . 

由 题 设 条 件 得 

c=a’ + >2X2000’， 


离 五 这 严 否 者 性 泗 沿 由 涉 交 DO 


离 互 党 活 否 和 性 涤 灌 同 站 交 O 


其 中 ,aj 十 w，i)。 


所 以 ，2000 V2<c=p 十 gq 之 3000. 
将 V2 的 近似 值 1. 4142 代 人 上 式 得 
2828<p’ +g <3000. 

注意 到 2000 一 产 一 至 . 

@ 十 @ 得 4828 二 2p?， 所 以 ， 
p>50. 

注意 到 2000<2pg. 

个 十 图 得 (一 9)2 一 1000， 从 而 ， 
p—g<31. 

由 式 @@ 得 "过 19. 

从 而 ，p? 十 19:<p* 十 过 3000， 即 大 <<2639. 
所 以 ，p<51. 


于 是 ， 2 一 22 > 


从 而 ， 人 二 3000， 即 p? 过 2600. 

因而 ，z<50. 

故 p= 二 50. 

于 是 ，50? 十 gq: 过 3000， 即 q 之 500. 

因而 ，g<<22. 

因为 p 为 偶数 ， 所 以 ，gq 一 定 为 奇数 . 

因此 ,gq=21. 

易 知 < 一 2100，0 一 2059，c 一 2941 是 满足 要 求 的 唯一 三 元 数组 . 

例 7 (第 54 届 白俄罗斯 数学 奥林匹克 题 ) 老师 在 黑板 上 写 了 n(n>>2) 个 正 整 
数 ， 这 些 数 中 任 两 个 数 不 存 在 整除 关系 .学 生 轮 流 控 去 黑板 上 的 某 些 数 ， 使 得 每 人 
恰好 擦 去 一 个 数 ， 且 此 数 是 该 生 离 开 前 能 整除 黑板 上 余下 所 有 数 之 和 的 数 ， 最 后 ， 
黑板 上 恰好 有 两 个 数 ， 问 : 对 任意 n>2 是 否 均 可 能 成 立 ? 

解 ”可 能 成 立 . 

对 任意 n>2， 存 在 正 整 数 a1，a;，…，a,， 使 得 

aal(aitas), 
as|(aitaztas), 


an|(ai 十 az 十 … 十 an-1)， 


@ © S06 


2090 ， 得 4 之 20. 


定义 a，a ，…，on 是 数列 

pq—2, pqt+2, 2pg, 4Cp+0),4Cg+1),4Cp+1) ,ee, 4g+h) ,4Cp+R) 
的 前 nn 项， 其 中 ，p、g 是 奇数 ， 且 

p>4n, gqg=(p+m! +1. 

易 知 ， 式 成 立 ， 且 此 数列 中 不 存在 任 两 项 有 整除 关系 .所 以 ,a1，as，*…，a， 
为 所 求 ， 


【 解 题 思维 策略 分 析 】 


1， 根 据 所 给 奇 、 偶 数 条 件 分 析 

例 8 (2006 年 泰国 数学 奥林匹克 题 ) 229 个 男生 和 271 个 女生 被 平均 分 成 10 
组 ， 并 用 1 到 50 标记 每 个 组 的 学 生 ， 现 选取 4 个 学 生 〈 其 中 ， 含 有 奇数 个 女生 )， 
满足 性 质 ， 他 们 来 自 两 个 组 ， 且 4 个 学 生 中 有 两 对 学 生 的 号 码 相 同 ， 证明: 满足 要 
求 的 4 人 组 的 组 数 为 奇数 . 

证 明 将 选 自 两 个 组 且 有 2 对 相同 号 码 的 4 个 学 生 称 为 一 个 “ 队 ” 设 

S 一 人 18 是 一 个 队 )， 

O={8E S16 含有 奇数 个 女生 }， 

E={6E S16 含有 偶数 个 女生 }, 

只 需 证 明 :， |O| 为 奇数 . 

对 于 所 有 的 S 的 子 集 A， 定 义 

f(A)= 名 6 中 女生 的 人 数 . 

由 于 ONE==Z ,OUE=S, 故 

CS) 一 F(O) 十 FE). 

又 因为 f(E) 为 偶数 ,所 以 ， 

f(S)=f(O) (mod 2). 

了 (S) 可 由 如 下 方法 求 出 ， 对 于 某 个 “指定 ”的 女生 ， 可 从 其 所 在 组 内 选 出 男 一 
名 学 生 ， 共 有 50 一 1 一 49 种 选 法 ， 再 从 其 他 9 组 中 选 出 与 这 2 名 学 生 号 码 相同 的 学 
生 ， 因此， 每 个 女生 可 能 在 49X9 个 队 里 ， 也 就 是 说 ， 每 个 女生 在 /(S) 中 被 重复 计 
数 了 49X9 次 ， 又 因为 女生 共有 271 人 ， 所 以 

f(S)=49X9X271=1(mod 2). 

又 每 个 SEO 均 有 奇数 个 女生 ， 则 

f(O0)=|O| (mod 2). 

因此 , 10| 志 f(0) 二 f(5)==1(mod 2). 


故 1O| 为 奇数 ， 
55 


疼 百 泌 潍 全 匡 性 溢 测 则 六 奖 O 


宛 互 这 泛 于 王 恬 活 泗 同 让 症 O 


例 9 (1988 年 全 国 高 中 数学 联赛 题 ) 已 知 : w 一 1，az 一 2， 
5an+1 一 3aw ,an。an+1 为 偶数 时 ， 
an 一 as， Qan* dnt1 为 奇数 时 . 
求证 对 一 切 wxEN，a, 天 0. 
证 法 1 因为 a 二 1，as 二 2， 所 以 不 防 设 aw_ 1 二 3p 十 1，ax 二 3g 十 2，(kEN,p， 
qdEZ). 
下 面 求 cx++， 则 az+1 为 下 列 两 种 情形 的 一 种 : 
aztHl 一 5ax 一 3az =5(3g+2)—3(3p+1) 
一 3(54 一 3b 十 2) 十 1 一 3 十 1C%EZ)， 
或 azrri 一 ax 一 azt 一 (3g 十 2) 一 (3 十 1) 
一 3(q 一 户 ) 十 1 一 3 十 1(Y GZ). 
统一 记 为 cx+: 一 3s 十 1. 
下 面 再 计算 az+2. 
azt+z 一 5aztti 一 3ax 一 5(3s 十 1) 一 3(3g 十 2) 
一 3(5s 一 34 一 1) 十 2 一 3 十 2(tEZ)， 
或 as 一 ax+l 一 ax 一 (3 十 1) 一 (39 十 2) 
=3(s—g—1)+2=3+2(7 €2). 
由 以 上 知 ， 在 数列 {a,} 中 ， 奇 数 项 被 3 除 余 1， 偶 数 项 被 3 除 余 2， 即 不 会 出 现 
3 的 倍数 的 项 ， 而 0 是 3 的 倍数 ， 所 以 ,天 0. 
证 法 2 设 A;={4%+i|kEZ),i=1,2,3. 
m=1€A!, as=2€ A,, 
Qi3=5as—341==5* 2—3°+ 1=7€A;. 
假设 aswt1 EAl，asmtz EA:，am+3EA;， 即 有 
Qamt! =4p 二 1]， am —4g 二 2，asm+3 二 47 十 3， 
其 中 p,， 9g, rEZ. 于 是 
aan+t 一 5aan+s 一 3aan+s 一 4(5r 一 3q9 十 2) 十 1EA,， 
QanH5 一 aamntt 一 GamH3 一 4(4r 一 39 十 1) 十 2GA:， 
aan46 一 5asn+5 一 3aan+4 一 4(5r 一 6g) 十 3EA3， 
所 以 ， 对 一 切 nEN， 
aeEAiU4:U4:. 
但 0EALUA:U4:， 
所 以 ww 天 0， 
证 法 3 由 递 推 公式 可 知 ，av，av+: ，avi3 的 奇偶 性 只 能 有 奇 ， 偶 ， 奇 ; 偶 ， 奇 ， 


| 


奇 ， 奇 ， 奇 ， 偶 这 三 种 情形 . 

由 于 a 二 1，as 二 2，as 一 7 都 不 是 4 的 倍数 ， 下 面 证 明 {a,} 中 所 有 的 项 都 不 是 4 
的 倍数 . 

假设 ou 是 4 的 倍数 ， 且 m 为 最 小 下 标 ， 显 然 m3， 则 av-,，cw-: 均 为 奇数 ， 
cm- 为 偶数 ， 


an 一 au-1 一 Qm-a， 


Um1—=5d4m-2— 3dm-3» 

于 是 3am_; 二 4am-2 一 am. 

则 as 也 是 4 的 倍数 ， 与 m 为 a 是 4 的 倍数 的 最 小 下 标 矛 盾 . 

因为 0 是 4 的 倍数 ， 所 以 对 所 有 的 nEN，a, 取 0. 

例 10 (1990 年 全 国 高 中 数学 联赛 题 ) 设 下 一 {1,2,3,…,200},G 一 (ai ,azyaa， 
…,ao}CE, 且 G 具 有 下 列 两 条 性 质 ， 

(i) 对 任何 1 和 i<) 委 100， 恒 有 ww 十 ww 天 201. 


100 
(i) 2) a;=10080. 


试 证 明 G 中 的 奇数 的 个 数 是 4 的 倍数 ， 且 G 中 所 有 数字 的 平方 和 为 一 个 定数 . 
证 法 1 由 条 件 ()，ai 十 a; 取 201， 

所 以 在 G 中 选 了 一 个 奇数 :+， 则 已 中 的 相应 的 偶数 201 一 t 就 必然 不 在 G 内 . 
由 于 五 中 100 个 偶数 之 和 


?4 4 十 …… 十 200 一 2 十 209) .100_ 


则 G 中 不 可 能 全 为 偶数 . 
设 G 中 有 上 个 奇数 ， 每 个 奇数 设 为 2n; 一 1(i 二 1,2,*…*,k,n; EN). 
从 而 必须 从 已 中 的 100 个 偶数 中 除 掉 个 ,每 个 偶数 设 为 2m;(i 二 1,2,… ,mi EE 
NN), 且 满足 
2n; 一 1 十 2m; 二 201， 即 mm; 十 ni 二 101. 
于 是 有 
10100 一 (2m 十 2mz 十 … 十 2mz) 十 [C2m 一 1) 十 (2nz 一 1) 十 十 (2m 一 
1)J=10080. 
20 =2Cm 一 各 十 mz 一 nz 十 … 十 m4 一 04) 十 
=2[Cm Tm )—2m 十 (mz 十 n2) 一 2nz 十 … 十 Cma 十 ma) 一 2n4] 十 
=2(101k—2m —2ns—"…—2n) Tk. 
即 203k 二 20 十 4Cmi 十 nz 十 … 十 ne). 
(203,4) 二 1, 所 以 必 有 4| 


-10100 二 10080， 


亲本 内湾 了 也 六 涟 测 间 讶 效 0 


即 G 中 奇数 的 个 数 是 4 的 倍数 . 


又 +t 0 一品 2 

2 营 呈 2? :100 + 2017+402 a 

. = > 2 一 100 * 201 十 402。 10080， 

的 ct 

bs 所 以 a 3 是 一 个 常数 . 

证 法 2 把 下 分 成 (1,200},{2,199},…,{100,101} 共 100 个 子 集 . 
显然 ,集合 G 中 的 元 素 是 从 这 100 个 子 集中 各 取 一 个 元 素 . 
又 可 把 这 100 个 子 集 分 成 两 类 : 
一 类 是 


{1,200), {4,197}, {5,196},{8,193},*". 
这 一 类 中 每 个 子 集中 的 两 个 元 素 一 个 为 饮 型 ， 一 个 为 多 十 1 型 . 
另 一 类 是 
{2,199},{3,198}, {6,195}, {7,194},*** 
这 一 类 中 每 个 子 集中 的 两 个 元 素 ， 一 个 为 饮 十 2 型 ， 一 个 为 4 十 3 型 . 
设 集合 G 中 的 100 个 元 素 中 4 十 1 型 的 有 工 个 ， 包 十 3 型 的 有 > 个 ， 则 多 型 的 
有 50 一 z 个 ，4t 十 2 型 的 有 50 一 y 个 . 
这 时 ，z 十 y 即 为 G 中 奇数 的 个 数 ， 因 为 
>) a; (4k+1)z+4k(50 一 z) 十 (4 十 3)y 十 (4k 十 2) (50 一 y) 
志 7 十 3y 一 2y 二 x 十 y 三 10080 二 0(mod 4). 
所 以 4|z 十 y. 
即 G 中 的 奇数 的 个 数 是 4 的 倍数 . 
下 面 证 明 G 中 所 有 数 的 平方 和 是 一 个 常数 . 
设 G={alaza}， 
G2:={b ,bho0), 
为 满足 条 件 的 两 个 不 同 的 集合 ， 则 有 


100 


DD D10080. 


不 妨 设 Gi，G: 中 不 同 的 元 素 共有 上 个 ， 记 为 aas ,sai ,其 中 
<a < a bs >6, >">6, 


和 一 一 一 一 一 


数 n，[X"] 和 nn 有 相同 的 奇偶 性 . 


即 (hf 十 pot2) 一 30ot1 二 et) 一 20" 十 iD) 一 0， 


显然 有 


aa tb =a +bs, =*"*=a, +b; =201. 
于 是 挛 
lo0 匹 
> ai— 交 上 一 (a — 冯 
pa 全 
一 六 Cai +6; Cas, —b, ) 和 
j=l i 的 
=201 2 (a, 一 性) 
上 问 
=201( 3) a;, — 2 6;) 题 
j=] 1 
一 0. 


即 G 中 所 有 数 的 平方 和 为 一 常数 . 
例 11 (1988 年 国家 集训 队 测验 题 ) (1) 求证 存在 正 实数 ， 使 得 对 任意 正 整 


(2) 求 出 一 个 满足 1) 的 正 实数 4. 


解 令 ) 为 方程 
x!—3x—2=0 O 
的 正 根 ， 则 MA 一 34% 开 /一 2 光 王 ， 其 中 /为 方程 的 负 根 ， 且 满足 一 1<w<0 


令 5S,==X" 十 yr ， 则 由 有 
X12 3X 2A"=0, 
0 


S,4—35,11 —25, =0(n>1). 
容易 求 出 ,Si 一 3,S: 一 13. 
又 S42 三 SrCmod 2), 则 
S, 三 1(mod 2), 
再 由 一 1<y<0 及 S,=X 十 pe 可 得 
=n(Zhn) (mod 2)， 
DB 一 人 2). 
例 12 (2003 年 西部 数学 奥林匹克 题 ) 设 ”为 给 定 的 正 整 数 ， 求 最 小 的 正 整 数 


离 互 六 阁 藻 捷 性 海江 同 入 关 O 


wun， 满足 ,对 每 一 正 整数 4， 任意 zw 个 连续 的 正 奇数 中 能 被 4 整除 的 数 的 个 数 不 小 
于 奇数 1，3，5，…，2n 一 1 中 能 被 4 整除 的 数 的 个 数 . 

解 答案 为 zw 一 2 一 1. 

(1) 先 证 之 2n 一 1， 由 于 wl 之 1， 故 不 妨 设 n 宇 2， 由 于 在 1，3，…，2n 一 1 中 
能 被 2n 一 1 整除 的 数 的 个 数 为 1， 在 2Cn 十 1) 一 1,2(n 十 2) 一 1,…,2(n 十 2n 一 2) 一 1 中 
能 被 2n 一 1 整除 的 数 的 个 数 为 0, 因此 w, 宇 2n 一 1. 

(2) 再 证 <2n 一 1 只 要 考虑 d 为 奇数 是 1<d<2n 一 1 的 情形 . 


考虑 2n 一 1 个 奇数 ;2(a 十 1) 一 1,2(e 十 2) 一 1,…，,2(a 十 2n 一 1) 一 1. 设 sz 为 整数 ， 
使 得 

(2 一 Dad 和 2 一 1<(2s 十 1)d， 

(2t— Dd<2(at+l)—1<(2+ Dd, 

则 在 1，3，…，2n 一 1 中 能 被 d 整除 的 数 的 个 数 为 *， 所 以 只 要 证 明 

[2(t 十 ) 一 1]d<2(c 十 2x 一 1) 一 1 
即 可 . 事实 上 ,有 

(2(Gt 十 9) 一 1D)d 一 (2t 一 1)d 十 (25 一 1D)d 十 4 

委 2(a 十 1D) 一 1 十 2 一 1 十 2z 一 1 
一 2(a 十 2n 一 1) 一 1， 
因此 w, 志 2n 一 1. 

综 上 所 述 ,得 w= 二 2n 一 1. 

注 本 题 的 关键 是 发 现在 2Cn 十 1) 一 1,2(n 十 2) 一 1,…,2(n 十 2n 一 2) 一 1 这 连续 
2n 一 2 个 数 中 能 被 2 一 1 整除 的 数 的 个 数 为 0, 少 于 1,3,…,2n 一 1 中 能 被 2 一 1 整除 
的 数 的 个 数 ,所 以 ,得 到 u, 宇 2n 一 1. 于 是 ,将 问题 归结 为 证 明 wu,<<2n 一 1. 

2. 分 析 题 设 条 件 中 有 关 整 数 的 奇偶 性 

例 13 (CMO- 1 试题 ) 能 否 把 1，1，2，2，…，1986，1986 这 些 数 排 成 一 
行 ， 使 得 两 个 1 之 间 夹 着 一 个 数 ， 两 个 2 之 间 夹 着 两 个 数 ，…， 两 个 1986 之 间 夹 着 
一 千 九 百 八 十 六 个 数 ? 请 证 明 你 的 结果 . 

证 法 1 不 可 能 做 到 . 

下 面 用 反 证 法 证 明 这 个 结论 . 

由 题 设 ， 若 能 排 成 ， 设 第 一 个 数 & 写 在 第 ee 位 ,第 二 个 数 k 写 在 第 54 位 ， 则 必 
及 一 a4 二 k 十 1. 

取 k=1，2,，…，1986， 则 


1986 19 


js 
2 ba)= > (二 1)， 
| 如 


19 


86 1986 1986 
即 “> Cta)—2 > ak 一 2) (二 1). 
1 各 各 


is 
1 十 2 十 3 十 … 十 1986 十 1987 十 … 十 3972 一 2 》) am 一 2 十 3 十 4 十 … 十 1986 十 1987， 
台 


1986 


即 3972 3973 2 > 人 1 1989 ， 
[a 


1986 
即 1986。3973 一 2 > ax 一 993。1989. 
人 


此 式 左 边 为 偶数 ， 右 边 为 奇数 ， 显 然 不 可 能 成 立 . 

即 题 设 所 要 求 的 排 法 不 可 能 做 到 . 

证 法 2 考虑 任 一 偶数 对 . 

当 一 个 偶数 占据 第 奇数 位 时 ， 则 另 一 个 偶数 k 占据 第 偶数 位 ， 反 之 亦 然 ， 

考 虚 任 一 奇数 对 . 

当 一 个 奇数 ! 占据 第 奇数 位 时 ， 则 另 一 个 奇数 上 也 占据 第 奇数 位 ， 或 者 当 一 个 奇 
数 * 占据 第 偶数 位 时 ， 则 另 一 个 奇数 * 也 占据 第 偶数 位 , 

由 于 2。1986 个 位 置 中 共有 1986 个 奇数 位 、1986 个 偶数 位 

因为 有 993 对 偶数 ， 所 以 共 占 据 了 993 个 奇数 位 . 

而 993 对 奇数 占 了 偶数 个 〈 设 为 2m) 奇数 位 ， 于 是 

993 十 2m 二 1986. 

这 是 不 可 能 的 . 

所 以 题目 要 求 的 排 法 不 可 能 做 到 . 

证 法 3 考察 任何 两 个 a 和 任何 两 个 b 相互 被 夹 的 关系 . 

容易 看 出 ， 如 果 恰 有 一 个 5 被 夹 在 两 个 a 之 间 ， 那 么 也 恰 有 一 个 a 被 夹 在 两 个 4 
之 间 ， 

如 果 两 个 5 都 夹 在 两 个 a 之 间 ， 那 么 就 不 会 有 a 被 夹 在 两 个 b 之 间 ; 

而 如 果 没 有 6 被 夹 在 两 个 a 之 间 ， 那 么 或 者 没有 a 被 夹 在 两 个 6 之 间 ， 或 者 两 个 
a 都 被 夹 在 两 个 b 之 间 . 

由 以 上 可 以 看 出 : 任何 两 对 不 同 数字 相互 被 夹 的 数目 之 和 不 是 2 就 是 0， 即 为 偶 
数 ， 于 是 在 两 个 1， 两 个 2，…， 两 个 1986 之 间 被 夹 的 其 他 数字 的 总 数目 一 定 是 偶 
数 ， 然 而 

1 十 2 十 3 十 … 十 1986 一 1987。993 
是 奇数 ， 出 现 矛 盾 . 

所 以 题 设 所 要 求 的 排 法 不 可 能 做 到 . 


例 14 (2006 年 西部 数学 奥林匹克 题 ) 设 S={nin 一 1.n.n 十 1 都 可 以 表示 为 两 
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个 正 整数 的 平方 和 }， 证明: 车 n€S, 则 mES. 

证 明 注意 到 若 zx，? 是 整数 ， 则 由 奇偶 性 分 析 知 

ZX:+y=0,1,2(mod 4). 

车 n€E5S, 则 由 上 知 n 寺 1(mod 4). 于 是 可 设 

n—1=a’+b ,a>b, 

n 二 吓 d?,c>d(lc,d 不 可 能 相等 )， 

n+1=e: 二 ff ,e 宕 f， 
其 中 4,6,c,d,e,f 都 是 正 整 数 . 

则 形 十 1 一 咕 十 12 ,m= 二 (c? 十 d?)?=(c? 一 d?)? 十 (2cd)?， 

mw—1l=(a+b) (e+f)=(ae—bf)’+(af+be)’. 

假设 6=a, 上 且 f=e, 则 n 一 1=2a?,n 十 1=2e? ,两 式 相 减 得 e 一 a? 二 1, 则 e 一 a 宕 1， 
而 1=e 一 g?==(e 十 a)(e 一 a) 之 1, 矛 盾 ! 

故 5 二 a,f=e 不 可 能 同时 成 立 . 所 以 ae 一 6 户 0, 于 是 内 ES. 

例 15 (第 8 届 香 港 数学 奥林匹克 题 ) 求证 ;存在 无 穷 多 个 不 含 平方 因子 的 正 
整数 上， 使 得 z| (2005" 一 1)， 

证 明 首先 来 看 : 如 果 p 是 a 一 1 的 一 个 奇 因 子 ， 那么 ，a? 一 1 有 一 个 不 同 于 户 
的 奇 因子 9， 

注意 到 

ap 一 1 一 (一 1)(a 和 :十 a 扩 2 十 … 十 1) 

一 她 [(tb 十 D) 生 :十 (好 十 D 生 ?十 … 十 匡 
=kp{Ap*+[Cp—D) + Cp—2) + 1]kp+p)} 


=kp’[ (4+ 巡 kt)p+1]， 


其 中 ,a 一 1 一 kp， 而 (A+2 卫 二)p 十 1 有 不 同 于 p 的 因子 . 


下 面 证 明 (A 二 34k)p 十 1 有 一 个 奇 因子 . 


如 果 a 是 一 个 偶数 ， 则 a? 一 1 是 一 个 奇数 ， 因 此 ， 它 的 所 有 因子 都 是 奇数 ， 
如 果 a 是 一 个 奇数 ， 则 & 是 偶数 ， 于 是 ，A 也 是 偶数 [因为 4 大 是 所 有 形 如 
kp'(s 之 2) 的 数 的 和 j. 


从 而 ，{A 十 妃 二 jp 十 1 是 奇数 
注意 到 2005 一 1 一 2004 一 22 X3X167. 


令 如 =3， 则 31(2005 一 1) 且 3|1(2005: 一 1). 
| 一 


根据 前 面 的 结论 ， 可 以 找到 一 个 奇 素数 pa(ps 隆 3) ,使 得 pz1(2005’ 一 1), 于 是 ， 

pipz | (2005m —1). 

再 次 使 用 前 面 的 结论 ， 又 可 以 找到 一 个 奇 素数 如 (ps 隆 记 、 疡 ) 使 得 ps1(20059% 一 1). 
于 是 ， 

pipzpal(2005n mA —1). 

这 样 一 来 ， 就 构造 出 了 无 穷 多 个 符合 条 件 的 n: 《pi ,PPz ,pppPs，…)，, 使 得 

n|(2005"—1). 

显然 ， 它 们 没有 平方 因子 且 两 两 不 同 . 

例 16 (第 34 届 俄罗斯 数学 奥林匹克 题 ) 令 p 是 一 个 由 有 限 个 素数 组 成 的 集 
合 . 证 明 : 存在 正 整 数 z， 使 得 zx 可 以 表示 为 两 个 正 整 数 的 素数 次 短 的 和 当 且 仅 当 
这 个 率 数 属于 p. 

证 明 首先 来 看 如 下 引 理 . 

引 理 设 记 是 一 个 素数 ，n 为 一 个 正 整 数 ， 则 存在 正 整 数 a、b， 使 得 2" 二 a 十 
br 当 且 仅 当 p(n 一 1). 

引 理 的 证 明 ; 如 果 n 一 1 二 kp， 则 

2"=(24)? 十 (2) 

反 过 来 , 若 2 二 a 十， 设 a 二 2k，b 一 211， 其 中 ，k、/ 为 奇数 . 

如 果 > 上:， 则 

2 一 ap 十 如 一 2x[2%2 人 十 ]， 

由 于 2x?k? 十 4 是 一 个 大 于 1 的 奇数 ,这 是 不 可 能 的 , 故 

s=tya? 十 bp 二 22 (hk? 十 2). 

如 果 记 二 2, 则 如 十 2 二 2(mod 4). 故 只 要 妇 十 几 之 2，2" 就 有 一 个 大 于 1 的 奇 因 
数 名 于 全 矛盾， 由 此 推出 k 一 (一 1，2 一 2X2"， 得 到 一 大 十 1. 
如 果 pp 二 2， 则 
hk? tl?=(k+D) CR mk 十 …… 十 17!). 
上 式 右 端 第 二 个 括号 里 是 一 个 奇数 ， 故 它 必 等 于 1， 这 推出 十 人? 二 十 人 

因此 ，A 一 :一 1，m 一 如 十 1， 

回 到 原 题 . 

设 放 一 { 广 加, 因 )》 令 工 2221, 由 引 理 , 这 个 数 满足 要 求 . 

例 17 (2002 一 2003 年 度 英国 数学 奥林匹克 题 ) 求 所 有 正 整数 <、5、c“， 使 得 
a、b、c 满 足 


(al) (bl)=a!l +b! +el!. 
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9 所 以 ,al (1 一 1)=(5+2)(61). 
的 


解 不 失 一 般 性 ， 假 设 a 之 b， 则 原 方程 化 为 a! 一 全 十 1 十 时 . 


由 于 上 式 中 有 三 项 是 整数 ， 所 以 “之 忆 
又 因为 右边 的 每 一 项 都 是 正 整 数 ， 则 其 和 至 少 是 3， 因 此 ,a 之 3, 且 al 是 
偶数 . 


于 是 ， 针 和 中 中 有 且 仅 有 一 项 是 奇数 . 


(1) 假设 外 是 奇数 ， 则 要 么 a==b， 要 么 和 一 5 十 1， 且 5 十 1 是 奇数 ，a 一 0 十 1 
GD 著 a=b, 则 al 一 2 十 引 


当 a=3 时 ， 有 b=3, c=4. 
当 a>>3 时 ,由 于 a! 一 2 不 能 被 3 整除， 所以， 


c=a 十 1 或 a+2， 
时 =a+1 或 (a+D(at2)， 
al =a 十 3 或 (a 十 D(a 二 2) 十 2. 0 


当 a=4 或 5 时 ,不 满足 方程 . 

当 a 之 6 时， 明显 式 Q@ 左 边 大 于 右边 ， 此 时 原 方程 无 解 . 

(Gi) 车 a=5 十 1， 其 中 5 是 偶数 ， 则 原 方程 化 为 

(6+D! 一 6 十 2 二 由. 

上 式 左 端 可 以 被 5 十 1 整除 ， 由 于 名 为 奇数 时 ， 叶 为 偶数 ， 故 c>6， 于 是 和 可 以 
被 5 十 1 整除 ， 所 以 ,6 十 2 可 以 被 5 十 1 整除 矛盾. 

(2) 假设 乔 是 偶数 ,出 是 奇数 ， 则 c=6 或 < 一 5 十 1 (5 为 偶数 ). 


(iD 车 c==bp， 则 方程 化 为 
a) (bl)=(a)+2X 6D). 


所 以 , 中 (01 一 D 一 2. 


帮凶 一 2,6! —1=1. 


于 是 ,6 二 2,a! 一 4, 不 可 能 . 
(iD 车 c=6 十 1， 则 方程 化 为 (a1) (64) 二 (a1) 十 (6 十 2) (61). 


由 于 (61,6! 一 1)=1, 因 此 ， 

C6! 一 1)1(6 十 2)， 

因为 6 是 偶数 ,所 以 ,5 二 2,a! 一 8, 不 可 能 . 

综 上 所 述 , 原 方程 有 唯一 解 < 一 3,0 一 3,c 一 4 

例 18 《〈2008 年 东南 数学 奥林匹克 题 ) 设 为 正 整数 ，f(n) 表 示 满 足以 下 条 件 


的 nn 位 数 称 为 波形 数 ) aiaz…av 的 个 数 ， 

(i) 每 一 位 数码 a;€ {1，2，3，4}， 且 ai 天 at， 于 1，2，…3 

(ii) 当 n 之 3 时 ，ai 一 Qin 与 ait1 一 ait+z 的 符号 相反 ,i 二 1，2,，… 

(1) 求 f(10) 的 值 ; 

(2) 确定 (2008) 被 13 除 得 的 余数 . 

解 当 " 志 2 时 ， 称 满足 ai 一 as 的 位 波形 数 a1as…a, 为 A 类 数 ， 其 个 数 为 
8(n); 而 满足 ,之 az 的 nn 位 波形 数 a142…a, 为 B 类 数 , 据 对 称 性 , 当 "之 2 时 ,其 个 数 
也 是 g(n), 于 是 f(n)==2g(n). 

今 求 g(n) :用 mu( 引 表示 末 位 为 i 的 k 位 A 类 波形 数 的 个 数 (i 二 1,2,3,4), 则 

gn)= 3) mi). 

由 于 am- <az van>axn, 则 

(1) 当 & 为 偶数 时 ， 

Ma+1(4)=0,miri(3)=m (4) mer (2)=m (4) tm (3), 

mat1(1)=m (4)+m (3)+me (2); [0) 

(2) 当 上 为 奇数 时 ， 

mer (1)=0,mer (2)=m (1) ,mr (3)=m (1)+m (2), 


mer C4) =m (1) tm (2)+me (3), © 
易 知 ma(1) 一 0,ma(2) 一 1,maz(3) 一 2,mz(4) 一 3, 则 g(2) 二 6. 
由 此 可 得 ， 


ma(1)=m2(2)+m2(3)+m2(4)=6, 
ma(2)=m2(3)+m2(4)=5, 
ma(3)=m2(4)=3,m;:(4)=0, 


4 
所 以 g(3)= >， ms(2)=14. 
全 


又 由 

mi(1)=0,m (2)=ms(1)=6, 
m4(3)=ma(1)+ma(2)=11, 
ma(4)=ma(1)+ms(2)+ms (3)=14, 
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4 
所 以 g(4)= > za (一 31. 
证 1 


而 m,(1)=0, 则 


这 时 有 g(n 十 1)=2g(m) 十 gCn 一 1) 一 g(n 一 2). 


则 


类 似 可 求 得 ,g(5) 一 70,g(6) 一 157,g(7) 一 353,g(8) 一 793. 

一 般 地 ， 当 ”>5 时 ， 

gn)=2g(n—1)+g(n—2)—g(n—3). @ 
今 证 @ 如 下 : 

对 半 归纳， 一 5，6，7，8 缘 已 验证 ， 设 @@ 直 至 ” 皆 成 立 ， 考 虑 十 1 情况 . 

当 为 偶数 时 ,根据 (1)、(2) 可 得 

mar (4)=0,mar1(3) =m, 4) ,mati (2) =ma (4)+rm, (3), 
mnt1(1)=ma (4) 二 mn, (3)+m (2), 


1 4 

(2 十 1) 一 > rrt (一 2( > mi))+m,(4)—m, (2) 
一 】 iml 

gCn) +ma (4) —rmn (2). 


因为 
m4) = (1) m1 (2)+m, 1(3)+0 


4 
一 2 mn-1(i)=g(n—1), 
全 


7ln(2) 一 mt-1(1) 一 ov-2(4) 十 ms-z(3) 十 pa-2(2) 十 0 
=g(n—2), 


4 
当 ? 为 奇数 时 ，&g(n 十 1D) 一 >) oriGD 而 
mat1(1)=0,mar1(2)=m,(1) ,ma (4)=0, 
mut1(3)=ma (1) Tm (2) ,mari (4)=mn (1)+m, (2)+m,(3), 
4 4 
gntD)= > msi(DD 一 2 > mi +m, 1) —m, (3) 
各 


一 2g8(zz) 十 mv(1) 一 ms(3). 
内 为 
72n(1) 一 mo-1(4) 十 mo-1(3) 十 ma -1(2) 十 0 一 gE(2 一 1)， 


7zn(3) 一 7o-1(4) 一 ?mo-2(1) 十 mo-z(2) 十 mx-z(3) 十 0 一 g(n 一 2)， 

这 时 也 有 

g(nt+1)=2g(n)+g(n—1)—g(n—2), 

故 图 式 对 于 "十 1 也 成 立 ， 从 而 由 归纳 法 得 ， 对 所 有 z 之 5，@@ 式 皆 成 立 . 


据 @ 得 
g(9)=2g(8)+g(7)—g(6)=1782, 
g(10)=2g(9)+g(8)—g(7)=4004, 
所 以 f(10)=2g(10) 二 8008. 
今 考虑 {E(z) } 的 模 数列 : 
利用 @@ 式 易 算出 , 当 z 一 2,3,4,…,14,15,16,17,… 时 ,g(z) 被 13 除 得 的 余数 分 别 


是 : 
人 3 

因此 当 "之 2 时 ,数列 {g(n)} 被 13 除 得 的 余数 所 构成 的 数列 是 一 个 周期 数列 ， 其 最 小 
周期 长 度 为 12. 而 2008 王 12X167 十 4， 所 以 

g(2008)=5(mod 13)， 
因此 ,f(2008) 圭 10(mod 13). 

3， 将 问题 转化 运用 奇偶 分 析 求 解 

例 19 (1990 年 第 16 局 全 俄 数学 奥林匹克 题 ) 试问 ， 能 否 将 1 至 21 这 21 个 自 
然 数 分 别 填 人 图 中 的 各 个 圆圈 内 ， 使 得 除 第 一 行 外 ， 每 个 圆圈 内 的 数字 都 等 于 其 户 
膀 上 两 个 圆圈 内 的 数字 之 差 的 绝对 值 〈 亦 即 c= | a 一 b | ， 如 下 图 ). 

解 假定 我 们 已 按照 要 求 将 1 至 21 填 人 图 中 的 各 个 圆 图 OOOOOO 


之 内 . OODOOO 
由 于 两 个 数 的 和 与 这 两 个 数 的 差 有 相同 的 奇偶 性 ， 我 们 考察 9 
另 一 种 填 法 . (@7e) 
不 改变 第 一 行 中 6 个 加 图 上 的 数 ， 而 将 第 二 行 中 的 各 个 数 者 人 


换 成 其 两 个 肩膀 上 的 数 的 和 ， 并 依照 此 法 ， 再 将 第 三 行 中 的 各 个 数 都 换 成 现在 第 二 
行 中 的 位 于 其 两 个 肩膀 上 的 数 的 和 ， 如 此 下 去 ， 将 其 余 各 行 数 重新 换 过 . 

这 时 ， 表 中 所 填 的 各 数 的 奇偶 性 都 与 原来 所 填 的 数 相同 . 

于 是 ， 新 填 的 表 中 所 有 数 之 和 的 奇偶 性 应 当 与 和 数 1 十 2 十 … 十 21 一 231 相同 ， 
即 为 奇数 . 

然而 ， 若 第 一 行 数 为 4a， 56，c，d，e，f， 则 按 新 填 法 

第 二 行为 : a 十 b， 6b 十 c,， c+d, d+e, e+f， 

第 三 行为 : a 十 26 十 c， 6b 十 2c 十 d，c 十 2d 十 e，d 十 2e 十 f， 

第 四 行为 : a 十 36 十 3c 十 d，6 十 3c 十 34d 十 e，c 十 3d 十 3e 十 f， 

第 五 行为 a 十 46 十 6c 十 4d 十 e，b 十 4c 十 6d 十 4e 十 f， 

第 六 行为 : a 十 56 十 10c 十 104 十 5e 十 f. 

这 时 ， 所 有 数 之 和 为 6a 十 205 十 34c 十 34d 十 20e 十 6f 是 偶数 .出 现 矛 盾 . 
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因此 ， 不 存在 符合 要 求 的 填 法 . 

例 20 (1989 年 全 国 高 中 数学 联赛 题 ) 有 nXn(n 宇 4) 的 一 张 空白 方 格 表 ， 在 它 
的 每 一 个 方 格 内 任意 地 填 人 十 1 与 一 1 两 个 数 中 的 一 个 。 现 将 表 内 个 两 两 既 不 同行 
( 横 ) 又 不 同 列 〈 竖 ) 的 方 格 中 的 数 的 乘积 称 为 一 个 基本 项 . 

试 证 : 按 上 述 方式 所 填 成 的 每 一 个 方 格 表 ， 它 的 全 部 基本 项 之 和 总 能 被 4 整除 
《〈 即 总 能 表示 成 4 的 形式 ， 其 中 AEZ). 

证 法 1 显然 ， 不论 用 怎样 的 填 法 ， 所 填 成 的 方 格 表 总 有 n! 个 基本 项 ， 

用 a 表示 方 格 表 中 第 i 行 第 j 列 的 方 格 内 所 填 的 数 ， 这 里 1<&i, jn, nn 之 4, i， 
JEN. 

现在 考察 一 张 已 填 成 的 方 格 表 ， 记 它 的 全 部 基本 项 之 和 为 S. 

由 题 意 ， 表 中 每 个 格 内 的 数 ai 只 能 是 十 1 或 一 1， 而 十 1 与 一 1 之 间 只 相差 一 个 
负 号 ， 因 此 ， 当 把 方 格 表 中 的 某 一 个 数 必 改 变 选择 〈 即 把 十 1 换 成 一 1 或 把 一 1 换 成 
十 1) 时 ， 由 于 出 现在 和 式 S 的 (n 一 1)! 个 基本 项 中 ， 由 之 4， 则 S 中 将 有 偶数 
个 基本 项 同时 变 号 ， 

再 注意 到 在 x! 〈 偶 数 ) 个 基本 项 中 ， 值 为 1 的 基本 项 与 值 为 一 1 的 基本 项 的 个 
数 之 差 必 为 偶数 ， 而 ww 在 变 号 时 ， 其 所 在 的 基本 项 的 改变 值 是 2 或 一 2， 所 以 当 某 个 
改变 选择 时 ， 引 起 S 的 改变 值 一 定 是 4 的 倍数 . 

车 一 张 方 格 表 的 所 有 a 全 为 十 1， 则 全 部 基本 项 之 和 S=n! (n 之 4) 显 然 能 够 被 4 
整除 ， 若 a5 不 全 为 十 1， 则 这 张 方 格 表 可 由 一 张 ww 全 为 1 的 方 格 表 将 相应 方 格 中 的 
数 十 1 经 有 限 次 变 号 而 得 到 .根据 以 上 的 讨论 ， 每 次 变 号 均 使 基本 项 之 和 的 改变 值 能 
被 4 整除 . 

从 而 无 论 用 怎样 的 填 法 ， 所 填 成 的 方 格 表 的 全 部 基本 项 之 和 总 能 被 4 整除 . 

证 法 2 设 每 个 基本 项 为 z;， 则 zx; 只 能 取 十 1 或 一 1， 且 基本 项 共有 nl 个 . 

表 中 第 i 行 ， 第 j 列 的 数 记 为 a;， 则 ar 只 能 为 十 1 或 一 1. 

又 因为 方 格 表 中 每 一 个 数 ay 都 取 了 (n 一 1)! 次 ， 所 以 有 

ITZ2 2 一 1L agr™l, 

由 于 #4， 所 以 21(n 一 D1, 因 而 

a 9!=1, 妈 xix =1. 

故 在 z1，z:，…，zm 中 只 可 能 有 偶数 个 一 1, 设 有 2& 个 一 1， 则 有 1 一 
2 个 十 1. 


咱 


于 是 > z=(n! 一 24) 十 (一 1) 。 2k=n! 一 4k. 
人 


又 因为 n>4, 所 以 41n1, 即 4|n! 一 忽 , 于 是 4| 六 


例 21 《2006 年 保加利亚 国家 数学 奥林匹克 题 ) 考察 集合 A 二 {1,2,3,4,…， 


2") ,其 中 ,n 之 2. 如 果 集合 A 中 两 个 元 素 的 和 是 2 的 寡 , 那 么 ,它们 之 中 的 一 个 丛 好 属 
于 子 集 B. 求 集合 A 中 子 集 也 的 个 数 . 

解 设 了 是 满足 题 设 性 质 的 一 个 子 集 ， 因 为 1 十 3 一 2 ， 所 以 ，1 或 3 恰好 属 
于 BEB 

车 1EB, 则 3&B. 

下 面 用 数学 归纳 法 证 明 ， 


对 于 任意 一 个 整数 i(0 过 :二 2"?) ,4t 十 1 型 的 整数 属于 中，4t 十 3 型 的 整数 不 属 
于 B. 

对 于 := 二 0， 结 论 显然 成 立 . 

假设 对 于 :<s， 结 论 成 立 ， 

因为 4(s 十 1) 十 1 为 奇数 , 故 存在 ! 使 得 

24<4(s 十 1) 十 1<241. 

所 以 ,2(4s 十 5) 之 2X2 一 24+1， 

从 而 ,0 过 2 一 (4s 十 5) 之 (4s 十 5). 

令 工 =4s 十 5,y 二 241 一 (4s 十 5), 则 

十 y 一 241. 

因为 > 是 4m 十 3 型 的 整数 , 故 

y$B,4(s+1)+1€B. 

类 似 地 ,4(s 十 1) 十 3 儿 FBB. 

若 1&B, 则 3EB. 

同上 可 证 ，4t 十 1 型 的 整数 不 属于 B，4t 十 3 型 的 整数 属于 B. 

因此 ， 子 集 B 中 的 奇数 或 者 是 所 有 4t 十 1 型 的 整数 或 者 是 所 有 4 十 3 型 的 整数 . 

设 zx 一 2*zo，?y 一 2ayo， 其 中 xo。、yo 是 奇数 ，p、9 是 正 整数 . 

如 果 22zo 十 2ayo 一 24，p 关 ge， 不 失 一 般 性 ， 假 设 bp<q， 则 z 十 20 ?yo 一 2 ?是 
不 可 能 的 ， 所 以 ，p 二 9g， 由 此 得 ， 取 自 不 同 集合 A;= (2ia |a 为 奇数 } (i 二 1,2,…,n) 
的 元 素 的 和 不 是 2 的 究 . 

对 于 任 一 个 A， 除 以 2 并 由 上 面 的 讨论 知 ， 所 有 形 如 2 (4 十 1) 的 整数 在 B 中 
或 所 有 形 如 21(4t 十 3) 的 整数 在 B 中 . 
此 ， 存在 2 个 满足 题 设 要 求 的 子 集 B. 

例 22 (第 37 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 题 ) 车 有 序 三 元 正 整数 组 {a,6,c) 满 足 4a 二 
B<c,(a;bc) 一 1 十 如 十 o 能 被 4 十 6 十 c 整除 , 则 称 {a,5,c} 是 一 能 量 的 . 例如 {1， 
2,2} 是 5 一 能 量 的 . 


离 互 六 滋 亚 开 性 海江 巾 潜 症 O 


离 互 党 洗 否 二 性 泣 油 由 站 将 O 


《1) 求 出 所 有 的 有 序 三 元 正 整数 组 ， 满 足 : 对 于 任意 x 之 1， 其 有 序 三 元 正 整 数 


组 是 "一 能 量 的 ; 


(2) 求 出 所 有 既是 2004 一 能 量 的 ， 又 是 2005 一 能 量 的 ， 但 不 是 2007 一 能 量 的 有 


序 三 元 正 整数 组 . 


解 (1) 因为 (a+bttQ) (a 十 所 十 3) ,Ca 十 9 十 c)| (as 十 中 十 c), 则 
(ea 十 6 十 c) | [Ca 十 5 十 c)2 一 a2 一 忆 一 c], 即 

(ca 十 6 十 c)|(2a8 十 26c 十 2ca). 

又 (ae 十 8 十 c) Ca 十 成 十 c 一 gb 一 bc 一 ca)= 二 十 太 十 G 一 3abc, 故 
(a 十 6 十 c) | 3abc. 

设 素数 p 满 足 p* (ae 十 2 十 c)(a 过 1). 

若 存在 p 之 5, 则 plabc. 不 妨 设 pla. 

因为 pl2Cab 十 bc 十 ca), 所 以 plbc. 

不 妨 设 plb. 因为 p| (ae 十 5 十 c) ,所 以 ple. 

则 如 (a,b,c) ,矛盾 . 

所 以 ,Pp 二 2 或 3. 

故 at6 十 c==2"X3"(m、n 宕 0). 

车 n 宇 2, 则 

3|(a 十 6 十 c),3|abc,3|(ab 十 pc 十 ca). 

仿 上 即 可 推出 31(a,5,c) ,矛盾 . 

故 n=0 或 1. 

设 at6b 十 c=2mk(k 二 1 或 3), 则 2" |abec. 

因为 (ab,c) 一 1, 不 妨 设 < 为 奇数 . 

又 2 |(e 十 6 十 c) ,不 妨 设 5 为 奇数 ,c 为 偶数 ,所 以 ,2” |c. 

由 2"|(2ab 十 2bc 十 2ca), 则 

2"! |ab. 

从 而 ,m= 二 0 或 1. 

又 at+b 十 之 3, 所 以 ,a 十 b 十 c==3 或 6. 

分 别 验证 得 

a,b,0) 二 (1,1,1) 或 (1,1,4). 

(2) 易 得 . 

"+ +e"=(atbto ar! to +e)— (abtbctca) Car? 十 er?) 十 


abc(a™ 3 +p to"). 0 
又 (a+btc) | (a 二 p20 二 e200 ) ， 


(ae 十 5 十 c)|1(asm 十 bs 十 ca)， 
将 "一 2007 代入 式 @ 得 
(a 十 6 十 c) | (az 十 bz 十 cao ) ,与 条 件 矛 盾 . 


故 不 存在 满足 条 件 的 (a,6,c). 

例 23 (2007 年 保加利亚 数学 奥林匹克 题 ) 求 最 大 的 正 整数 ”满足 : 在 区 间 
[2X10"! ,10") 内 可 以 选取 2007 个 不 同 的 整数 ,使 得 对 任意 的 i、j(1<i<j<<n) 都 存 
在 一 个 被 选 出 的 数 caz…a*, 有 aj; 之 ai 十 2. 

解 考虑 2007 个 满足 题目 要 求 的 正 整数 . 

将 这 2007 个 正 整数 中 的 每 个 数 的 所 有 是 偶数 的 数码 加 1， 得 到 2007 个 “新 的 ” 
正 整 数 ， 且 每 个 正 整数 的 数码 都 是 奇数 〈 可 能 有 些 数 没有 改变 ， 有 些 数 会 相等 ). 

若 w 、oi 奇偶 性 相同 ， 则 当 它 们 同 奇 时 ，a;，a; 没有 变化 ， 当 它们 同 偶 时 ，a;， 
@aj 分 别 变 为 a; 十 1，aj 十 1. 

车 a;， a 奇偶 性 不 同 ， 则 a;，a; 十 2 的 奇偶 性 也 不 同 . 

因此 , aj 之 ai 十 2. 

实际 上 ,满足 a; 这 a; 十 2， 从 而 ， 当 侦 数 的 数码 增加 1 后 ， 满 足 条 件 的 不 等 式 仍 
然 成 立 ， 于 是 ， 这 2007 个 新 的 正 整数 也 满足 题目 的 要 求 . 

将 这 2007 个 数 写 在 2007Xn 的 表格 内 ， 使 得 每 一 行 对 应 着 一 个 数 ， 并 依次 将 每 
个 数码 写 在 一 个 方 格 内 ， 因 此 ， 第 1 列 方 格 内 的 数 至 少 是 3， 为 满足 要 求 ， 后 面 的 每 
一 列 中 至 少 有 一 个 数 比 3 大 ， 因 此 ， 没 有 一 列 只 包含 1 和 3， 于是， 包含 1，3，5， 
7，9 的 列 有 52 种 取 法 ， 包 含 1，3 的 列 有 2z 种 取 法 ， 第 1 列 可 以 全 取 3， 因 此 ， 
最 多 有 1 十 520 一 220 列 ， 即 ? 窒 1 十 527 一 2207. 

下 面 构造 一 个 2007X (1 十 522 一 2?7 ) 的 表格 ， 使 得 每 个 方 格 内 写 一 个 数码 ， 每 
行 数 对 应 着 一 个 数 ， 这 2007 个 数 满足 题目 的 要 求 . 

在 第 1 行 依次 写 5:me 个 1，52o 个 3，5zm 个 5，520% 个 7，5?x% 个 9 

在 第 2 行 依次 写 52 个 1，52 个 3，5?5 个 5，525 个 7，525 个 9， 共 重复 写 
5 遍 ; 

在 第 3 行 依次 写 52** 个 1，5”* 个 3，52% 个 5，529% 个 7，5* 个 9， 共 重复 写 5* 
遍 ; 

在 第 2007 行 依次 写 1 个 1, 1 个 3, 1 个 5, 1 个 7,， 1 个 9, 共 重复 写 5” 遍 . 

则 对 于 任意 的 ij(1<i<j 二 5**)， 考 虚 第 i 列 和 第 7 列 ， 从 上 到 下 第 一 次 出 现 
在 某 行 的 两 个 数 不 同 ， 这 两 个 数 a;、a; 一 定 满足 wj 二 wj。 于 是 4; 之 ai 十 2. 


上 述 2007X 52w 表 格 中 每 一 行 表示 的 位 数 〈 其 每 位 数码 都 是 奇数 ) 满足 条 件 ， f 
加 


离 瑟 阅 薄 下 竺 性 海江 回 兴 症 O 


次 可 济 注 否 禾 性 涟 证 同 入 症 O 


但 其 没有 限制 在 区 间 [2X10" ,10") 内 ， 其 中 ，mz 一 527. 
删 去 只 包含 1 和 3 的 列 ， 并 在 第 1 列 加 上 全 是 3 的 列 ， 则 共有 1 十 52™” 一 22w 列 ， 
满足 题目 的 要 求 . 


【模拟 实战 】 


1. (2002 年 全 国 女子 数学 奥林匹克 题 ) 夏令营 有 3n (7 是 正 整 数 ) 位 女 同学 参加 ， 
每 天 都 有 3 位 女 同学 担任 值勤 工作 ， 夏 令 营 结束 时 ， 发 现 这 3n 位 女 同学 中 的 任 
何 两 位 ， 在 同一 天 担任 值勤 工作 恰好 是 一 次 . 

(1) 问 : 当 z 一 3 时 ， 是 否 存在 满足 题 意 的 安排 ? 证 明 你 的 结论 . 
(2) 求证 : ”是 奇数 . 

2，(2007 年 俄罗斯 数学 奥林匹克 题 ) 对 于 整数 之 3， 我 们 用 n? 表示 所 有 小 于 的 

素数 的 乘积 〈 称 为 “mn 一 问号 ”)， 试 解 方程 n? 二 2n 十 16. 


3, (IMO - 26 预选 题 ) zi，z，…，xz 为 十 1 或 一 1， 并 且 zizazszt 十 razsztzs 十 
3T4Z576 十 十 Zr-3Zo-a-izn 十 Ze 2Zo_izezl 十 To-Izerizs 十 zozlzzs 一 0， 证 
明 能 被 4 整除 


4. (2007 年 克罗地亚 数学 竞赛 题 ) 已 知 数列 {a,} 满 足 
=3,4n=2 二 doal"**an1 (n>1). 
(1) 证 明 : 数列 {a,) 的 任意 两 项 互 素 ; 
(2) 求 azo0. 

5. (第 19 届 北 欧 数学 竞赛 题 ) 求 所 有 正 整数 &， 使 得 在 十 进 制 表 示 下 ，“& 的 各 位 数 


字 的 积 等 于 种 4 一 211. 


6。(2005 年 新 西 兰 奥林匹克 选拔 赛 题 ) 求 所 有 正 整数 z，y， 使 得 (x 十 y) (zy 十 1) 是 
2 的 整数 次 寡 , 

7，(2005 年 克罗地亚 数学 竞赛 题 ) 求证 : 存在 唯一 由 十 进 制 表示 的 正 整数 ， 该 数 是 
仅 由 数字 2 和 5 组 成 的 2005 位 数 ， 且 能 被 2” 整 除 . 

8 (第 17 届 北 欧 数 学 竟 赛 题 ) 我 们 将 一 些 石头 放 入 10 行 14 列 的 佐 形 模 盘 内 ， 允许 
在 每 个 单位 正方 形 内 放 入 石头 的 数目 多 于 1 块 ， 然 后 发 现在 每 一 行 每 一 列 上 均 有 
奇数 块 石头 .如 果 将 棋盘 上 的 单位 正方 形 相间 地 染 为 黑色 和 和 白色， 证 明 ， 在 黑色 
正方 形 上 石头 的 数目 共有 偶数 块 . 

9， (2007 年 克罗地亚 数学 竞赛 题 ) 是 否 存在 这 样 的 直角 三 角形 ， 其 斜 边 长 为 3006， 
两 条 直角 边 长 均 为 整数 ? 


10，( 第 32 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 题 ) 对 于 怎样 的 正 整数 >， 可 以 找到 两 个 非 整数 的 
人 - 


ya 


1 


12. 


正 有 理 数 a,b, 使 得 a 十 b 与 a 十 都 是 整数 ? 

(2004 一 2005 年 度 匈牙利 数学 奥 条 匹克 题 ) 已 知 n 是 正 整 数 ， 如 果 存在 整数 m， 
wa，…，a (不 一 定 是 不 同 的 ) 使 得 ai 十 4; 十 … 十 an 二 Qa142…as 一 n， 则 称 n 是 
“迷人 的 ”。 求 迷人 的 整数 . . 

(第 20 届 爱 尔 兰 数学 奥林匹克 题 ) 已 知 r、n 均 为 非 负 整 数 ， 且 r<n， 证明: 


(CD 旺 导 2C; 为 整数 ， 


国 这 
(2) 对 9, 有 Yi 一 22C;<2", 其 中 ,[z] 表 示 不 超过 实数 z 的 最 大 整数 


。 (2003 年 台湾 集训 营 题 )》 对 于 正 整 数 n 宇 1, 设 fn) 二 ,其 中 21n,2**'hn, 设 


一 0; 当 1 时 定义 如 下 :圭一 1 十 27(0D 一 ar 
证 明 ， 每 个 非 负 有 理 数 在 数列 ze ，z ，zz，… 中 出 现 且 仅 出 现 一 次 . 


(2003 年 国家 队 培训 题 ) 如 果 一 个 正 整数 的 所 有 正 约 数 之 和 为 其 两 倍 ， 则 称 该 数 


为 一 个 完全 数 ， 求 所 有 的 正 整 数 n， 使 得 一 1 和 开 呈 都 是 完全 数 . 


次 吾 丈 溢 卫 了 幅 涟 洲 同 新 沽 0 


离 酝 六 疙 于 重心 洋 沁 局 站 站 0 


所 以 32: 一 22+1 一 6* 是 合 数 . 
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第 五 章 ”素数 、 合 数 及 威尔逊 定理 


【基础 知识 】 


1 一 个 大 于 1 的 整数 ， 如 果 只 有 1 和 它 本 身 作 为 它 的 约 数 ， 这 样 的 正 整 数 叫 做 
素数 〈 也 叫 质数 )， 如 果 除 了 1 和 它 本 身 之 外 还 有 其 他 的 正 约 数 ， 这 样 的 正 整数 叫做 
合 数 . 

1 既 不 是 素数 也 不 是 合 数 . 

因此 ， 自 然 数 集 N 满足 N={1} U {素数 }U { 合 数 }. 

2， 大 于 1 的 整数 的 所 有 真 约 数 中 ， 最 小 的 正 约 数 一 定 是 素数 . 

3， 合 数 a 的 最 小 素 约 数 不 大 于 v&， 

4. 素数 有 无 穷 多 个 . 


5， 不 存在 这 样 的 多 项 式 f(n) = 六 an'， 使 得 对 任意 的 自然 数 n，/(n) 都 是 
素数 . 

6， 威 尔 撑 定理 ，p 为 素数 的 充分 必要 条 件 是 (p 一 1)! 三 一 1(mod p). 
【典型 例题 与 基本 方法 】 


例 1 (1990 年 第 24 届 全 苏 数学 奥林匹克 题 ) 试问 ， 对 于 哪些 自然 数 mn， 数 
32+1 一 22n+1 一 0” 是 合 数 ， 

解 原 式 可 化 为 

32+1 一 22+1 一 6 一 32rf1 -3 。2o 一 221 

一 32+1 一 3otl gr gr 。2rr1 arti 
3"t1(3"—2")+2"+! (3"—2") 
=(8"—2") (3"t1 +2"+1). 

当 " 一 1 时 ，3? 一 22+1 一 6" 一 13 是 素数 . 
当 n>1 时 ,由 于 
3 一 2 >>1，3 叶 十 2 1， 


因此 所 求 的 ”为 之 2 的 自然 数 . 
例 2 车 a 为 自然 数 ， 则 at 一 3a? 十 9 是 素数 还 是 合 数 ? 给 出 你 的 证 明 . 
解 已 知 表达 式 可 分 解 为 


at 一 3 十 9 二 (a 十 6a? 十 9) 一 9a? 二 (a? 十 34 十 3)(a? 一 34 十 3). 
当 a=1 时 ， a! 一 3a? 十 9 二 7 为 素数 ; 
当 4=2 时 ，a' 一 3a? 十 9 二 13 为 素数 ; 
当 a>2 时 ，a 一 3 达 0， 则 
好 十 3a 十 3 二 1， 
a2 一 3a 十 3 一 a(a 一 3) 十 3 二 1. 
于 是 a 一 3a? 十 9 可 以 分 解 为 两 个 大 于 1 的 整数 的 乘积 . 
所 以 ， 当 a 二 1 或 2 时 ，at 一 3a? 十 9 为 素数 . 
当 a>2 时 ，a! 一 3a? 十 9 是 一 个 合 数 . 


d 十 e 十 f 可 以 整除 abc 十 def 与 a4b++bc 十 ca 一 de 一 ef 一 fd. 
证 明 ，S 是 合 数 . 
证 明 设 P(z)=(x+a)(r+ 了 (x+) 一 (zx 一 d)(z 一 2)(z 一 有) 
=Szr’+(abt+bct+ca—de—ef— fd)rtabctdef, 
则 二 次 多 项 式 P(z) 的 系数 都 是 S 的 倍数 . 因此 ， 
P(d)=(atd)(b+d)(ctad) 
也 是 S 的 倍数 . 
由 于 a 十 d、 6 十 d、c 十 d 均 小 于 S， 所 以 ，S 一 定 是 合 数 . 


为 非 办 整数 ， 证 明 ， 到 二 于 是 合 数 、 
证 明 由 韦 达 定理 得 
站 十 z 一 一 全 ,ziza 一 1 一 分. 
则 mm 一 一 2(Czi 十 zz),m 一 2(1 一 zizz). 
故 亚 于 于 一 (zi 十 za 十 (一 azo 


一 好 十 好 十 1 十 双 z 
一 (于 十 1)(z 十 1). 


例 3 (IMO-46 预选 题 ) 已 知 正 整 数 a、5、c、d、e、f 满足 和 S 二 a 十 6b 十 c 十 


例 4 《2007 年 克罗地亚 数学 竞赛 题 ) 已 知 方程 2 十 mz 十 2 一 2 一 0 的 两 个 根 均 
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因为 = ，z 皆 为 非 夫 整数， 所 以 ， 到 二 世 为 合 数 ， 
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证 明 设 已 知 方程 的 两 个 根 为 zt ，z: ， 则 
Zi 十 zz 一 一 yzizz 一 0 十 1. 
于 是 有 ae: 十 刀 一 (z 十 zz)2 十 (zizz 一 1)2 
一 也 十 好 十 2zi ze 十 碍 如一 2rlzz 十 1 
一 好 好 十 好 十 邓 十 1 
一 (好 十 1)( 好 十 1)。 
显然 , 由 zEN，zEN 得 卫 十 ]>1， z+1>1. 
所 以 a? 十 大 是 合 数 . 
例 6 求 所 有 的 素数 p, 使 4p? 十 1 和 6p’ 十 1 也 是 素数 . 
解 设 u=4p? 十 1, v==6p? 十 1， 
并 设 p= 二 5k 十 7， kEZrE{0,1,2,3,4}. 
于 是 
u==100k? 十 40kr 十 4? 十 1， 
& 一 150 双 十 6O0&r 十 6 疡 十 1. 
车 p 寺 0 (mod 5), 则 w=1, v=1 (mod 5); 
车 Pp 三 1 (mod 5), 则 w==0, v=2 (mod 5); 
车 p==2 (mod 5), 则 w=2, v=0 (mod 5); 
车 p 三 3 (mod 5), 则 w=2, v=0 (mod 5); 
车 p=4 (mod 5)， 则 x=0，v=2 (mod 5). 


因此 ， 对 任何 整数 p， 三 个 数 p，u，w 之 中 有 一 个 且 仅 有 一 个 能 被 5 整除 . 

由 于 当 p 不 能 被 5 整除 时 ，u 和 ~ 之 中 有 一 个 能 被 5 整除 ， 即 x 和 之 中 有 一 个 
不 是 素数 ， 所 以 车 使 和 都 是 素数 ， 只 有 p 能 被 5 整除 时 才 有 可 能 ， 又 由 于 p 是 
素数 ， 所 以 如 一 5. 
不 难 验证 ， 当 p 二 5 时 ，v 一 4 。 5 十 1 一 101，v 一 6。5: 十 1 一 151 都 是 素数 


因此 ， 本 题 只 有 唯一 解 . 


例 7 (第 20 届 爱尔兰 数学 奥林匹克 题 ) 求 出 所 有 的 素数 p、g 满足 


妃 | (9 十 6) 且 ql(p+7). 

解 若 p 二 2,， 由 pl(qt+6), 得 g=2. 
此 时 ,gh(p 十 7). 故 p 冯 2. 

车 g=2, 由 pl(qt+6), 得 pp 一 2. 


例 5 (1986 年 第 20 局 全 苏 教学 奥林匹克 题 ) 方程 十 azr 十 b 十 1 二 0 的 根 是 自 
然 数 ， 证 明 a? 十 br? 是 合 数 . 


而 op 十 7) ,矛盾 . 故 go 天 2， 
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因此 ， 刀 、9 均 为 奇 素数 . 
进而 ，z 十 7 为 偶数 . 
因为 g| (十 7) ,所 以 ， 
p+7 -9q 十 6 十 7 
gq< 2 < 


故 g<13. 

用 枚 举 法 讨论 9 二 3，5，7，11，13 的 情况 . 

易 知 当 且 仅 当 q 一 13，z 一 19 时 ,满足 题 意 . 

例 8 (第 36 局 关 国 数学 奥林匹克 题 ) 证 明 : 对 所 有 的 非 负 整数 an，?77 十 1 是 
2n 十 3 个 素数 〈 不 一 定 互 不 相同 ) 的 乘积 . 

证 明 对 ”用 数学 归纳 法 . 

当 n=0 时 ，7” 十 1 一 7 十 1 一 23 ， 结 论 成 立 . 

假设 当 n=k 时， 结论 成 立 ， 即 ?7” 十 1 至 少 是 2 十 3 个 素数 的 乘积 , 

当 n 一 & 十 1 时， 只 需 证 明 ， 对 mmEN+， 记 zx 一 7 1， 于 入 是 一 个 合 数 [这 样 ， 
7tA+' 十 1 至 少 是 2k 十 3 十 2 二 2 《k 十 1) 十 3 个 素数 的 乘积 ]. 

注意 到 ， 


z+1l_ (r+) —[(zt1)"’—(r +1)] 
十 1 十 1 


?7z(z5 十 3z: 十 5z3 十 5z2 十 3z 十 1) 
1 


一 (xz 十 1)4 一 7z(zt 十 2z3 十 3z2 十 2r 十 1) 
一 (xz 十 1)5 一 7 加 (z2 十 z 十 1)2 
二 [Cx 十 1 一 7"(z 十 x 十 1)] * [Cz 二 1) 十 7"《(z? 十 zx 十 1)]. 
事实 上 ， 上 式 右 端的 两 个 因子 都 大 于 1， 只 需 对 较 小 的 一 个 进行 检验 . 
注意 到 /7z<z， 则 
(z 十 1D)3 一 7"( 妆 十 z 十 1) 一 (十 D3 一 7z(z2 十 z 十 ]) 
zt 十 3 十 3z 十 1 一 x(x? 十 zx 十 1) 
=2z’ 二 2x 十 1 之 113>1. 


这 表明 ,三 基 是 一 个 合 数 ， 结 论 成 立 . 
例 9 (2002 年 澳大利亚 国家 数学 竞赛 题 ) 已 知 多 项 式 P(n) 二 一 玉 一 5n 十 2， 


求 所 有 整数 ,使 得 P:(n) 是 一 个 素数 的 平方 . 
解 设 p 是 素数 ， 则 P*(n) 二 p? 成 立 的 充 要 条 件 是 P(n) 二 十 Pp. 由 于 


一 (z 十 1)8 
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P(m)=m—rw—5nt+2=(n+2) (rn —3n+1), 
则 要 么 十 2= 土 1, ne 一 3n 十 1== 土 p; 
要 么 开 一 3n 十 1 二 土 1, n 十 2= 土 p. 
(1) 当 n 十 2=1 时 , wr 一 3n 十 1=5. 
(2) 当 n 十 2= 一 1 时, rr 一 3n 十 1 二 19. 
(3) 当 允 一 3n 十 1 二 1 时， 

车 n=0, nn 十 2 二 23 

车 n= 二 3, n 十 2 二 5. 

(4) 当 妇 一 3 十 1 一 一 1 时 ， 

车 n==1, n 十 2 二 3; 

车 n=2, n 十 2=4. 


因为 4 不 是 素数 ， 所 以 ，n 的 值 共 5 个， 分 别 为 一 3， 一 1，0，1，3. 


例 10 设 p 是 素数 ， 整数 z、y、z 满 足 0<z<y<z<p. 车 五 、w、 当 除 以 p 


的 余数 相等 ， 证 明 : zz 十 十 2 可 以 被 z 十 y 十 zx 整除 . 
证 明 由 已 知 x 三 y 圭 z (mod Pp)， 所 以 ， 
pl(z—y),Bp pl(z—y) (z+zryt+y). 

又 0 二 zy<p,p 为 素数 , 故 让 (x 一 y). 因此 ， 
pl(zx+zxyt+y). 

同 理 可 得 
力 | (六 十 yz 十 到 )， 

力 | (z2 十 zz 十 z2)， 

由 @、@ 知 ， 

访 | (z2 十 zy 十 关 一 少 一 yz 一 好 )， 即 户 | (zx 一 z)(Cz 十 ?十 =)。 

从 而 ,p|(z 十 y 十 z). 

已 知 0<z<y<z<p, 所 以 ， 

ZI 十 y 十 z 二 户 或 2p. 

由 于 p>3, 则 (2,p)=1. 

又 因为 x 十 y 十 z 夺 x? 十 淆 十 (mod 2), 故 只 须 证 如 | (xz? 十 yy 十 z?). 
由 @ 得 pl[x(z 十 y 十 z) 十 一 zzj, 于 是 ， 

p(y —zz). 

同 理 p|(z’ 一 yz)， 

B12 

由 ~@ 得 站 3(z2 十 风 十 之)， 
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故 pl(z? 十 YY 十 z?). 


原 题 得 证 . 员 
例 11 (第 55 届 捷 克 和 斯 洛 伐 克 数 学 奥林匹克 题 )》 求 所 有 的 由 不 同 素数 组 成 的 目 林 
三 元 数组 (p,q,7) 满 足 p1 (9 十 >) ,ql(r 十 2p),r|(p 十 3g). 
解 (1) 车 p 是 p，q,r 中 最 大 的 素数 ， 由 pl(g+7) 及 g++r<2p 得 gq 十 r 二 p. 是 效 
由 gl(r 十 2p), 得 qi(3r 十 29), 即 q|3r, + 
因为 9 天 ~, 所 以 ,q 一 3. 的 
于 是 ,p==r 十 3. 
由 7|(p 十 3q) ,得 | (r 十 12), 即 r|12, 所 以 ， 问 
r=2, p=5. 是 


(2) 若 g 是 p，gq,， 7 中 最 大 的 素数 ， 由 于 g|(r 十 2p), 且 7 十 2p<<3q, 则 

r 十 2p 二 q 或 r 十 2p 二 2g. 

著 2g 一 r 十 2b, 则 > 为 偶数 ,从 而 ,一 2. 于 是 ,9 一 记 十 1, 矛 盾 . 

车 gq=r 十 2p, 由 pl(g 十 7), 得 p1(2r 十 2p), 即 加 | 2r. 因此 ,p==2. 

由 rr|(p 十 3q), 知 ri(3r 十 7p), 得 rj(3r 十 14), 即 r114, 所 以 ， 

7 一 7,9 一 11. 

(3) 若 ~ 是 户 ，g，r 中 最 大 的 素数 ， 由 于 -| (如 十 39), 且 p 十 39<4r, 则 

p 十 3g 二 3r 或 p 十 3g 二 2r 或 p 十 3g 二 r. 

若 加 十 3g=3r, 则 p= 二 3. 于 是 ,r 一 9 十 1, 矛 盾 . 

车 p 十 39=2r, 由 pi(q+7r), 得 pl2(g 十 站), 知 p|(p 十 5g), 即 加 5q. 因此 ,p==5. 

由 9|2(r 十 22) ,得 gl(3g 十 25), 即 g|25, 所 以 ,g 一 5, 矛 盾 . 

车 p+3g=7, 由 pi(qt+7), 得 pl(p 十 49), 即 p14g, 所 以 ,p=2. 

由 gl(r 十 2p), 得 ql(3g 十 6), 即 q16, 所 以 ， 

q=3,r==p 二 3g 二 11. 

综 上 所 述 ,满足 条 件 的 数组 共有 三 组 : 

(5,3,2),(2,11,7),(2,3,11). 

例 12 (2006 年 澳大利亚 数学 奥林匹克 题 ) 甲 、 乙 两 人 玩 一 个 猜 数 游戏 ， 甲 选 
一 个 正 整 数 a， 并 告诉 乙 c 适 2006， 每 次 乙 告 诉 甲 一 个 正 整数 8， 则 甲 告 诉 乙 a 二 是 
否 是 一 个 素数 ， 证 明 : 乙 问 甲 的 次 数 小 于 2006 就 能 猜 出 甲 选 的 数 a. 

证 明 定义 : 

数列 S,(k) 二 (k 十 1， 十 2，… ,十 nn) ， 


函数 fo) 一 人 xm 为 素数 ， 


0, m 为 合 数 ， ' 
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CS CR)) 一 (FOR 十 1)，FCR 十 2 CR 十 z)). 


对 甲 选 的 正 整数 a(1<a<2006)， 取 5 二 1，2，…，2005， 得 到 f(Szoos (a)). 

为 确定 a， 只 须 证 : 对 1<i<j<<2006，f(Szws ()) 关 了 (Szo0s (7)). 

下 面 用 反 证 法 . 

假设 存在 REN+ ， 使 得 1<i<i 二 k<2006, 且 

了 (Sa (2)) = FSoo0s (i+k)). 

则 对 任意 的 wE[i, i 十 2005], 有 

fwW=fCutk). 

车 k=1， 显 然 ，2003，2011 之 一 必 在 [i, i 十 2005] 中 ， 

注意 到 f(2003, 2011) 二 (1,1), 但 

f(2003+1, 2011+1)=(0, 0), 
矛盾 ， 故 ke 入 1. 

若 2 十 &， 显 然 ，2003、2011 之 一 必 在 [i, i 十 2005] 中 . 

注意 到 /(2003, 2011)=(1,1), 但 

了 (2003 十 &,2011 十 &) 二 (0,0) ,矛盾 . 
故 2 |k. 

车 3 人 k， 显 然 ，{1999，2003}、{2017,2027} 之 一 必 包 含 在 [i, i 十 2005] 中 ， 设 
为 a、b, 

注意 到 f(a, 5)==(1, 1), 但 0€ f(a+k,，6+k)( 因 a、5 模 3 余 1、2, 故 a 十 k、b 十 
上 之 一 模 3 余 0), 矛 盾 . 故 31k. 

若 5 人 ,显然 {1871, 1873, 1877, 1879}、{2003, 2011, 2017, 2029}) 之 一 必 包 含 
在 [i, i 十 2005] 中 , 设 为 a、b、c、d. 

注意 到 f(a,b,c,d) 二 (1,1,1,1), 但 0€ f(a 二 +k,6 十 kc 十 kd 十 k)( 因 a.b.c.d 模 
5 余 1.2.3、4, 则 a 十 kb 十 kc 十 kd 十 之 一 模 5 余 0), 矛 盾 ， 故 5|k. 

从 而 ，30|k. 

于 是 , k 宕 30，i<<2006 一 k&<2006 一 30 二 1976. 

若 7 站 上， 显然 ，{1987,1993,1997,1999,2003}S[Li,i 十 2005] ,是 1949、2089 之 
一 必 在 [i,i 二 2005] 中 ，, 设 为 a、5、c、d、e、g， 其 模 7 分 别 余 1、2、3、4、5、6. 

注意 到 f(a,b,csd,e,g) 二 (1,1,1,1,1,1), 但 0€ f(atk,6bk,c 十 kd 十 ke 十 k， 
8 十 k) ,矛盾 故 7|k. 

从 而 ，210|k. 

于 是 , 之 210，i<<2006 一 &<<2006 一 210 二 1796. 

车 11 卜 &， 显然 ，{1831,1873,1879,1973,1979,1987,1993,1997,1999,2003} 己 


[ii 十 2005], 设 为 m ，az，…，ao， 其 模 11 分 别 余 1，2，…，10. 

注意 到 Fa ,az, ao) 一 (1,1,…,1), 但 0E Fa 十 Evaz 十 Eva 十 R) ,矛盾 . 
故 11|4. 

从 而 ，23101k. 

于 是 , 之 2310， 与 2005 矛盾 . 

因此 ， 所 证 命题 成 立 . 


【 解 题 思维 策略 分 析 】 


1， 仔 细 分 析 条 件 ， 求 解 满足 某 些 条 件 的 素数 

例 13 (第 25 届 巴西 数学 奥林匹克 题 ) 求 最 小 的 正 素 数 ， 使 得 对 于 某 个 整数 n， 
这 个 素数 能 整除 n? 十 5n 十 23. 

解 设 Fo) 一 到 十 5a 十 23， 因 为 

f(n)=1(mod 2), f(n) 三 土 1( mod 3)， 

f (n= 一 1, 土 2(mod 5)， 

om 三 1,3, 士 2mod 7)， 

Jo 三 1, 士 3, 士 4,6(mod 11)， 

J(0D) 三 一 2, 士 3,4, 一 5, 土 6(mod 13)， 
且 f( 一 2)=17， 

所 以 ， 满 足 条 件 的 最 小 的 正 素数 为 17. 

例 14 (2004 年 丝绸 之 路 数学 竞赛 题 ) 求 所 有 的 素数 ,使 得 存在 整数 m,n 满 
足 p=m 十 ,有 生 pl(m 十 mw 一 和. 

解 ” 当 |m| .lz| 委 3 时 ,素数 2 一 了 2 十 1，5 一 1 十 22，13 一 (一 3)2 十 (一 2)2 满足 


条 件 . 
下 面 证 明 ， 仅 有 这 些 素数 满足 条 件 . 

由 p 一 十 对， 得 mn 一 加 地 一, 于是， 有 
m+m—4=(m+n)’—3(mtn)mn—4 


(mtn)’+3p(mt+n)—8 
人 i 


由 pl Gm 十 碟 一 4), 甩 |[Cm 十 nm)? 十 8j. 

于 是 ， 要么 pi(m 十 n 十 2) ;要么 pl[m 十 n)? 一 2(m 十 nn) 十 筷 , 即 当 pp 之 2 时 ,等 价 
于 pl(mn—m—n+2). 

(1) pl (mm 十 ma 十 2). 

注意 到 到 十 妈 委 |mm 十 2 十 21- 
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当 闪 十 妈 入 mm 十 az 十 2 时 ,有 

〈2m 一 1)2 十 (2n 一 1)2<10， 可 得 一 1 入 mm，r 委 2; 
当 me 十 妈 委 一 (mm 十 ma 十 2) 时 ,有 

(2m 十 1)? 十 (2n 十 1)* 志 一 6， 无 解 . 


(2)p 
注意 到 
当 z2+ 


me 
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因此 ， 
(2) 当 
从 而 ， 


(2m 一 n 十 1)? 十 3(n 十 1)? 二 12, 可 得 一 3<m, n<<1; 


2 
C2mtn—1)*+3(n 一 二) <— 匀 ， 无 解 . 


例 15 (第 29 忆 俄罗斯 数学 奥林匹克 题 ) 求 所 有 素数 Pp， 使 得 一 十 1 成 立 ， 
其 中 x，y 是 正 整数 . 

解 因为 刀 一 (? 十 1D)( 史 一 ?十 D，y>>0, 所 以 ，y 十 1 过 2. 

令 yt1=p'(tEZ+, 1<t<z), 则 

y=p' 1. 

从 而 , YY 一 yt+1=p"'. 

将 y= 一 1 代入 得 

(六 一 1 一 (太一 1D) 十 1 一 如， 即 pr—3p'+3=p"™. 

故 p" Pp” 一) 二 3(p' 一 1). 

(1) 当 p=2 时 ，p*” ”一 1，p' 一 1 为 奇数 ， 则 p”' 为 奇数 . 


故 x=t, 一 y 十 1 二 1. 


当 31p” 人 时, p 二 3, 二 t 十 1, 则 
yyt1=3. 

解 得 > 一 2，xz 一 2. 

当 31(Cpx 一 1D) 时 ， 有 一 |( 祝 一 1D)，z 一 上 


由 (1) 得 > 一 1，z 一 2， 了 矛盾. 
综 上 所 述 ， 有 两 组 解 
p=2, x=1, y=1 和 p=3, x=2, y=2. 


(mn—m—n+2). 
mtnw|mn—m—nt+2|. 
Hmn 一 m 一 n 十 2 时 , 有 


He 才 一 (mn 一 m 一 n 十 2) 时 ,有 


y=1, p=2, x=1. 
力 关 2 时 ， 户 为 奇数 ， 则 p*”“ 一 1，p' 一 1 为 偶数 ， 太 -为 奇数 . 
31p 下 或 31(p* 一 ). 


例 16 


任 一 素数 gq<p， 若 p 二 kg 十 r，0<r<g， 则 不 存在 大 于 1 的 整数 a， 使 得 a? 整除 x. 


(1999 年 国家 集训 队 选 拔 考 试题 ) 试 求 满足 以 下 条 件 的 全 部 素数 p: 对 


解 注意 到 p=2,， p= 二 3 二 1X2 十 1， 
p=5=2X2+1==1X3 十 2,，p 二 7 二 2X3 十 1 二 1X5 十 2. 

均 满足 题目 要 求 的 条 件 . 

而 一 11=1X7 十 4 一 1X7 十 2?， 

Zp 二 11 不 满足 题目 要 求 条 件 . 

现 考虑 p>11 的 情形 . 

考察 p 一 r 二 kgq，0<r<g. 

显然 ， 由 素数 gq 二 素数 p， 及 p11 知 

rz¥1, 2, 3, 5, 6, 7, 10, 11, 12. 

现 研 究 p 一 4, p 一 8,，p 一 9. 

由 于 pp 一 4 不 能 含有 大 于 3 的 素 约 数 ， 由 Q 

p—4=3", a>2. 

由 于 轧 是 奇 素数 ， 所 以 p 一 9 是 偶数 ， 含 有 素 约 数 2， 且 它 的 素 约 数 不 超 过 7. 

由 于 p 一 9=3* 一 5， 则 p 一 9 不 能 含 素 约 数 5. 

于 是 ，p 一 9 只 能 含 素 约 数 2 和 7. 

再 考虑 p 一 9 所 含 素 约 数 2 的 最 高 次 宕 . 
1—5 
3—5 


p—9—3"—5=| 


于 是 8++p 一 9. 

这 样 ，p 一 9 只 有 两 种 可 能 : 

p 一 9 二 2，7*, 或 p 一 9=2:。75, 

车 p 一 9=2。7, 则 3 一 5 二 2、，7;， 即 3 一 2(7* 十 1) 十 3. 
由 此 得 ”0 三 7 三 1(mod 3)， 了 矛盾. 

于 是 只 有 p 一 9 二 4*7’， 

或 p 一 8 二 4 7; 十 1. 

由 于 p 一 8 不 含 大 于 7 的 素 约 数 . 

由 3|p 一 4 得 3tp 一 8. 

由 ?lp 一 9 得 7hp 一 8. 

这 样 ，p 一 8 只 含 素 约 数 5， 

户 一 8 一 5 

于 是 ， 由 @ 和 @ 得 4，7=5" 一 1, 6 之 0, c 之 1. 
车 6 之 1， 考 察 数列 

{5°—1(mod 7)}={4,3,5,1,2,0,4,3,5,1,2,0,.…}, 


(emoa 8)， 
6 


离 耳 可 洛 否 下 性 涟 省 局 洪 症 0 
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于 是 < 是 6 的 倍数 . 

设 c=2c ，c>1,， 则 

4 "7 一 25“ 一 1， 即 2414。7*， 这 是 不 可 能 的 . 
所 以 ,5b 之 1 不 成 立 . 

于 是 b==0, c=1, 故 

p 一 8 二 4* 70 十 1， 即 p=13. 

综 上 , p=2, 3, 5, 7,，13. 


例 17 (IMO- 28 试题 ) 已 知 w>2， 且 对 0<kCA/ 皇 ， 妈 十 k 十 n 是 训 数 ， 求 


证 对 0S<kSn 一 2， 姑 十 十 n 也 是 素数 . 

证 法 1 假设 对 所 有 的 &，0<k<n 一 2， 妈 十 k 十 n 不 都 是 素数 ， 即 存在 一 些 ， 
0<k<n 一 2,， 使 得 及 十 k 十 n 是 合 数 . 

设 如 是 使 得 姑 十 k 十 n 是 合 数 的 最 小 的 &， 则 如 <<n 一 2， 局 十 如 十 n 是 合 数 . 

再 设 9 是 导 十 如 十 2” 的 最 小 素 因 子 ， 则 g? 志 始 十 bo 十 n. 

我 们 首先 证 明 g>2k。. 

车 gq<2k。， 考 虑 差 

(BB 十 ko 十 n) 一 (k? 十 k 十 n) 二 (ko 一 k)(ko 十 k 十 1)。 

取 k 二 0，1，2，…， 一 1， 则 由 的 规定 ， 怒 十 & 十 为 素数 ， 

此 时 ,如一 k 二 1，2，…，ko，ko 十 k 十 1 二 ko 十 1，ho 十 2，…*，2ko。 

于 是 如 一 k 与 &o 十 k 十 ] 遍 取 1，2，…，2ko 诸 数 ， 由 于 gq<<2k。， 则 存在 一 个 ， 
使 得 

gl (ko—k) (ko 二 十 1), 0 

又 因为 “ql 局 十 ko 十 n， 则 gl 有 十 k 十 nn. 

鉴于 妈 十 & 十 n 是 素数 ， 则 有 g 二 有 十 十 nn. 

由 于 ko 一 kho<<n 一 2<n 十 k 十 有 二 gq， 

名 十 & 十 1 委 (z 一 2) 十 & 十 1 一 z 十 4 一 1<m 十 & 十 妇 一 q， 

所 以 qhCko 一 (Cho 十 十 1)。 @ 

人 与 @ 了 矛盾. 

因此 ，g>>2k。， 即 9 之 2 如 十 1. 

由 于 局 十 如 十 n 之 9 之 (2 十 1)? 二 4 局 十 4ks 十 1, 即 

3h8<n—1—3k <n—1<n, 


A< /3 


由 已 知 条 件 ， 当 名 < /号 时 ， 忆 十 各 十 是 素数 ， 与 居 十 名 十 为 合 数 秆 盾 . 


因此 ， 这 样 的 不 存在 ， 即 对 二 0，1，2，…，n 一 2， 妈 十 k 十 n 都 是 素数 . 
证 法 2 假设 存在 一 些 &，0<k<n 一 2 使 得 如 十 k 十 n 不 是 素数 ， 由 n 宇 2， 则 
民 十 k 十 n 为 合 数 . 

设 如 是 使 得 姑 十 k 十 n 为 合 数 的 最 小 的 &， 即 局 十 如 十 ”为 其 中 的 最 小 的 合 数 . 
又 设 g 是 如 十 ko 十 n 的 最 小 素 因 子 . 
(1) 车 gkp， 则 可 设 如 = 二 gq 十 5b(6 之 0). 于 是 
局 十 ko 十 n 二 (gq 十 b)? 十 (gq 十 6b) 十 n 

二 gq(g 十 26 十 1) 十 ( 太 十 6 十 nn). 
由 于 6<k， 则 
术 十 b 十 nn 过 局 十 ko 十 n， 
由 如 的 假设 ， 包 十 4 十 2 是 素数 . 
又 由 于 g| 居 十 如 十 zy， qlq(q 十 26 十 1), 则 
g| 包 十 5 十 my 
所 以 必 有 g 一 妊 十 0 十 7 
此 时 有 g 一 炙 十 6 十 zz 一 2， 而 9 委 如 一 xz 一 2， 出 现 矛 盾 . 
(2) 若 9>> 如 ， 则 可 设 9 一 如 十 bo， 于 是 
妖 十 有 十 n 二 (q 一 b)? 十 (g 一 b) 十 n 

一 q(g 一 2 十 1) 十 (一 1)2 十 (6 一 1) 十 m。 
当 b 一 1<ko 时 ， 
由 6 一 1< 如 <n 一 2， 可 知 (6 一 1)? 十 (6 一 1) 十 n 是 素数 . 
所 以 有 (5 一 1)? 十 (6 一 1) 十 n 二 gq. 
于 是 至 二 刀 十 如 十 n= 二 q(g 一 2b 十 1) 十 gq= 二 9 一 2bq 十 2qg， 
从 而 b<1. 
于 是 只 能 有 4 二 1， 即 g==n 是 素数 . 
又 由 g 一 如 十 5 一 名 十 1 一 2， 而 名 十 1 委 x 一 2 十 1 一 2 一 1， 
于 是 nn 一 1. 
导致 矛盾 ， 
因此 只 能 有 6 一 1 之 k。， 即 
bh +1. 
g=ko 十 b>2ko 十 1. 
于 是 (2 如 十 1)2<o2 入 展 十 如 十 zy 


离 互 党 涤 车 所 性 涟 滑 丫 交 O 
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4 名 十 4Ao 十 1< 必 十 十 my 
n>3k 十 3ko 十 1>>3k， 


< 


然而 由 已 知 ， 当 如 过 全 时 ， 局 十 如 十 n 是 素数 ， 与 巾 十 和 十 是 合 数 矛盾 


由 以 上 知 ， 当 0<ho<n 一 2 时 ， 避 十 如 十 2 都 是 素数 ， 从 而 命题 得 证 . 
2， 合 数 的 证 明 
例 18 (1984 年 第 10 届 全 俄 数学 奥林匹克 题 》 自 然 数 a, 5，c，d 满足 等 式 
ab 一 cd， 求 证 4 一 alsst 十 b098 十 cl 十 ds 是 合 数 . 
证 明 由 ap 一 cd， 可 设 
a 二 uv，b 二 wt，c 二 ww，d 二 vt， 其 中 4，v，w，, t 是 自然 数 ， 
于 是 

kk =a 十 bust 十 cos 十 css 

一 (zw)1984 十 (rot)1984 十 (zzb) SM 十 (we)! 

= (C01904 十 tsat) | p19 (zu | ws8 ) 

一 (zasa F11984 ) (unsat 二 wos84 ). 
由 于 uw，v，w，t 是 自然 数 ， 则 
十 加 984 之 1 ， mh8t 十 za >> 1 
于 是 是 合 数 ， 
例 19 (1991 年 列宁 格 勒 数学 奥林匹克 题 ) 证 明 数 5123 十 6753 十 720? 是 合 数 ， 
证 明 今 z=512， y= 二 675, z 二 720,， 则 
一 2 ，y 一 33。52 ，z 一 24。32。5. 
于 是 2z2=3xy. 
从 而 有 
2 十 并 十 一 2 十 太一 于 十 222。z 

= 二 yz 二 3ryz 


=2+y—2—3ry(—z) 


=(x+y—z) (z+y :+2 —ry+zzt+yz). 


由 z 十 y 一 xz 之 1, 十 十 z2 一 Ty 十 Zz 十 yz 这 1, 可知 二 十 十 玫 二 512: 十 6755 十 
720? 是 合 数 . 

例 20 《1985 年 第 11 届 全 俄 数学 奥林匹克 题 ) 证 明 1010…101 ( 含 k 个 0 及 k 十 
1 个 1, 之 2) 为 合 数 . 


证 明 设 此 数 为 z;:， 则 
一 1010…101 一 100% 十 100 和 :十 … 十 100 十 1 
100 一 1 (10m):—l 


100 一 1 99 


C10 十 DG0 一 一 1) 
99 


(1) 车 为 偶数 ， 则 十 1 为 奇数 ， 于 是 
10+1=11|10*+! 十 1,10 一 1=9|10""1 一 1. 


1011+1 ,10":—1 
从 而 忆 一 9 


上 式 是 两 个 大 于 1 的 整数 之 积 ， 因 而 x 是 合 数 . 
(2) 车 为 奇数 ， 则 上 十 1 为 偶数 . A 其 中 >2, :EN, 于 是 


. 
zi = 10m + = Hor +D. 


因为 100 一 1 一 991100' 一 1, 且 一 50 一 
是 两 个 大 于 1 的 整数 之 积 ， gs en 

例 21 《IMO- 32 预选 题 ) 证 明 N 一 3 二 | 不 是 素数 . 

网 全 x 一 55， 则 

N= 3 二 zx 十 z 十 1 


9 汪 >1 (因为 宇 2) 107 十 1>1, 所 以 zx 


3 se a 

一 [(z: 十 3z 十 1) 十 58(z 十 1)][(zz 十 3z 十 1) 一 58(z 十 1)]. 
显然 ，(z2 十 3z 十 1) 十 53(z 十 1) 之 1， 

(z 十 3z 十 1) 一 58(z 十 1) 之 1， 
于 是 N 是 两 个 大 于 1 的 自然 数 的 乘积 ， 不 可 能 是 素数 ， 
例 22 〈1990 年 国家 集训 队 测 验 题 ) 若 z，a，bEN，z+l 一 za 十 bn 一 0,1， 
2,…). 证明 xz, 不 可 能 全 为 素数 . 

证 明 (1) 若 (a,6)=d>>1, 则 dlz 王 zoa 十 b. 
即 zx! 是 合 数 . 
(2) 若 (a;b) 一 1， 则 (ziva) 一 (ab 一 1 


在 zi，zxs，Zx3，*… 中 ， 至 少 有 两 个 数 关 于 mod zi 同 余 ， 设 这 两 个 数 为 mx，zrrr 
《7T 之 DD), 则 


TtHHTCmod zi)， 
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从 而 10TT 100 一 1 
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are1t+b=aritr_ 1+b(mod x1), 

QaXi-1=axitr_1 (mod zl ). 

又 因为 (za) 一 1, 则 zi 三 z44T-1 (mod x1). 

从 而 有 zi 二 zi+rCmod zi), 即 zi|zi+r。 

而 zit7 之 TT1, 又 有 二 axzo 十 b>1, 于 是 

zhr>L 

故 ri+z 为 合 数 ， 

3， 抓 住 素数 条 件 ， 求 解 其 他 问题 

例 23 (1993 年 韩国 数学 奥林匹克 题 ) 求 所 有 非 负 整数 a， 使 得 2" 十 5 是 一 个 
素数 . 

解 当 n=0 时 ， 

27 十 5 一 23 十 5 一 2 十 5 一 2 十 5 一 7 是 素数 . 

当 ”>>1 时 ， 因 为 2 二 一 1(mod 3), 所 以 

22 十 5 生 ( 一 1)2" 十 2 一 1 十 2 生 0(mod 3), 且 2" 十 5 之 3， 

从 而 2” 十 5 是 3 的 倍数 ， 且 不 等 于 3， 故 它 必 是 合 数 . 

综 上 所 述 ， 所 求 的 非 负 整数 仅 有 xz 一 0. 

例 24 (1989 年 第 50 局 美国 普 特 南 数学 竞赛 题 ) 设 K 是 这 样 的 自然 数 的 全 体 ， 
其 中 每 一 个 数 由 0 与 1 两 个 数字 相间 而 成 ， 首 位 与 末 位 都 是 1， 问 K 中 有 多 少 个 素数 ? 

解 1 不 是 素数 ， 而 101 是 素数 . 

设 101010…01 中 有 3 个 或 3 个 以 上 的 1 

这 种 数 总 可 以 表示 为 

1 十 100 十 100? 十 … 十 100" 二 


由 于 
100"™' —1, 10%t?—1_(10"1!+1)(10"+! —1) 


100—1 = (10+D(10—1) 


Cl0-: 十 1)。99…9_ (10""1+1) 
〈10 十 1)。9 (10+1) 


如 果 为 奇数 ， 那 么 十 1 为 偶数 ， 这 时 基 江 是 大 于 1 的 整数 


二 
190 (n>2). 


。，11.…1. 


从 而 也] ，Glor' 十 D 是 两 个 大 于 1 的 整数 的 乘积 ， 即 190 1 是 合 数 


如 果 ”为 偶数 ， 那 么 十 1 为 奇数 ， 这 时 10 十 1 能 整除 10+ 十 1， 并 且 商 大 于 二 
19” ”十 1 . 11.…11 是 两 个 大 于 1 的 整数 的 乘积 ， 即 100" 一 1 是 合 数 . 


这 就 表明 ， 当 "之 2 时 ， 这 种 数 总 是 合 数 . 

因此 ，K 中 的 素数 只 有 一 个 ， 即 101. 

例 25 (2007 年 保加利亚 国家 队 选 拔 赛 题 ) 求 所 有 的 正 整数 zx，y， 使 得 ( 刀 十 
3)( 史 十 z) 是 一 个 素数 的 5 次 宕 . 

解 设 (x? 十 y)(y? 十 z) 二 声 ， 其中， 为 素数 ， 则 

ZT 十 y 二 p'， 六 十 x 二 PP， 其 中 ，{s,t} 二 人 1,4} 或 {2,3). 

在 第 一 种 情况 ， 不 妨 假设 x<y， 则 

到 十 ?一 轧 ， 交 十 z 一 办 ， 故 

所 二 (十 y) ?之 x 十 二 p' ,矛盾 . 

于 是 , 设 z<y, 十 y=p?, y++x==p’， 且 <p. 

因为 pI[(x 十 W(X 一 十 (六 十 7)]==x' 十 + 二 zx(x 十 1)(z? 一 x 十 1), 所 以 ， 

pr|l(r+D (x —z+l). 

车 pl(z 十 1), 则 p==x 十 1, 于 是 ， 

(z 十 1)|(z 一 z 十 1) 一 (z 十 1D)(z 一 2) 十 3. 

从 而 ，z 王 2， 因 一 3，y 一 5. 

若 奸 (z 二 1)， 则 产 |(z2 一 z 十 1)。 

因为 娟 |(z2 十 y) 一 (z2 一 Z 十 1) 十 (z 十 y 一 1)， 

所 以 靖 {(z 十 y 一 1D). 

于 是 , y 之 Pr 一 fz 十 1> 产 一 p， 户 二 十 7 和 >p*(p 一 1)*. 蔬 盾 . 

综 上 所 述 ， 解 为 , (2，5) 和 〈5，2). 

例 26 (第 18 届 韩国 数学 奥林匹克 题 ) 设 记 是 一 个 素数 ， 且 

万 (z) 一 ze 十 zi 十 … 十 z 十 1. 

(1) 对 任何 一 个 能 被 p 整除 的 整数 m， 是 否 存 在 一 个 素数 9， 使 得 9 整除 
fplm), 且 9 与 mlm 一 1) 互 素 ? 

(2) 证 明 ， 存在 无 限 多 个 正 整 数 n， 使 得 pn 十 1 是 素数 . 

解 (1) 设 g 是 任何 一 个 能 整除 f,(m) 的 素数 ， 由 于 f,(m) 三 1(mod m), 故 
(m,q)=1. 

如 果 m 圭 1(mod 9g), 则 f%(m) 三 p(mod q), 有 glp. 但 将 导致 矛盾 (因为 m 可 以 被 
户 整除 ),， 所 以 ,fCm) 的 任 一 个 素 因 子 都 满足 条 件 . 

(2) 用 反 证 法 . 

设 p，，pe，*…，pr 是 仅 有 的 N 个 具有 形式 pn 十 1 的 素数 . 令 m 二 ppe**…*pnp， 
而 g 是 任何 一 个 能 整除 了,(m) 的 素数 ,由 1) 知 ，m 天 0，1(mod 9). 由 欧 拉 定理 可 知 
m" 1! 三 1(mod gq)，, 及 m? 三 1(mod 9). 由 此 容易 证 明 9 一 1 能 被 p 整除 ， 矛盾 . 因此 ， 


离 瑟 阅 苏 否 征 尾 区 泗 由 并 效 O 
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所 证 结论 成 立 . 

例 27 〈2005 年 西部 数学 奥林匹克 题 ) 设 S 一 {1,2,…,2005}, 若 S 中 任意 nn 个 
两 两 互 素 的 数组 成 的 集合 中 都 至 少 有 一 个 素数 ， 试 求 = 的 最 小 值 . 

解 首先 ， 我 们 有 ”之 16， 事实 上 ， 取 集合 

Au 一 (1,22，32，52，…412，432}， 

其 元 素 ， 除 1 以 外 ， 均 为 不 超过 43 的 素数 的 平方 ， 则 ASS，|A4o|=15, A 中 任意 
两 数 互 素 ， 但 其 中 无 素数 ， 这 表明 "之 16. 

其 次 ， 我 们 证 明 : 对 任意 ASS， n= |A|==16,A 中 任 两 数 互 素 ， 则 A 中 必 存 在 
一 个 素数 . 

利用 反 证 法 ， 假 设 A 中 无 素数 ， 记 A={ai ,a:，,…,aw) ,分 两 种 情况 讨论 . 

(1) 车 1 了 A， 则 a1，as，*…，ais 均 为 合 数 ， 又 因为 (a; ,a))==1(1<i<j<<16)， 
所 以 ai 与 w 的 素 因数 均 不 相同 ， 设 a; 的 最 小 素 因数 为 p;， 不 妨 设 pi 过 ps 二 … 过 
pris， 则 

a 之 pi 之 2 ， a 之 如 之 3 ，…，ais 之 pi 之 47? 之 2005， 
矛盾 . 

(2) 若 1EA， 则 不 妨 设 as 一 1，a ，…，au 均 为 合 数 ， 同 〈1) 所 设 , 同 理 有 
之 所 之 2 ，4s 之 所 之 3: ，…，ans 过 国志 47: 之 2005， 矛 盾 . 

由 (1)，(2) 知 ， 反 设 不 成 立 ， 从 而 A 中 必 有 素数 ， 即 一 14|=16 时 结论 
成 立 . 

综 上 所 述 ， 所 求 的 最 小 值 为 16. 

例 28 〈1994 年 国家 集训 队 选 拔 考试 题 ) p，g 是 两 个 不 同 的 素数 ， 正 整数 "之 
3， 求 所 有 整数 。， 使 得 多 项 式 /(x) 二 zx" 十 ax"! 十 pq 能 够 分 解 为 两 个 不 低 于 一 次 的 
整 系数 多 项 式 的 积 . 

解 设 f(z)=z+ar™! 十 pq==g(z)h(z). @ 

可 设 g(z)， h(x) 的 最 高 次 项 的 系数 为 十 1， 否则 可 考虑 (一 g(z))。( 一 h(z))。 
即 设 


g(7)=zi Tar iz lt artao, 四 
jz) 一 z 十 polzn1 十 … 十 加工 十 和 @ 
显然 aobo 王 pg. @ 


由 p，9 是 不 同 的 素数 及 @ 式 ， 可 设 Pp 个 a。， 则 plb. 
设 忆 | 和 (一 0,1 ,sr 一 1) ,pCrSm), 
记 f(z) 中 xz' 的 系数 为 c,, 则 由 外 ,@@ 及 @ 有 


Cr =aob,Tab -itabo. 
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由 四 ao 知 站 cc， 又 由 题 设 条 件 ca 一 ce 一 … 一 cc- 一 0， 它 们 全 是 刀 的 
倍数 . 

由 于 r<m<n 一 1， 所 以 只 可 能 是 r==n 一 1， 即 

h(x) 为 n 一 1 次 多 项 式 ，g(z) 为 一 次 多 项 式 ,g(z) 一 z 十 ao、 


从 而 f( 一 ao)=0, 即 0 一 (一 co)" 十 ae( 一 co)"” 十 29， 则 

(一 ao) 呈 !(a 一 ao) 一 一 如. 加 

由 ?一 1] 之 2 及 p，g 是 不 同 素数 ， 则 由 上 式 知 co 一 士 

此 时 由 @ 式 有 a 二 1 十 (一 1)"pq 或 4 二 一 1 一 pq. 

例 29 (1984 年 第 18 届 全 苏 数 学 奥林匹克 题 ) 如果 一 个 自然 数 是 素数 ， 而 且 把 
它 的 各 位 数码 经 过 任意 交换 后 仍然 是 素数 ， 则 称 这 个 素数 为 绝对 素数 . 

证 明 绝对 素数 不 能 有 多 于 3 个 不 同 的 数字 . 

证 明 ”绝对 素数 的 各 位 数码 都 应 是 奇数， 而 且 不 可 能 有 数码 5， 假 设 某 个 绝对 素 
数 含有 四 个 不 同 的 数码 1，3，7，9， 则 可 设 

M=aiaran1379, 并 令 M=aiaswan, ai€E {1l,3,7,9}, 1Si<n. 

Mi=M. 10! 十 1379,1379=0(mod 7)， 

M: 一 M。10! 十 1397,1397=4(mod 7)， 

Mi=M* 10!+1973,1973 三 6(mod 7)， 

Mi=M. 10!+1937,1937==5(mod 7)， 

M;=M* 10!+1739,1739==3(mod 7)， 

Ms 一 M. 10'+3197,3197 三 5(mod 7)， 

M;,=M* 10!+3179,3179==1(mod 7)， 

Ms=M* 10!+9137,9137 三 2(mod 7)， 

Ms=M* 10!+7913,7913 三 3(mod 7). 

这 九 个 数 被 7 除 的 余数 不 同 ， 因 此 在 M ，M:，…，Ms 中 一 定 有 一 个 能 被 7 整 
除 而 不 是 素数 ， 从 而 出 现 巴 盾 . 

所 以 绝对 素数 不 可 能 有 多 于 3 个 不 同 的 数码 . 

例 30 《1995 年 国家 集训 队 选 拔 考试 题 ) 求 不 能 表示 成 13 一 2 | 的 最 小 素数 p， 
这 里 a 和 4 是 非 负 整数 . 

解 经 检验 ，2，3，5，7，11，13，17，19，23，29，31，37 都 可 以 写成 13 一 
2 的 形式 ， 其 中 ,0 是非 负 整数 : 

2 一 3 一 2 ，3 一 2 一 3"，5 一 2 一 3 ， 

7 一 2 一 20，11 一 3 一 2 ，13 一 24 一 3!， 

17 一 3 一 2 ，19 一 3 一 22，23 一 33 一 22， 


离 互 党 区 否 捷 性 涟 省 由 工交 0 


离 互 廊 渗 否 捷 性 活 注 加 兴 辣 


ri=n Oi=j(1<i,j<h), 
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29 一 25 一 31，31 一 2 一 3"，37 一 2% 一 33. 

猜测 41 是 不 能 表示 成 这 种 形式 的 最 小 素数 .为 了 证 实 这 一 猜测 ， 我 们 用 反 
证 法 . 

如 果 方 程 

2 一 3" 一 41 0 
有 非 负 整数 解 (wx，z ， 则 有 

2">41, BT 过 6. 
因此 ， 一 3" 寺 1(mod 8), 但 3" 模 8 的 剩余 只 可 能 是 1 或 3, 矛盾 ， 故 方程 无 
非 负 整数 解 . 

如 果 方 程 

37—2”=41 © 
有 非 负 整 数 解 (z,y) , 则 

3 之 41， 即 x 之 4. 

因此 2y 二 1(mod 3),* 从 而 y 是 偶数 . 设 y=21:， 则 @@ 化 为 

3 一 4 一 41. 

于 是 ， 我 们 有 

3* 生 1 (mod 4). 

从 而 并 也 是 偶数 ， 设 z= 二 2s， 则 名 化 为 

32” 一 2 一 41， 即 (3 十 2.)(3: 一 2) 一 41. 

因此 41 是 素数 ， 所 以 有 

3' 十 2 一 41， 人 4 

3 一 2 一 1， 12 一 20， 

这 是 不 可 能 的 ， 故 方程 @ 没 有 非 负 整数 解 . 

综 上 所 述 ，41 不 能 表示 成 |3" 一 2*| 的 形式 ， 其 中 a 和 4。 是 非 负 整数 . 

故 所 求 的 最 小 素数 p 为 41. 

例 31 (2003 年 越南 国家 队 选 技 赛 题 ) 设 n 是 正 整数 ， 求 证，2" 十 1 不 存在 模 8 
余 一 1 的 素 因子 . 

证 明 对 素数 p 二 一 1(mod 8)， 考 虑 


2，2X2，2X3，2X4，…，2X2 上 


记 其 中 不 大 于 3 的 数 为 ,，rs，…，r， 大 于 好 的 数 为 5，5，…， 5 
易 知 


5 一 5 全 ii 一 (is<g). 
车 p 一 si 二 r;， 则 21 户 . 矛盾 . 
所 以 ,p 一 s:r;( 任 意 的 1<i<g,1<j<h). 


因为 j 一 5<251G<i<e). 则 


nn p—m)p—m)p—s) (23)!. 

故人 sss) 二 (一 D*(1)! (mod p). 
\ .251 x (bole iy {tel 

所 以 ,2 守 X( 妃 -)!=( 一 1x (三 )! (mod p). 


从 而 ,2 所 二 (一 Dr(mod p). 


b=.p=1 | RC 过 
又 因为 2X 个 于 < 下 ,2X 人 > 和 ,所 以 ,8 一 4 
设 p=8k 一 1, 则 
2471==]1(mod p). 


《以 上 是 复述 Gauss 引 理 ) 

设 m 为 最 小 的 正 整数 ， 使 得 2% 三 1(mod 力 ) , 则 mo| (4 一 1)( 由 4 一 1 一 ma 十 0 
0<bp<n，, 有 2 二 1(mod 力 一 0 一 0). 

若 存在 m 使 得 2" 三 一 1(mod 户 ), 取 其 中 最 小 的 正 整数 nL., 易 知 m 二 no[ 否 则 ， 
2"1-% 二 2%-% X2% 二 2" 三 一 1(mod 轧 ) ,与 mn 的 最 小 性 矛盾 ]. 

设 wm 一 mc 十 4d，0 委 d< ， 则 

1=2"% =2% X2=(—1)"2 (mod p). 

若 c 为 奇数 ， 则 2 三 一 1 (mod p), 与 mm 的 最 小 性 矛盾 . 

所 以 ，c 为 偶数 ， 且 4 二 0， 即 m= 二 2ent. 与 mo1( 生 一 1) 矛 盾 . 

因此 ， 不 存在 x， 使 得 2 十 1 有 模 8 余 一 1 的 素 因子 . 

例 32 (1992 年 国家 集训 队 选 拔 考试 题 ) 任 给 素数 如 试 证 存在 整数 zo。， 使 得 
1( 台 一 zo 十 3) 的 充分 必要 条 件 为 存在 整数 mw， 使 得 加 (一 十 25). 

证 法 1 易 知 束 一 zo 十 3 各 一 yo 十 25 都 是 奇数 ， 从 而 不 妨 设 p 为 奇 素数 . 
于 是 

pl(x—zxot3) Opl4(—zot3)p| (2zo 一 1)2 十 11， 


PI —yot25) pI4R—y+25)Op|l (2y —1)+3: » 11. 
于 是 只 须 证 明 : 存在 zxo, 使 得 p1(2zxo 一 1)* 二 11 的 充 要 条 件 是 存在 yo， 使 得 
pl (2y—1)*+3: » 11. 


离 西 党 洗 导 玫 心 烟 证 回 站 大 Oo 


(1) 车 存在 zo 使 pi (2zo 一 1)? 十 11, 则 


旋 |32(2zo 一 1)2 十 32。11, 即 
只 须 取 yo 二 3xo 一 1, 就 有 思 


当 p=3 时 ,只 须 取 zo 二 1， 
pl(2° 1—1)*+11=12. 


ap+36=1. 

由 此 对 任意 整数 k， 有 
(a—3k)p+3(b+ pk)=1. 
所 以 存在 a 和 bh， 使 得 


阔 剖 这 泗 愉 五 疏 潍 测 右 汗 效 O 


由 有 


所 以 由 @ 有 
户 |(26 yo—b1)?+11. 


于 是 命题 得 证 . 
证 法 2 令 f(z)=z? 一 z 十 


所 述 性 质 ， 从 而 户 关 2. 
当 zo 一 3，y 一 2 时 ， 有 
并 一 zo 十 3 一 9， 因 一 ‰ 十 25 


所 以 对 于 p 二 3 结论 成 立 . 
下 设 素数 p 之 5， 由 于 


(2) 车 存在 yo， 使 得 p|(2yo 一 1)? 十 3 。 11. 


当 p>3 时 ， 因 为 (p,3) 二 1， 


aip+3b,=1, (0 
且 b 为 奇数 ，(p,0b1) 二 1. 

由 pl(2y 一 1)? 十 3?。11, 得 

力 | 异 [(2y 一 1)2 十 33。11]， 即 

P| C26 yo—b1) + C35): » 11. @ 


(30)? * 11=(1—alp)’ * 11=11(mod p). 


由 妈 是 奇数 ， 可 令 乌 一 2m 十 1， 则 
2 一 锯 一 2(2m 十 1)y 一 2m 一 1 一 2[(2m 十 1)y 一 z] 一 1 
取 Zzo=(2m 十 1)yo 一 m, 就 有 p|(2zo 一 1)? 十 11. 


首先 ， 由 于 对 任意 整数 xz。 和 y。，f(zx。) 和 g(yo) 均 为 奇数 ， 可 知 素数 2 不 具有 


因而 3|(z3 一 zo 十 3), 3|(% 一 yo 十 25). 


pl[2C3zo—1)—1}]+3 。11. 
(2 一 1)? 十 32。11. 


即 有 


所 以 存在 整数 a 和 6， 使 得 


3, g(y)=y—y+25. 


=27. 


Hr rt 2 = (M21) 


因此 ， 若 存在 整数 zs， 使 pi f(zo), 只 要 令 y% 一 3zo 一 1, 就 有 plg(3zo 一 1), 亦 
即 plgCyo). 
反之 ,车 存在 整数 mw， 使 lg(y), 则 对 任意 整数 上 ,有 plg(yo 十 kp). 
这 是 因为 
gy thp)=(yotkp)’ — (yo+kp)+25 
=(%—yot+25)+2y kp— kp+ kp 
三 g(y0) (mod p), 
又 由 于 (p,3) 二 1, 故 可 取 kE{0,1,2) ,使 
yo +kp=2(mod 3). 


于 是 只 要 取 3zo 一 1 一 十 bp, 就 有 一 二 Cn 十 tt 十 1) 为 整数 . 


由 于 g(yo 十 kb) 一 g(3zo 一 1) 一 32 (xzo), 及 轧 |g(yo 十 ep) 可 知 

力 |32FCzo). 

又 由 于 是 大 于 等 于 5 的 素数 ,(p,3) 二 1, 于 是 

力 | FCzo). 

4， 灵 活 运用 威尔逊 定理 

例 33 设 记 是 素数 ， 令 k=1 十 2 十 … 十 (p 一 1) ,求证 : 

kl(p—D)! —(p—1). 

证 明 ”由 威尔逊 定理 ， 有 p1(p 一 1)! 十 1, 知 有 整数 m, 使 得 (p 一 1)! 二 mp 一 1， 
即 (m 一 DDp=(p 一 DD! 一 (p 一 ])=(p 一 1)*4, 其 中 1=(p 一 2)1 一 1 为 整数 . 于 是 
pl lp—li. 

而 (p 一 1,p) 二 1, 故 pll, 即 ! 二 np. 

从 而 ,由 Cm 一 Dp=(p 一 1)pn, 有 m 一 1=n(p 一 1). 

故 (p 一 由! = 二 [nC(p 一 DD 十 1]p 一 1=n(p 一 p+p 一 1 


一 2n PFE+p—1=2nktp—l. 


即 Al(p 一 1)1 一 ( 户 一 1). 

例 34 (IMO- 46 预选 题 ) 设 P(z) 一 az" 十 oz 十 … 十 ao 其中， ao，a，…， 
an 是 整数 ，a,>>0(" 之 2). 证 明 : 存在 正 整 数 m， 使 得 PCm!) 是 合 数 . 

证 明 假设 ao== 士 I。 否则 ， 当 ao 二 0 及 ao 天 0， 士 1 时 ， 结 论 成 立 . 

若 素数 加 >k>>1， 则 


(p—1)!=(p—AR)! [一 (一 1)]L 一 (一 27]。…。 (p—1) 
=(—DT(p—A! (k—D! (mod p). 
由 威尔逊 (Wilson) 定 理 知 


尊 豆 达 泗 全 五 届 淡 负 辣 就 奖 O 


离 互 党 泛 孙 开心 攻 涟 同 涉 交口 


例 35 (1985 年 第 3 届 美 国 数学 邀请 赛 题 ) 设 w，5，c， 坟 是正 整数 ， 满 足 必 一 
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(bp 一 1)1 =—1(mod p). 

所 以 ,(p 一 和 )! (一 1)1 三 (一 1D)5Cmod p). 

设 Q(z)=as 十 q_iz 十 … 十 aoz", 则 有 
《一 了 把 


(Dt 
3 ) TO DD. 


车 h 一 1>a2, 则 a,|(k 一 DLE! 并 可 以 被 小 于 或 等 于 一 1 的 所 有 的 素数 束 


除 . 于 是 ， 
QD RD)!)=ab:, 


其 中 ,一 1+ 于 一! [ C1 一 D1 向 没有 小 于 或 等 于 k 一 1 


的 素 因 数 . 

由 于 Q(z) 的 首 项 为 ao 二 土 1, 所 以 , Q(z) 不 是 常数 . 

故 当 上 足够 大 时 ，|Q(( 一 1)*(k 一 1)1)| 也 可 以 足够 大 . 

而 ，|6 | 也 可 以 足够 大 . 

特别 地 ， 当 上 足够 大 时 ，|6 | 之 1. 

取 这 样 的 为 偶数 ， 任 选 b 的 素 因 数 p， 则 p>>k， 且 有 

Pl((p—k)!1)=0(mod p). 

为 了 证 明 原 命题 ,需要 确定 k， 使 得 

IP((p—&)!1)|>p. 

取 k 二 m!， 其 中 ，m 二 g 一 1>>2，g 是 一 个 素数 ， 则 m! 是 合 数 ，m! 十 1 也 是 合 
数 [因为 m! 十 1>m 十 1=g, 由 威尔逊 定理 知 m! 十 1 二 0(mod q)], 且 m! 十 上 (=2， 
3,…,m) 也 是 合 数 . 

”所 以 ， 设 比 m! 十 ! 大 的 最 小 的 素数 p 二 m! 十 m 十 z(t 之 1,1EN). 
因此 ,，p 一 k=m 十 t. 
对 于 足够 大 的 m， 有 


PCCp 一 和 DD=P《(Cm 十 DD)> 直 地价 ， 这 是 因为 a,>0. 
当 m 足够 大 时 ， 
wD! >m! 二 mt 


因此 ，P((p 一 k)1)>p, 且 P((p 一 k)!) 是 思 的 倍数 . 
所 以 ，P((p 一 k)1) 是 合 数 . 
5 借助 于 素数 处 理 问题 


中 ，c 一 必 ， 且 c 一 一 19， 求 4 一 和 
解 由 =6!， c=. 
注意 到 (5,4) 二 1,(3,2) 二 1， 可 知 ， 存 在 两 个 正 整数 m 及 n， 使 


a=mt, b=m’, c=m, d=m. 


于 是 19=c 一 a=n? 一 mt 二 (n 吓 m?)(n 一 m?). 
由 于 19 是 素数 ， 以 及 n 一 mn 十 m*， 则 有 
—m =]1, 
ln 
解 得 n=10，m 一 3. 
有 d= 二 1000， b=m’ =243. 
故 d 一 5 一 1000 一 243 一 757. 
例 36 (1978 年 基辅 数学 奥林匹克 题 ) 求 最 小 的 自然 数 a 和 8 (8 之 1)，, 使 得 


VaVa Va =b. 


解 ” 由 题 意 得 


B=6aVa Va) =a'. @) 

设 素数 p 能 整除 (因为 5>>1， 所 以 这 样 的 素数 是 存在 的 ). 

由 外，p 也 能 整除 a. 

设 b 王 部 。c，a 一 加 。d， 这 里 c 和 d 都 是 与 p 互 罕 的 自然 数 ，a 之 1， Pl， 从 
而 有 

pc 一 加 dl © 

因为 (e*,p)= 二 1,(d?,p) 二 1， 则 由 @@ 有 

88=7a. 

又 (7,8) 二 1， 则 7 能 整除 8，8 能 整除 a， 因 而 有 

a>8, p27. 

又 因为 c 宇 1，d 之 1，p 宇 2， 所 以 必 有 

a 一 加 ，d 志 加 过 大 二 2 一 256， 

b= * cP 22 =128. 

因而 a 二 256， 5 二 128 是 满足 给 定 等 式 的 最 小 自然 数 . 

例 37 (1951 年 铭 牙 利 数 学 奥林匹克 题 ) 对 于 怎样 的 整数 mm， 乘积 1" 2， 
3。…“。 (mm 一 1) 能 被 mm 整除 ? 

解 〈1) 如 果 m 一 户 是 素数 ， 显 然 

让 1 2. 3。…。 (p—D). 


周 吾 这 潍 逻 卫 性 洋 汕 同 凌 沽 0 


离 百 膏 涟 村 丘 恬 泗 灌 耻 芳 着 O 


(2) 如 果 m 可 以 分 解 为 两 个 不 同 的 整数 的 乘积 ， 即 可 表示 成 

m=ab, azb, a>1, b>1. 

显然 a<m 一 1，b<m 一 1， 于 是 

m=ab|l* 2 *» (m—1). 

《3) 如 果 m 只 能 分 解 为 两 个 相同 因子 的 乘积 ， 即 m 可 表示 为 素数 p 的 平方 的 形 


式 , 设 m=p?. 
当 p 了 2 时， 则 必 有 户 2p， 
于 是 在 1，2，…， 疡 一 1 中 必 有 一 数 为 p， 一 数 为 2p， 从 而 
2p°|1* 2°30° (p21),B Pll 2 3 + (p’—1). 


也 就 是 m|1*2.3。…，(m 一 1). 

于 是 ， 对 于 除 m 二 4 之 外 的 任何 合 数 mw， 总 有 

mll* 2°3°. + (m—1). 

例 38 〈1964 年 第 4 届 全 俄 数学 奥林匹克 题 ) 求 使 (n 一 1)! 不 能 被 n? 整除 的 一 
切 奇 自然 数 n. 

解 首先 可 以 证 明 n 是 奇 素数 和 nn 二 9 时 ，(n 一 1)! 不 能 被 n? 整除 . 

当 n 是 奇 素数 时 ， 则 (n 一 1)! 中 不 含有 约 数 n， 因 此 (n 一 1)! 不 能 被 x 
整除 . 
当 m 一 9 时 ， 显 然 8! 能 被 9 整除 ， 但 不 能 被 9 二 81 整除 . 

下 面 再 证 明 当 n 是 奇 合 数 ， 且 nn 去 9 时 ，(n 一 1)1 一定 能 被 mn? 整除 . 

如 果 nn 是 奇 合 数 ， 且 不 是 奇 察 数 的 平方 . 

设 n=ab, a 之 3,，b 宇 3,，ab. 

这 时 a，2a，b，26 必定 是 乘积 1，2，3，…。(n 一 1) 的 因数 ,所 以 (n 一 1)! 能 被 
a 二? 整除 . 

如 果 nn 是 不 小 于 5 的 奇 素数 的 平方 . 

设 n= 户 ，p 是 素数 ，p 之 5. 

这 时 必 有 疡 一 1 之 4p. 

因而 在 (x 一 1)! = 二 (pr 一 1)! 中 一 定 有 因数 p,2p,3p,4p. 因此 (Cn 一 1)! 能 被 
(加 关 一 加 整除 . 

综 上 所 知 ， 符 合 题 目 要 求 的 奇 自然 数 是 奇 素数 和 一 9. 

例 39 CMO-21 试题 ) 正 整数 a1，as，…，asws〈 可 以 有 相同 的 ) 使 得 全， 


绎 ，。， 全 随 两 不 相等 . 问 :al ，a ，…，azoe 中 最 少 有 多 少 个 不 同 的 数 ? 


Q3 


解 答案 ,aa ，a ，…，azos 中 最 少 有 46 个 互 不 相同 的 数 . 
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由 于 45 个 互 不 相同 的 正 整数 两 两 比值 至 多 有 45X44 十 1 一 1981 个 , 故 oa ， 
az，…，aao6 中 互 不 相同 的 数 大 于 45. 

下 面 构造 一 个 例子 ， 说 明 46 是 可 以 取 到 的 . 

设 pl，ps，…，pse 为 46 个 互 不 相同 的 素数 ， 构 造 cn ，az ，…，azos 如 下 ， 

pis pr» pes Pi» ps» po» pss Pi ps Pas Pa» pos pi, Pls 

Pi», prs prt» Pes Pizs Pes» Pres pes Pr, Pi, ***, 

Pi», piss pas ps prs» pss» **» pss pe psss 加 

ps» ps» Piss pus pas» ***» po» Pzz» pas» 


这 2006 个 正 整 数 满足 要 求 . 
所 以 a ，a ，…，azos 中 最 少 有 46 个 互 不 相同 的 数 . 
【模拟 实战 】 


习题 A 


1. (1989 年 第 15 局 全 俄 数 学 奥林匹克 题 ) 证明 数 4 十 5454 是 合 数 . 
2， 证 明 数 1 00…01 是 合 数 . 


16! 个 
3， 证 明 数 1 00…001 是 合 数 . 
je og 


4. (1987 年 第 13 届 全 俄 数 学 奥林匹克 题 ) 证 明 对 于 每 一 个 n， 数 11…12 11…1 是 
合 数 . 咱 路 

5. 《2005 年 斯 治文 尼 亚 数 学 奥林匹克 题 ) 求 最 小 的 素数 p， 使 得 声 十 2p! 十 志 恰 有 
42 个 因数 . 

6, (第 48 局 斯 洛 文 尼 亚 数 学 奥林匹克 题 ) 求 所 有 的 素数 p， 使 得 p 十 28 与 p 十 566 也 
都 是 素数 . 

7，( 第 19 届 韩国 数学 奥林匹克 题 ) 对 aEN:， 设 S. 是 满足 如 下 条 件 的 素数 的 集合 
对 任何 pE S。， 存 在 奇数 5b， 使 得 p1 [C2 )* 一 1]. 
求证 : 对 所 有 的 aE N+ ， 存 在 无 穷 多 个 素数 没有 被 包含 在 S。 中 . 

8， (1981 年 基辅 数学 奥林匹克 题 ) 若 数 p，p 十 10，p 十 14 都 是 素数 ， 求 p. 

9.(1973 年 基辅 数学 奥林匹克 题 ) 求 三 个 素数 ， 使 得 它们 的 积 为 和 的 5 售 . 

10. (1983 年 第 1 届 美 国 数学 邀请赛 题 ) 整数 C38 的 最 大 的 两 位 数 的 素 因 数 是 


多 少 ? 
人 


座 豆 融 潍 导 五 疏 潍 洗 回 深 六 0 | 
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11，(1980 年 列宁 格 勒 数学 奥林匹克 题 ) 已 知 方程 x' 一 pz 十 g 二 0 有 一 整数 根 ， 求 素 
数 p 与 q. 


习题 B 


王 


(1965 年 第 28 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 题 ) 试 找 出 所 有 的 位 数 不 超过 19 的 ， 具 有 
形状 加 十 1 的 素数 (为 自然 数 ). 

2. (1992 年 乌克兰 数学 奥林匹克 题 ) 试 求 出 所 有 不 超过 1000 的 素数 p， 这 些 p 使 
2p 十 1 是 自然 数 的 方 寡 〈 亦 即 存在 自然 数 m 和 nn，n 宇 2， 使 得 22 十 1 一 zz). 

. (1974 年 基辅 数学 奥林匹克 题 ) 求 8 个 素数 〈 不 一 定 不 同 )， 使 得 它们 的 平方 和 比 
它们 的 乘积 的 4 倍 小 992. 

(1988 年 第 51 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 题 ) 设 PI，ps，…，pw 是 一 些 不 小 于 5 的 
素数 ， 证 明 好 十 万 十 … 十 二 , 可 被 24 整除 . 

《1968 年 第 31 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 题 ) 如 果 p 和 g 是 两 个 素数 ， 并 且 g=p 十 
2. 证 明 pr 十 g? 能 被 十 g 整除 . 

(1973 年 第 34 届 美 国 普 特 南 数 学 竞赛 题 ) 设 整数 p>>1，z 是 满足 0+<p 的 所 
有 整数 ， 使 得 二 次 三 项 式 zx? 一 z+ 十 p 是 素数 。 (例如 p= 二 5 与 p= 二 41 就 有 这 
种 性 质 ) 

证 明 存 在 唯一 的 整数 组 a， b,c 满足 6? 一 4ac=1 一 4p，0<a<c， 一 a<b<a. 

7，(1985 年 中 国 江苏 省 苏州 市 、 镇 江 市 高 中 数学 竞赛 题 ) 设 p，g 为 正 素数 ,方程 
十 ?x 十 g' 二 0 有 有 理 根 吗 ? 如 果 没 有 ， 给 出 证 明 ， 如 果 有 ， 请 求 出 来 

8，(1981 年 保加利亚 数学 奥林匹克 题 ) 证 明 如 果 1 十 2" 十 4 是 素数 ，nEN， 则 z 一 
3:， 其 中 是 非 负 整 数 . 

9. (1990 年 向 牙 利 数学 奥林匹克 题 ) 对 任 一 正 整数 m% ， 考 虑 由 gj 二 (gq; 一 1)? 十 
3(i 一 1,2，…2) 定 义 的 序列 g ,q，…qv 车 每 个 9 Ci 一 1,2,…,m) 都 是 素数 的 寡 ， 
求 的 最 大 的 可 能 值 . 

10,， (2006 年 波兰 数学 奥林匹克 题 ) 给 定 素数 p 和 正 整 数 n(p 宇 n 宇 3)， 集 合 A 由 
元 素 取 自 集合 {1,2,…,p} 的 长 度 为 n 的 序列 构成 ， 若 对 集合 A 中 的 任意 两 个 序 
列 (zz…z) 和 (2 ya)， 均 存在 三 个 不 同 的 正 整数 &，1，m， 使 得 
天 4， 工 ! 隆 Y1，Zzm 了 闫 ym 试 求 集合 A 中 的 元 素 个 数 的 最 大 值 . 

11. (2007 年 东南 数学 奥林匹克 题 ) 试 求 满足 下 列 条 件 的 素数 三 元 组 (ac，0，c) : 

(1) a<b<c<100，a，6b，c 为 素数 ， 

(2) a 十 1，2 十 1，c 十 1 组 成 等 比 数列 ， 


ww 


~ 


Bl 


Ea 


100 


【基础 知识 】 


1， 素 因数 分 解 定 理 〈 整 数 的 唯一 分 解 定 理 ): 每 一 个 大 于 1 的 整数 都 能 分 解 成 
素 因数 连 乘积 的 形式 ， 并 且 如 果 把 这 些 素 因数 按照 由 小 到 大 的 顺序 排列 〈 相 同 因数 
的 乘积 写成 等 的 形式 )， 这 种 分 解 方法 是 唯一 的 . 

2， 整 数 n(n 二 1) 的 标准 分 解 式 

R= Hx @ 
其 中 户 为 素数 ，a; 为 正 整 数 ，i 一 1，2，…，m. 

3， 约 数 个 数 定理 : 设 d(n) 一 总 1 表示 大 于 1 的 整数 的 所 有 正 约 数 的 个 数 ，n 
的 标准 分 解 式 为 DO 式 ， 则 

dl(n) = ITate). 


4 约 数 和 定理 ; 设 a(n) 一 对 4 表示 大 于 1 的 整数 的 所 有 正 约 数 的 和 ，n 的 
标准 分 解 式 为 D 式 ， 则 

a(n) = 下 六 

5 在 巴 的 标准 分 解 式 中 ， 素 因数 的 方 宕 为 江 ] 

其 中 记号 [z] 表 示 不 超过 z 的 最 大 整数 . 
【典型 例题 与 基本 方法 】 


例 1 (1988 年 奥地利 数学 竞赛 题 ) 求 N 一 198 一 1 的 所 有 形 如 d= 二 22 。 34 (a, 6b 
为 自然 数 ) 的 因子 d 之 和 . 
解 N= 二 19% 一 1] 二 (20 一 D3 一 1 二 (4 ，5 一 1)* 一 1 
Cl4 * 5 十 CR42 «57—Cha 4 » 53 二 +"…—CR 457557 二 C45 


=—25 。55 二 2M=2:( 一 55 十 2M)， 


财 百 这 潍 侣 卫 疏 溢 泛 回潮 奖 O 


其 中 M 为 整数 . 


中 所 以 ，N 的 标准 分 解 式 中 ，2 的 最 高 次 寡 是 5. 

区 另 一 方面 ， 

到 N=(2. 9+1D*—1 

3 一 CR2。9 十 C 呈 22 。9: 十 … 十 CC 器 288 。98 

a =3: .2. 88+3: . 工 

的 =37(2 . 88 十 37T)， 

次 | 其 中 工 为 整数 

问 所 以 ， 在 N 的 标准 分 解 式 中 ，3 的 最 高 次 矫 是 2， 即 
是 N=2; .32 . 工 ， 


其 中 工 中 没有 因数 2 和 3. 

于 是 ，N 中 所 有 形 如 d= 二 22，。3* 的 因子 之 和 为 

《2 十 22 十 23 十 24 十 25)(3 十 32) 一 744. 

例 2 (2003 年 泰国 数学 奥林匹克 题 ) 求 所 有 使 如 十 2543 具有 少 于 16 个 不 同 正 
因子 的 素数 p. 

解 设 p(p>>3) 是 一 个 素数 ， 易 证 户 一 1 能 被 24 整除 . 

易 看 出 如 十 2543 一 大 一 1 十 106X24 是 24 的 倍数 . 

令 太 十 2543 一 24 (EN，A 之 107). 

设 k=2"X3:Xk， 其 中 +，s 为 非 负 整数 ，k 是 使 得 (&',6) 二 1 的 正 整数 ,又 设 
T(m) 是 nn 的 所 有 正 因子 的 个 数 ， 显 见 

T(p?+2543)=T(23+7 X31 Xk )=(4+r) (2+s) TOk'). 

当 k>>1 时 , T(k 之 2, 即 

T(p’+2543)>16. 

当 避 二 1 时 ， 

T(p’ 二 2543)==(4 十 r) (2 十 s). 

如 果 T( 声 十 2543) 过 16, 则 r<3,s<1, 故 & 二 2"X3:<24, 与 &>107 矛盾 . 

所 以 ,对 所 有 的 素数 pCp>>3), 有 

T( 因 十 2543) 之 16. 

考虑 

T(2? 十 2543) 一 T(2547) 一 T(3:X283) 一 6， 

T(3? 十 2543) 一 T(2552) 一 T(23X11X29) 一 16， 
只 有 =2 满足 T(p? 十 2543) 二 16. 


因此 ， 所 求 的 素数 为 2. 
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例 3 (第 36 局 加 拿 大 数学 奥林匹克 题 )' 设 为 20041” 的 所 有 正 约 数 的 集合 ， 
了 的 子 集 S 满足 S 中 的 元 素 不 是 S 中 其 他 任意 元 素 的 整数 倍 ， 求 S 的 元 素 个 数 的 最 
大 可 能 值 . 

解 ”因为 2004 一 2X3X167， 所 以 ， 

T={2*X3X167°|0Sa<200,0<6,c<100, Ya,b,cEN). 

设 S={2?X3X167"}， 这 里 是 某 些 不 超过 200 的 自然 数 ，g，r 是 某 些 不 超过 
100 的 自然 数 . 

构造 满足 题 设 的 T 的 子 集 S: 

当 g, r 确 定时 ，p 的 取 值 是 唯一 确定 的 ， 令 p 二 200 一 g 一 r"， 当 g,，r 分 别 取 遍 所 
有 不 超过 100 的 自然 数 ， 即 0<q，r 过 100 时 ，p 都 满足 0<p<<200. 

从 而 ， 取 S={22%-*X3sX167°10<b,c<100, Yb,cEN). 

由 于 6, c 均 有 101 个 可 能 值 , 故 |S|=1017. 

下 面 证 明 ，S 中 任意 一 个 元 素 都 不 是 其 他 元 素 的 倍数 ， 并 且 T 没有 更 多 元 素 的 
子 集 满 足 题 设 . 

(1) 设 S 中 的 某 两 个 元 素 2z2 和 X3%X167-，220 XX3*X167:， 其 中 22 eX 
3X167" 是 2 一 X3"X167: 的 整数 倍 ， 则 

200 一 6b 一 c 之 200 一 s 一 t，b 之 s，c 之 1t. 

从 而 ， 由 第 一 个 不 等 式 ， 得 5 十 cs 十 t3; 

而 由 第 二 、 三 个 不 等 式 ， 得 0 十 c>>s 十 上 

故 0 十 c 一 > 十 上 

因此 ， 以 上 各 不 等 式 取 等 号 ， 即 5 二 s，c 二 t。 矛 盾 . 

于 是 ，S 中 任 一 元 素 不 是 其 他 元 素 的 倍数 . 

(2) 设 吕 是 T 的 一 个 子 集 ， 且 其 元 素 个 数 多 于 101?. 

因为 0 0，c 委 100， 所 以 ， 仅 有 101 个 不 同 的 整数 对 〈6，c)， 从 而 ， 由 抽 屠 原 
理 ，U 中 至 少 有 两 个 元 素 四 一 24 X3% X1674 与 uw 二 2% X3% X167%，, 且 bi 二 by， 
cl 一 ce， 但 w 天 az. 

若 w>az， 则 思 是 uo 的 倍数 ; 

若 w<a:， 则 ws 是 的 倍数 . 

于 是 ，U 不 满足 题 设 . 

因此 ， 所 求 最 大 值 为 101: 一 10 201. 

例 4 (第 34 届 美国 数学 奥林匹克 题 ) 求 所 有 的 正 整 数 n， 满 足 为 合 数 ， 且 其 
所 有 大 于 1 的 因数 可 以 放 在 一 个 圆 上 ， 使 得 任意 两 个 相 邻 的 因数 都 不 是 互 素 的 . 

解 若 z 一 ze， 其 中 畏 ，4 为 不 同 的 素数 ， 则 其 大 于 1 的 因数 为 p，g，pq， 无论 


离 互 浪 洗 否 壬 性 浴 进 加 站 症 D 


离 互 涪 悉 丕 王 心 涟 进 同 芳 交 Oo 


怎样 放 在 圆周 上 ， 户 和 9 总 会 相 邻 ， 且 p 和 g 互 素 ， 不 满足 要 求 . 

若 z 一 加 ， 其 中 请 为 素数 ， 正 整数 m 之 2， 则 无 论 怎样 将 n 的 大 于 1 的 因数 放 在 
一 个 圆 上 ， 任 意 两 个 相 邻 的 因数 都 不 互 素 . 

若 n 二 pr' pF…pRr*， 其 中 素数 身 一 锯 天 … 一 训 ，m ，ms，*…，mi 为 正 整数 ， 
且 &>2 或 上 一 2 时 ，maxf{za ,zz } 过 1. 

设 D,={dldln, 且 ad>1). 

首先 ， 将 ma， 户 加 ， 加 如，…， 户 -加 按 顺 时 针 放 在 贺 上 ， 在 nn 和 pps 之 间 依 
任意 的 次 序 放 入 D, 中 所 有 以 pi 为 最 小 素 因 数 的 正 整数 〈 不 包括 血 加 ); 在 pips 和 
加 加 之 间 ， 依 任意 的 次 序 放 和 D, 中 所 有 以 为 最 小 素 因 数 的 正 整 数 〈 不 包括 
加 加 ); 继续 以 这 种 方法 放置 ， 最 后 ， 在 加-: 加 和 n 之 间 ， 依 任意 的 次 序 放 人 pi， 
碾 ,，…，pRr*. 于 是 ，D, 中 的 所 有 元 素 恰 被 放 在 圆周 上 一 次 ， 且 任意 相 邻 的 两 个 数 
有 一 个 公共 的 素 因数 . 

因此 ， 这 样 安排 满足 要 求 . 

例 5 (IMO- 31 预选 题 ) 整数 9 可 以 表示 成 两 个 连续 整数 之 和 : 9 一 4 十 5， 同 
时 ，9 可 以 用 两 种 不 同 的 方法 写成 连续 自然 数 的 和 : 9 一 4 十 5 一 2 十 3 十 4 

问 是 否 有 这 样 的 自然 数 N: 

(1) 它 是 1990 个 连续 整数 的 和 ; 

(2) 它 恰 能 以 1990 种 不 同 的 方法 表示 成 连续 整数 的 和 . 

解 ”如 果 条 件 (1) 被 满足 ， 则 

N =n 十 (n 十 1) 十 (n 十 2) 十 … 十 (n 十 1989) 


= 十， 1990(2n 十 1989) 


一 995(2z 十 1989). 0 
由 @，N 必 为 奇数 . 
设 N 可 以 写成 & 十 1 个 (为 自然 数 ) 连 续 自 然 数 之 和 ， 且 这 & 十 1 个 数 中 最 小 者 
为 m， 则 
N =m 十 Cm 十 ]) 十 … 十 (m 十 k) 
= 去 (t+D(C2m 二 有 ， 


即 2N=(k+D (2m+k). © 
由 有 

1990C2n+1989)=(k+1) (2m+k). 

因此 ,满足 上 式 的 (m, 有 多 少 对 ， 则 N 就 有 多 少 种 方法 写成 连续 十 1 个 自 


然 数 之 和 . 
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由 @ 及 m 是 自然 数 可 知 


可 以 把 c 记 为 2m 十 k&，mEN. 

因为 N 是 奇数 ， 所 以 十 1 与 c 不 可 能 都 是 偶数 ， 因 此 ， 当 是 奇数 时 ，c 是 奇 
数 ， 当 上 是 偶数 时 ，c 是 偶数 .因此 可 以 把 c 记 为 2m 十 k. 

于 是 2N=(k 十 1) (2m 十 &). 

这 就 说 明 ， 当 N 为 奇数 时 ， 若 N 可 以 写成 多 于 一 个 的 连续 自然 数 之 和 的 形式 有 
! 种 ， 则 :就 是 2N 的 大 于 1 且 小 于 /2N 的 约 数 的 个 数 . 

由 @@ N=995(2n 十 1989), 得 

2N =1990(2n 十 1989) 二 2 * 5。199(2n 十 1989) 二 21。5°。199p 旬 p… 折 、 

由 于 N 有 1990 种 不 同 的 分 法 ， 把 1 个 自然 数 的 情况 考虑 在 内 ， 则 2N 的 约 数 个 
数 为 

《1 十 D)(a 十 1D)(6 十 1)( 如 十 1)。…。( 色 十 1) 一 2，1991 一 2。11，181. 
其 中 apEN,， bENU{0}, i=1,2,… ,kk. . 

于 是 ”有 二 如 二 … 二 b 二 0， 从 而 

(a 二 (5 二])==11，181, 则 

a=10, /a=180, 

全 或 人 

即 N 一 59%。199:m 或 N 一 5 中。199"， 

例 6 〈CMO-5 试题 ) 设 z 是 一 个 自然 数 ， 若 一 串 自 然 数 za 一 1，zi，z2，…， 
厂 =z， 满 足 z-i<zriyzrilryi 一 1,2， 则 称 (zoyziyzzzi)} 为 工 的 一 条 因子 
链 ,! 为 该 因子 链 的 长 度 ,L(z) 与 R(z) 分 别 表示 z 的 最 长 因子 链 的 长 度 和 最 长 因子 链 
的 条 数 . 

对 于 x 二 5:。31"。，1990"(k,msn 是 自然 数 ), 试 求 L(x) 与 RCz). 

解 对 于 任意 自然 数 

xz 一 施 刀 … 的 ， 
其 中 锯 ， 加 ，…， 如 为 互 不 相同 的 素数 ，a ，az ，…，m 为 正 整数 . 


显然 ，z 的 因子 链 存在 且 只 有 有 限 点 ， 从 而 一 定 存在 最 长 因子 链 . f 
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& 二 112N， kk 十 1<k 十 2m. 有 
所 以 上 +1<VZN. 林 
反之 ， 如 果 有 一 个 2N 的 约 数 </2N， 记 这 个 约 数 为 十 1， 则 克 
2N=(k+De. 加 
其 中 十 1<c. 中 
的 

数 

论 

问 

题 


河 吾 这 潍 避 革 贮 溢 潭 同和 潜 姜 O 


设 (zo,z1,…,zt) 为 的 一 个 最 长 因 于 链 ,我 们 证 明 演 - 必 为 素数 (i 二 1,2,…,). 


事实 上 ， 如 果 存在 i (1<i<t) 使 得 二 -不 是 素数 ， 可 设 


过 一 oog ， 
il 
其 中 gq!，gs 都 是 大 于 1 的 正 整 数 ， 则 
{Zo T1900 TI Ti Ti Ti 


也 是 z 的 一 个 因子 链 . 
这 与 {zoyzi,…zriyzi…z')} 是 最 长 因子 链 相 矛 盾 . 


由 此 可 知 ， 对 任何 1<i<z， 起 必 是 的 一 个 素 因子 ， 从 而 
t 一 上 L(z) 一 a 十 az 十 … 十 an 
反之 ， 如 果 {zo，zi'…vzo} 为 了 的 一 个 因子 链 ， 而 且 对 任何 1<i<m，; 汪 -都 是 


素数 ， 由 因子 链 的 定义 可 知 

m=a 二 az 十 … 二 an 二 L(x). 

即 {zo,zl，…zw} 必 为 最 长 因子 链 . 

因此 ， 从 1 开始 逐次 乘 = 的 一 个 素 因子 直到 达到 z 为止 ， 就 得 到 z 的 一 个 最 长 
因子 链 ， 而 且 不 同 素 因子 乘 的 顺序 不 同 得 到 不 同 的 最 长 因子 链 ， 因 和 而 

RCD 一 CI 二 aol 

all “anl! 
对 于 z 一 5#。31”。1990" 一 2"。54+"。31”。199"。 
则 工 (z)=3n 十 k 十 m， 


(3n 十 k 十 m)1 
Cnl)m! (k++n)!” 


【 解 题 思维 策略 分 析 】 


1.， 求解 满足 某 些 正 因数 条 件 的 正 整数 

例 7 (1982 年 基辅 数学 奥林匹克 题 ) 求 自然 数 N， 使 得 它 能 被 5 和 49 整除 ， 
并 且 包 括 1 和 N 在 内 ， 它 共有 10 个 约 数 . 

解 把 数 N 写成 素 因数 分 解 的 形式 : 

N=2% 。3% 。5% 。7% pr, 
其 中 4 之 0, i=1, 2,…, nn. 


R(z)= 


则 它 的 所 有 约 数 的 个 数 为 
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(wm 十 1)(az 十 1)(oa 十 1)(o 十 1)。… (oo 十 1) 一 10. 
由 于 5IN,7?|N, 则 


十 1 之 2, a 十 1 之 3. 

因此 w ，az ，a3，"…，an 必然 都 等 于 0， 即 

N=5% » 7%. 

由 (Cas 十 1) (a 十 1) 二 10 二 2。5， 可 得 

a =1, as=4. 

即 本 题 有 唯一 解 N 一 5 " 74. 

例 8 IMO- 26 预选 题 ) 求 最 小 的 正 整 数 n， 满足 : 

(1) n 恰 有 144 个 不 同 的 正 因数 ; 

(2) 在 的 正 因数 中 有 10 个 连续 整数 . 

解 ” 由 于 10 个 连续 整数 中 必 有 数 被 2 ，3*，5，7 整除 ， 所 以 其 中 wm 之 3，wz 之 
2, a 之 1, a 之 1, ". 

由 于 的 正 因数 个 数 为 

(q+) (Castl) Cast1) etl) (os 十 1)… 一 144， 
而 (十 Do 十 D)(o 十 1D)(ws 十 1) 这 4。3。2 2 一 48， 
于 是 有 (os 十 D)…< 生 3. 

所 以 至 多 有 一 个 a;(j 之 5) 为 正 数 ,并 且 w 只 能 等 于 1 或 2. 

考虑 方程 (w 十 1)(az 十 1)(as 十 1)(w 十 1)(as 十 1) 一 144 关于 a 之 3,8: 之 2,as 之 1， 
a 之 1,as 二 1 或 2 的 所 有 的 解 , 并 使 最 小 ,由 此 可 得 

ai 一 5，o 一 2，ws 一 ak 一 5 一 1 

即 z 一 2。32。5。7 .11 一 110880. 

此 时 n 有 连续 正 因数 1,，2，3,…，11，12. 

例 9 (1999 年 加 拿 大 数学 奥林匹克 题 ) 确定 所 有 的 正 整 数 n， 满足 n 一 
[dlm)]?， 其 中 d(n) 表 示 n 的 所 有 正 约 数 的 个 数 (包括 1 及 其 本 身 ). 

解 设 n 的 标准 分 解 式 为 x 二 pip… 吉 《Pp; 是 素数 ，a 之 0)， 有 

d(GD) 一 (1 十 mm)(1 十 cz)…(1 十 at) 

由 题 意 , n= 二 Cd(n)]*， 则 为 完全 平方 数 ，a; 为 偶数 ， 记 w 一 28， 于 是 

pp 总 …p 和 二 (1 十 2B.)?(1 十 2B)?…(1 十 2B.)?, 即 

克 垢 … 抱 二 (1 十 281)(1 十 2B)…(1 十 28.). (Cx) 

上 式 右边 是 奇数 ,于 是 记 为 奇 素数 ，p: 之 3. 

当 B>>0 时 ， 有 克之 83 二 (1+2)%>>1+2p8， 

兢 奏 … 竣 这 (1 二 2B (1 十 2B&)…(1 十 28). (x x) 


次 豆 刺 湾 避 也 疏 涟 测 同 诉 效 O 


洛 各 这 涟 于 匡 帐 溢 汪 加 新 姜 O 


(*) 式 与 (* x*) 式 矛盾 . 

故 对 所 有 i，B = 二 0， 因 此 n=1. 

例 10 (1988 年 加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ) 已 给 一 个 正 整数 的 所 有 正 因数 的 
乘积 ， 是 否 总 能 唯一 确定 这 个 正 整数 ? 


解 设 4 为 ”的 因数 ， 则 于 也 是 的 因数 . 

又 设 P(n) 为 nn 的 所 有 正 因数 的 乘积 ， 即 

Pln) = IIa. 

diln 

又 有 Pn) 一 II4 : I 本 =， 
其 中 zln) 是 的 正 因数 的 个 数 ， 从 而 

Plm=nY, 

若 有 和 ma, 满足 mm 时 一 他 , 即 

mr 一 mi ， 0 

这 表明 ，m 和 的 素 因 数 完全 相同 ， 并 且 每 个 素 因数 p 在 m 的 分 解 式 中 出 现 的 
次 数 与 的 分 解 式 中 出 现 的 次 数 的 比 是 rCz) : r(zz). 

车 rm) 之 rlm)， 则 每 一 个 率 因 数 p 在 m 的 分 解 式 中 出 现 的 次 数 大 于 在 n 的 分 解 
式 中 出 现 的 次 数 ， 从 而 m 的 因数 个 数 (m) 大 于 的 因数 个 数 r(z)， 出 现 矛 盾 ， 所 以 
rn)<r(m). 

同 理 ，r(n) 之 tCm). 

于 是 ,tCn)==rt(m). 

从 而 由 四 式 得 mm 一 

因此 由 因数 的 乘积 P(n) 二 n 字 可 以 唯一 确定 

例 11 (1989 年 第 23 届 全 苏 数学 奥 林 此 克 题 ) 自然 数 六 丛 有 12 个 正 约 数 ( 包 
括 1 和 N)， 将 它们 按 递增 顺序 编号 d <ds<…<diz。 已 知 下 标 为 4d 一 1 的 正 约 数 
等 于 (d 十 心 十 由 )。ds. 试 求 自然 数 N. 

解 ” 由 和 N 的 所 有 正 约 数 满足 d1<d; 二 …<di， 可 知 

didn=dsdn=dsdw=dds =dsds=dsd;, 
且 NN 至 多 有 3 个 素 约 数 . 

记 di 一 1 一 上 

由 题 设 可 知 di 十 d; 十 ds 是 的 约 数 ， 所 以 di 十 ds 十 ds 也 是 N 的 约 数 ， 并 且 

dit+ds+qd,>d;. 


于 是 就 有 d= 二 (di 十 d; 十 d,)， ds 之 dsds ==N. 
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另 一 方面 ， 必 入 N. 
于 是 di 二 
从 而 有 =12, ds, 二 13, ds 二 di 十 di 十 ds. 


又 d=1, 则 4d;=di 十 ds 十 ds 二 ds 十 14. 

由 于 ds 是 素数 ， 并 且 d:<d4 一 2 一 11. 

于 是 可 对 d, 二 2，3，5，7，11 讨论 . 

车 ds 一 2， 则 ds 二 16=2:，N 的 约 数 中 还 应 有 2 ，23 等 ， 这 是 不 可 能 的 . 

车 ds 一 5， 则 ds 二 19， 此 时 N 的 约 数 中 已 有 3 个 素数 5，13，19， 则 ds 应 为 合 
数 ， 且 其 约 数 为 5，13 或 19， 然 而 对 于 5<ds 一 13 是 不 可 能 的 . 

车 ds 二 7， 则 ds 二 21， 此 时 d; 需 满足 7 二 ds 二 13 且 有 约 数 3，7 或 13， 这 是 不 
可 能 的 ， 

车 ds=11, 则 ds 二 25， 此 时 d; 满足 11<ds 达 13, 则 ds 二 12， 这 时 N 的 约 数 中 
还 应 有 2，3，4，5， 且 应 在 di 与 d; 之 间 ， 这 是 不 可 能 的 . 

所 以 d; 二 3， 此 时 ds 二 17， 又 因为 N 的 约 数 中 至 多 有 三 个 素数 ， 且 3<ds<13， 
因此 只 有 ds 二 3: 二 9， 这 时 

N=3: + 13* 17=1989. 

它 恰 有 12 个 正 约 数 . 

2， 利 用 素 因数 分 解 求解 各 类 问题 


例 12 (1991 年 日 本 数学 奥林匹克 题 ) 试 求 不 定 方程 = + 二 二 ET 


离 互 这 苏 否 五 心 涟 沿 同 六 症 O 


Csr 
的 正 整数 解 . 


解 已 知 方程 可 化 为 
1991y 十 1991(z 十 1) 十 1991 一 (z 十 1)y， 
(z 十 1)y 一 1991(z 十 1) 一 1991y 一 1991， : 
《zx 十 1D)y 一 1991(z 十 1) 一 1991y 十 19912 一 1991 十 1991?， 
[xz 十 1) 一 1991](y 一 1991) 一 1991。1992. 
显然 , 已 知 方程 的 正 整数 解 的 个 数 等 价 于 1991 "1992 的 正 约 数 的 个 数 ， 由 于 
1991。1992 一 22。3。11。83，181， 
所 以 1991。1992 有 
(3 十 DCL 二 1D)(C1 十 1)(1 十 1)(1 十 1) 一 64 
个 正 约 数 ， 即 已 知 方程 有 64 组 正 整数 解 . 
例 13 (2004 一 2005 年 度 向 牙 利 教学 奥林匹克 题 ) 求 最 大 的 整数 &， 使 得 & 满 


足下 列 条 件 : 对 于 所 有 的 整数 z，y, :如 果 zy 十 1 能 被 整除 * 则 :z 十 y 也 能 被 & 
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解 只 须 考虑 人 一 [pr (p; 是 素数 ,a 之 0). 


取 (z,) 二 1, 则 存在 mEZi，, 且 1<m<k 一 1, 使 得 mz 二 一 1(mod &). 

令 y=mz, 则 I(ry 十 1). 

由 条 件 有 |(z 十 y), 即 &|(m 十 1)xz. 

所 以 ,klCm 十 Dx?. 

又 kimz? 十 1), 则 &|Cz? 一 1). 

故 二 三 1(mod p;), 对 任意 六、z(zp zx) 均 成 立 . 

因此 , p; 二 2 或 3, hk 一 2- X38. 

又 对 任意 zx, 外 zx， 有 zz 二 1(mod 2"). 

故 a<3 (注意 到 任意 奇数 的 平方 模 8 余 1， 而 模 16 则 没有 这 样 的 性 质 ). 

同 理 , p<1. 

所 以 ，k<8X3 一 24. 

下 面 证 明 : 24 满足 要 求 . 

若 存在 zx、>EZ+， 使 24|(zy 十 1)， 则 

(xz,24)=1, (y,24)=1. 

zy=1,5,7,11,13,17,19,23(mod 24). 

由 于 对 固定 的 a，az 三 一 1(mod 24) 在 模 24 下 有 且 仅 有 一 解 , 且 zy 三 一 1(mod 
24)， 于 是 ， 5 

X=1(mod 24) ,y=23(mod 24); 

Zz=5(mod 24), y=19(mod 24); 

Zz=7(mod 24) ,y=17(mod 24); 

Zz=11(mod 24) ,y=13(mod 24). 

无 论 取 哪 种 情况 , 均 有 24|(z 十 y). 

故 & 一 24 即 为 所 求 . 

例 14 《1984 年 第 13 届 美 国 数学 奥林匹克 题 ) 任何 一 组 m 个 非 负数 的 积 的 mm 
次 方 根 是 这 zm 个 非 负数 的 几何 平均 数 . 

(1) 对 于 哪些 正 整数 >， 有 ?个 不 同 正 整数 的 有 限 集合 S,， 使 得 S, 的 任何 子 集 
的 几何 平均 数 都 是 整数 ? 

(2) 有 没有 不 同 正 整 数 的 无 限 集合 S， 能 使 S 的 任何 有 限 子 集 的 几何 平均 数 都 
是 整数 ? 

解 (1) m 个 非 负数 的 积 的 m 次 方 根 是 整数 的 一 个 充分 条 件 是 : 


已 知 的 m 个 数 都 是 非 负 整 数 的 暑 ， 并 且 短 指数 是 m 的 正 整数 倍数 . 
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离 互 党 涤 否 征 恬 涟 证 同 芷 将 oO 


由 于 ?个 不 同 正 整数 的 集合 S, 的 任意 非 空子 集 可 以 含有 1 个 ,或 2 个 ，…, 或 
7 个 元 素 ， 只 要 这 些 元 素 是 正 整数 的 寡 ， 并 且 寡 指数 是 1，2，3，…，? 的 正 整数 倍 ， 
例如 短 指 数 是 1 ， 这 时 任何 非 空子 集 的 几何 平均 数 就 是 整数 . 

因此 ， 对 于 每 一 个 正 整 数 >， 都 有 ?个 不 同 正 整数 为 元 素 的 有 限 集合 S。 满足 要 
求 ， 因 为 总 有 个 不 同 的 正 整 数 的 n! 次 寡 可 以 作为 S, 的 元 素 . 

(2) 这 样 的 无 限 集合 S 不 存在 . 

我 们 用 反 证 法 . 

设 有 不 同 正 整数 的 无 限 集合 S， 它 的 任何 有 限 子 集 的 几何 平均 数 都 是 整数 . 

我 们 从 这 些 数 所 含 素 因 数 的 客 指 数 来 寻找 矛盾 . 

车 数 a 的 标准 分 解 式 为 

a= I 
其 中 pi 为 素数 ， 记 为 正 整数 ， 计 1，2，…， 夺 

并 对 素数 p; 的 指数 &; 记 作 

e(pi,a)=k,. 

显然 , pa, 即 prla, 且 za. 

设 a, b 是 S 中 的 两 个 不 同 的 元 素 . 

因为 天 5， 所 以 至 少 有 一 个 素数 p， 使 得 

e(p,a)zelp,b). 

依 假 设 , 对 任意 正 整 数 m,S 有 rm 元 子 集 {aym ma snm-1} 和 {bm ya 
nm-1}， 此 时 素数 p 在 子 集 里 各 数 中 的 指数 之 和 应 该 是 m 的 倍数 , 即 

el(p,a)+e(psm)***+e(py nm 1) 和 el(p,b)+el p,m) tte pnm1) 
都 应 该 是 m 的 倍数 ,从 而 它们 的 差 即 eC(p,a) 一 eCp,6) 也 是 m 的 倍数 . 

由 于 m 是 任意 的 , 所 以 只 有 0 才 是 任意 正 整数 的 倍数 ， 从 而 

e( 力 ,a) 一 e( 力 ,0 一 0, 即 e(p,a)=e(p,b). 
这 与 eC(p,a) 关 eC(p,5) 相 矛盾 . 

所 以 这 样 的 无 限 集合 S 不 存在 . 

例 15 (2004 年 澳大利亚 数学 奥林匹克 题 ) (1) 已 知 素数 集 M={p, po,"…， 
Pr). 证明， 分 母 是 M 的 所 有 元 素 的 寡 的 积 〈 即 分 母 能 被 M 的 所 有 元 素 整 除 ， 但 不 能 


被 其 他 任何 素数 整除 的 单位 分 数 〈 即 形 如 十 的 分 数 ) 的 和 也 是 单位 分 数 . 
(2) 如 果 5004 是 和 中 的 单位 分 数 ， 求 这 个 和 . 


(3) 如 果 M=={p 如,…; 刀 }， >2, 证 明 : 和 小 于 二 ,其 中 N 一 2X342( 一 2)1. 


离 瑟 党 东 于 王 眉 涟 记 则 入 三 O 


壮 豆 芝 湾 司 吾 届 洋 洲 因 讨 潮 O 


整除 . 


用 数 3; 十 1 替换 大 于 3 的 素数 方 fj 一 1,2,，…, 得 数列 


数 的 和 为 3240， 则 称 这 个 正 整数 是 “好 数 ”， 例 如 ，2006 是 好 数 ， 因为 其 因数 1， 2, 
17，34，59，118，1003，2006 的 和 为 3240， 求 好 数 的 最 小 值 . 


解 (1) 考虑 的 和 中 作为 一 个 分 式 的 分 母 出 现 的 每 个 正 整数 ”为 "一 Ty ， 


此 处 ， 对 所 有 了，ei 之 1 
由 给 定 素数 集合 M 确定 的 所 有 单位 分 数 的 和 为 


正如 所 求 的 ， 这 也 是 一 个 单位 分 数 . 
《2) 因为 2004 的 素数 分 解 式 为 
2004 一 22X3X167， 

因此 ， 相 应 的 素数 集 为 M 一 {2,3,167)}. 
由 此 得 分 式 的 和 为 


1 1 
《2 一 1)(3 一 1)(167 一 1) 1X2X166 332° 


(3) 注意 到 p 三 土 1 (mod 6) 适 用 于 大 于 3 的 所 有 素数 p, 否则 p 能 被 2 或 3 


在 任意 连续 6 个 大 于 3 的 整数 中 ， 至 多 有 2 个 素数 ， 考 虑 素数 序列 
{Pi}={2,3,5,7,11,13,.…)}. 


{@}={2,3,4;7,10,13,.",3(i—2) 二 1>*…}. 
对 于 所 有 i, 有 g; 才 Pp;. 
对 于 >>2 的 给 定 素数 集合 M 二 {pp ,p，，…,p:}, 可 得 


| 二 


开户 一 D I D I D 
j=l 


1 
-IX3XIXd “X33k—2) 2x3 xk—2)!" 
正如 所 要 求 的 . 
例 16 (第 28 届 巴西 数学 奥林匹克 题 ) 若 正 整数 有 8 个 正 因数 ， 且 这 8 个 正 因 


解 设 ” 一 站 er， 其 中 ，p1<<p.<…<p 为 素数 且 对 任意 的 i， a 之 1 故 
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TIG+a7 = 8. 


i=l 


当 k 二 1 时 , a 二 7; 


当 & 一 2 时 , a 一 1,， a 二 3 或 a 二 3, a 一 1; 
当 k 二 3 时 , at 一 qz 二 as 二 1s 

当 AZ>4 时 ， 无 解 . 

(1) 车 n=p?， 思 为 素数 ， 则 

3 = 3240. 


和 0 


(GD 车 p 之 3, 则 


1 Sy 
Dp > D3 = = 3280> 3240. 
2 名 


(iD 车 p=2， 则 IIz 一 2 一 1 一 511 尖 3240. 
6 

(2) 车 n 二 prq，p、9q 为 素数 ， 且 p 才 9q， 则 有 

(1+p+p’+p’)(1+qg)=3240, 

(1 十 加 (1 十 如)(1 十 g) 一 3240 一 22 X34X5. 

由 92， 得 1 十 qg 过 3， 从 而 ， 

1 十 加 十 如 十 加 <1080. 

进而 ， 加 委 1080 一 bp 魏 10 一 一 2，3，5，7. 

(i) 车 p=5,， 则 1 十 pr 二 26 个 3240， 矛 盾 . 

(iD 车 p=7， 则 1 十 产 二 50 收 3240， 矛盾 . 


iii) 若 p 一 2， 则 1 十 4 一 嘴 咎 一 216， 从 而 ，9 一 215， 矛 盾 . 


(iv) 著 p=3, 则 1+g 一 总 名 一 81， 从 而 ,gq 二 80， 矛盾 . 


(3) 若 z 一 par， 则 有 
(1 十 思 (1 十 9)(1 十 六 一 3240 一 22X34X5. 

不 妨 设 pbp<qg< 

QD 车 p=2, 则 

(G+ (+r)=2 X35. 

注意 到 要 让 pqr 尽量 小 ， 则 ar 应 尽量 小 ， 于 是 ， 
gr 一 (1 十 go)(1 十 门 一 (9 十 1) 一 (r 十 1) 十 1. 

因此 ，(g+1) 十 (r 十 1) 尽 量 大 . 


离 互 谊 洋 否 征 性 渐 泗 避 江 关 O 


所 以 ,gq 尽量 小 ， -尽量 大 . 


呈 又 当 9q=3 时 ，r 一 269， 此 时 ， 
区 mu 一 2X3X269 一 1614. 
(iD 车 p>3, 则 
En 4 a 
4 2 一 六 X5. 
中 
的 | 又 于 2, 寺 9, 于 ze cz:\1)， 可 能 的 情况 只 有 ， 
数 
次 二 2=3, 堵 9=5, 坏 [=3 或 堵 2=3, 于 9-3， 寺 5=-3x5. 
是 


对 应 的 (p,g,r) 一 (5,9,53) 或 (5,17,29). 

又 9 不 是 素数 , 因此 ， 
(pq,7)=(5,17,29),n=5X17X29=2465. 
综 上 所 述 ， 知 nm 一 1614. 


【模拟 实战 】 


1. 证 明正 整数 的 正 约 数 的 个 数 不 超 过 2 Vn. 

2. (1989 年 澳大利亚 数学 竞赛 题 ) 设 正 整数 n 的 不 同 因数 的 个 数 为 N(n), 例如 24 
有 因数 1,2,3,4,6,8,12,24, 所 以 Neo 二 8. 试 确定 和 

Nn + New +**" 二 Nases) 

是 奇数 还 是 偶数 . 

3， 假 设 "一 2 所 '(2? 一 1), 这 里 2 一 1 是 素数 .证 明 数 的 所 有 不 等 于 n 本 身 的 约 数 
之 和 恰好 等 于 n. 

4. 《1990 年 第 8 届 美 国 数学 邀请 赛 题 ) n 是 满足 下 列 条 件 的 正 整数 中 最 小 的 数 : 
(1) nn 是 75 的 倍数 . 
(2) nn 恰 有 75 个 正 整 数 因 子 〈 包 括 1 及 本 身 ). 
试 求 萝 . 

5. (第 30 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 题 ) 设 n 为 自然 数 ，n 十 1 能 被 24 整除 ， 求证 的 
全 体 约 数 之 和 也 能 被 24 整除 . 

6. 《IMO - 45 预选 题 ) 设 rln) 表 示 正 整数 的 正 因数 的 个 数 . 证 明 : 存 在 无 穷 多 个 正 
整数 ,使 得 方程 rc(an) 二 n 没有 正 整 数 解 n. 

7. 〈2005 年 土耳其 国家 队 选 拔 赛 题 ) 证 明 : 对 于 所 有 的 整数 a1，a;，…，a,，n>>2， 

IT Ca-—a) 能 被 [] .一 站 整除. 


li<jen 
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8，(2004 年 澳大利亚 数学 奥林匹克 题 ) 非 负 整数 数列 {z,} 定 义 为 : zi: 是 小 于 204 的 


一 (-2_ li) 
非 负 整数 , 且 zn 一 (3064 十 却 : 一 杠 04+1, ">>0 


证 明 : 数列 {zx} 一 定 包含 无 数 个 素数 . 

9，(2007 年 保加利亚 国家 数学 竞赛 题 )》 对 于 每 个 正 整数 n， 定 义 a, 为 一 位 数 ， 且 对 
于 n>2007,n 的 正 因数 的 数目 车 为 偶数 ， 则 a 二 0; n 的 正 因数 的 数目 若 为 奇 
数 ， 则 a 二 1. 间 ; 数 o 一 0. aaz…at… 是 有 理 数 吗 ? 


次 五 膏 泛 否 征 性 涟 沿 同 站 症 O 
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阁 百 党 洪 合 卫生 涟 漳 同 讶 奖 O 


第 七 章 ”整数 的 可 除 性 特征 


【基础 知识 】 


1. 一 个 整数 能 被 2 整除 的 充分 必要 条 件 是 这 个 数 的 个 位 数 是 偶数 . 

2. 一 个 整数 能 被 4 整除 的 充分 必要 条 件 是 这 个 数 的 未 两 位 数 能 被 4 整除 . 

3， 一 个 整数 能 被 5 整除 的 充分 必要 条 件 是 这 个 数 的 个 位 数 是 0 或 5. 

4， 一 个 整数 能 被 3 整除 的 充分 必要 条 件 是 这 个 数 的 各 位 数码 之 和 能 被 3 整除 . 

5， 一 个 整数 能 被 9 整除 的 充分 必要 条 件 是 这 个 数 的 各 位 数码 之 和 能 被 9 整除 . 

6， 一 个 整数 能 被 11 整除 的 充分 必要 条 件 是 这 个 数 的 奇 位 数码 之 和 与 偶 位 数码 
之 和 的 差 能 被 11 整除 . 

7， 一 个 整数 能 被 10n 一 1 (n 为 自然 数 ) 整除 的 充分 必要 条 件 是 把 这 个 数 的 个 位 
数 截 去 以 后 ， 再 加 上 这 个 个 位 数 的 nn 倍 ， 它 的 和 能 被 10n 一 1 整除 . 

即 把 A 写成 A=10z 十 y，y€{0, 1, 2,…, 9)}, 则 

10n—1 | AS10n—1 | z+ny. 

由 此 可 判断 整数 A 能 否 被 9，19，29，39，… 整 除 . 

8， 一 个 整数 能 被 10n 十 1 (n 为 自然 数 ) 整除 的 充分 必要 条 件 是 把 这 个 数 的 个 位 
数 截 去 之 后 ， 再 减 去 这 个 个 位 数 的 nn 倍 ， 它 的 差 能 被 10n 十 1 整除 . 

即 把 A 写成 A=10z 十 y，y€E {0, 1, 2,…, 9}, 则 

10n—1 | AG1l0n+1 | z—ny. 

由 此 可 判断 整数 A 能 否 被 11，21，31，41，… 整 除 . 


【典型 例题 与 基本 方法 】 


例 1 (第 21 届 意大利 数学 奥林匹克 题 ) 证 明 : 任意 18 个 连续 的 且 小 于 或 等 于 
2005 的 正 整数 中 ， 至 少 存在 一 个 整数 能 被 其 各 位 数字 之 和 整除 . 

证 明 可 证 明 这 连续 的 18 个 数 中 一 定 有 两 个 数 是 9 的 倍数 ， 且 它们 的 各 位 数字 
之 和 能 被 9 整除 . 

由 于 小 于 或 等 于 2005 的 正 整数 的 各 位 数字 之 和 最 大 是 28， 所 以 ， 这 两 个 数 的 各 
位 数字 之 和 只 可 能 是 9，18 或 27. 


车 这 两 个 数 中 有 一 个 其 各 位 数字 之 和 为 9， 命题 显然 成 立 . 

若 这 两 个 数 中 有 一 个 其 各 位 数字 之 和 为 27， 则 只 可 能 是 999 或 1998 或 1989 或 
1899， 前 两 数 均 可 以 被 27 整除 ; 若 为 1989， 则 1980 或 1998 满足 条 件 ; 若 为 1899， 
则 1890 或 1908 满足 条 件 . 

若 这 两 个 数 各 位 数字 之 和 均 为 18， 则 这 两 个 数 一 定 有 一 个 是 偶数 ， 这 个 数 能 被 
18 整除 , 

例 2 有 七 块 分 别 标 有 数码 1，2，3，4，5，6，7 的 记分 牌 ， 证 明 : 由 这 七 块 
记分 牌 组 成 的 任何 两 个 七 位 数 中 ， 一 个 都 不 能 被 另 一 个 整除 . 

证 明 ” 设 这 七 位 数 为 a142…ar. 

由 于 w -az 十 … 十 az 一 1 十 2 十 … 十 ?一 28， 被 9 除 余 1， 则 由 这 七 个 数码 组 成 的 
七 位 数 被 9 除 余 1. 


设 A，B 是 其 中 的 两 个 不 同 的 七 位 数 ， 且 A 能 被 B 整除 ， 则 会 是 整数 . 


从 而 4 是 整数 . 


又 A 与 了 对 模 9 余 1, 则 4 一 了 能 被 9 整除， 而 卫 不 能 被 9 整除 ， 于 是 人 有 能 


被 9 整除 . 

又 43<7, 则 

A 一 B==0,， 即 A=B, 与 A 和 不 同 矛 盾 . 

例 3 (1963 年 基辅 数学 奥林匹克 题 ) 如 果 在 多 位 数 

3 玉 4 汉 1 六 0 瀛 8 沪 2 洲 40923※0 当 320 瀛 2 当 56 中 星 号 所 在 的 数字 是 0，1，2，3， 
4，5，6，7，8，9 的 某 一 个 排列 《这 些 数 中 每 个 都 用 一 次 )， 那 么 所 得 的 数 能 被 396 
整除 。 试 证 之 . 

证 明 ”注意 到 396 二 4，9，11. 

由 于 已 知 的 多 位 数 的 末 两 位 数 是 56， 它 能 被 4 整除 ， 所 以 这 个 多 位 数 能 被 4 


整除 . 
再 考虑 这 个 多 位 数 的 数码 之 和 ， 它 是 该 数 中 已 知 的 数码 之 和 加 上 星 号 所 表示 的 
数码 之 和 ， 这 个 和 为 

(3 十 4 十 1 十 0 十 8 十 2 十 4 十 0 十 9 十 2 十 3 十 0 十 3 十 2 十 0 十 2 十 5 十 6) 十 

《0 十 1 十 2 十 3 十 4 十 5 十 6 十 7 十 8 十 9) 二 99， 

因此 这 个 多 位 数 能 被 9 整除 . 

再 考虑 这 个 多 位 数 的 奇数 位 之 和 与 偶数 位 之 和 . 
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次 豆 这 溢 己 五 疏 溢 测 同 谎 壮 O 


离 百 可 注 于 开心 泣 灌 同 入 效 O 


奇数 位 之 和 : 


3 十 4 十 1 十 0 十 8 十 2 十 4 十 9 十 3 十 0 十 3 十 0 十 2 十 5 一 44. 

偶数 位 之 和 : 

0 十 1 十 2 十 3 十 4 十 5 十 6 十 7 十 8 十 9 十 0 十 2 十 2 十 6 二 55. 

由 于 这 个 多 位 数 的 偶数 位 之 和 与 奇数 位 之 和 的 差 为 11， 所 以 这 个 多 位 数 能 被 11 
整除 . 

又 因为 4，9，11 两 两 互 素 ， 所 以 这 个 多 位 数 能 被 4 9 " 11 一 396 整除 . 

例 4 〈2005 年 罗马 利 亚 数 学 奥林匹克 题 ) 证 明 : 对 每 一 个 正 整数 ,在 十 进 制 表 
示 下 ， 存 在 唯一 的 ”位 正 整数 能 被 5" 整除 ， 其 每 一 位 数字 都 属于 {1，2，3，4，5}. 

证 明 用 数学 归纳 法 征明. 

对 每 个 正 整数 nx， 存在 一 个 唯一 的 n 位 数 A,， 能 被 5" 整除 ， 其 数字 均 属 于 集合 
{1,2,3,4,5). 

显然 ; A, 一 5，A4: 一 25. 


假设 A, 已 定 ， 设 B， = 各， 则 十 1 位 数字 crricw…cl 一 crii10" 十 cc 能 被 
5" 整除 ， 当 且 仅 当 ccv-i…ci 能 被 5" 整除 . 
由 归纳 假设 得 


cn cl =A,=5"B,. 
因此 ,Gi 二 5" (2 十 B,). 
当 且 仅 当 2"c,+: 十 B, 能 被 5 整除 时 , 该 数 能 被 5"*! 整除 . 
因为 (2",5)==1, 所以，2"z 十 * 二 0(mod 5) 在 集合 {1,2,3,4,5} 中 有 了 唯一 解 ， 其 中 
n€EN+, bEN. 

例 5 《〈2007 年 克罗地亚 数学 竞赛 题 ) 已 知 数列 {a,}，{6,} 满 足 
ao 一 22r41 一 2o41 十 1， 包 一 2241 十 2"+ 十 1. 
证 明 : 对 任意 正 整 数 n，a, ，b。 中 有 且 仅 有 一 个 被 5 整除 . ' 
证 明 ” 先 来 证 ， 对 任意 的 n，a, 与 bu 之 积 被 5 整除 . 
i ed i Edi 

一 (22 十 1)2 一 (2"+1)2 

一 2ot2 十 2X2ati 十 1 一 2zrtz 

一 42"+1 十 1 

一 (4 十 1)(42 一 421 十 422 一 … 一 4 十 1) 

5 的 一 过于 十 可 一 :一 下 1) 


显然 ,5|a.6。- 
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再 证 : a, 、b, 不 能 同时 被 5 整除 . 

车 a,、b, 同时 被 5 整除 ， 则 

后 | (机 一 加 

又 久 一 ar 一 2X2o 一 2 52 ,矛盾 . 

综 上 ， 由 于 5 是 素数 ，a,， 中 有 且 仅 有 一 个 被 5 整除 

例 6 《2005 年 克罗地亚 数学 竞赛 题 ) 证 明 : 在 每 个 由 11 个 正 整 数组 成 的 集合 
中 ， 有 6 个 数 的 和 能 被 6 整除 

证 明 ” 先 证 明 两 个 引 理 . 

引 理 1 在 每 个 由 3 个 正 整 数组 成 的 集合 中 ， 存 在 2 个 数 的 和 能 被 2 整除 . 

引 理 1 的 证 明 : 在 每 个 由 3 个 数组 成 的 集合 中 ， 有 2 个 数 奇 偶 性 相同 ， 因 此 ， 
其 和 为 偶数 . 

引 理 2 ”在 每 个 由 5 个 正 整 数组 成 的 集合 中 ， 存 在 3 个 数 的 和 能 被 3 整除 

引 理 2 的 证 明 : 如 果 存 在 3 个 数 ， 被 3 除 得 到 不 同 的 余数 ， 则 它们 的 和 能 被 3 整 
除 。 如 果 不 存在 这 样 的 数 ， 即 它们 中 有 3 个 数 被 3 除 时 有 相同 的 余数 ， 则 这 3 个 数 
的 和 能 被 3 整除 . 

下 面 证 明 原 题 . 

运用 引 理 1 五 次 ， 能 在 所 给 的 由 11 个 正 整数 组 成 的 集合 中 找到 5 对 数 的 和 为 偶 
数 ， 对 这 5 个 和 运用 引 理 2， 知 其 中 3 个 的 和 能 被 3 整除 ， 所 以 ， 存 在 6 个 数 满足 其 
和 能 被 6 整除 . 


【 解 题 思维 策略 分 析 】 


1， 运 用 整数 的 可 除 性 特征 讨论 整除 问题 

例 7 (1975 年 基辅 数学 奥林匹克 题 ) 两 人 一 起 写 一 个 由 1，2，3，4，5 这 五 个 
数码 组 成 的 2k 位 数 ， 第 一 个 人 写 第 一 位 数码 ， 第 二 个 人 写 第 二 位 数码 ， 第 三 位 数码 
仍 由 第 一 个 人 写 ， 依 此 类 推 . 在 第 一 个 人 设法 干扰 的 情况 下 ,第 二 个 人 能 否 使 所 得 
之 数 被 9 整除 ?讨论 以 下 两 种 情况 : 

(1) & 一 10. 

(2) k=15. 

解 设 所 写 的 2k 位 数 为 N= 二 a1a2*…ax-iaw， 其 中 :E11,2,3,4,5). 

设 第 一 个 人 为 A, 第 二 个 人 为 B. 

奇数 下 标 i 的 数码 a; 由 A 选取 ， 而 偶数 下 标 i 的 数码 a; 由 B 选取. 


再 设 Si 一 Be 
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离 五 记功 个 开心 攻 语 加 涉 症 O 


离 互 六 涤 否 开心 泛 证 避 站 着 DO 


则 N 能 被 9 整除 的 充 要 条 件 是 Sz 能 被 9 整除 . 

(1) 当 k 二 3m (m 为 自然 数 ) 时 ， 并 从 还 办 在 这 种 情况 下 ,不 管 A 如 何 
选取 ，B 总 能 获胜 . 

为 此 ， 对 应 AA 取 的 任意 数 az-1!，1<i<k，B 应 取 azi 一 6 一 9-!， 显 然 ， 由 a-1€ 
{1,2,3,4,5}, 可 得 6 一 az-1 二 az€ {1,2,3,4,5). 

这 时 ， 对 任意 的 i<k， 

Sy= (a 十 qz) 十 … 十 (az;-1 十 azi) 二 6i. 

Sz =6k=18m. 

所 以 不 管 A 如 何 选取 ，B 总 能 使 N 能 被 9 整除 . 

(2) 当 上 不 能 被 3 整除 时 ， 我 们 证 明 ， 在 这 种 情况 下 ，A 可 以 使 B 不 能 达到 
目的 , 

为 此 ，A 只 要 取 al 一 3， 然 后 对 应 B 取 的 任意 az，1 委 iji 委 4 一 1，A 只 要 选取 
as+i 一 6 一 am， 这 样 一 来 

Su 一 al 十 (az 十 as) 十 … 十 (az 十 ax) 十 ax 

一 3 十 6(4 一 1) 十 ax 
一 6A 一 3 十 az， 

如 果 k=3m 十 1， 那么 

Sux 一 18m 十 3 十 ax. 

它 被 9 除 的 余数 为 3 十 ax, 由 axE {1,2,3,4,5), 则 

3 十 axE {4,5,6,7,8)}. 

此 时 Sw 二 4,5,6,7,8(mod 9). 

因此 ,Sz 不 能 被 9 整除 . 

如 果 &= 二 3m 十 2, 那么 

Su =18m++9+az. 

由 于 ax€1{1,2,3,4,5}, 则 

Su=1,2,3,4,5(mod 9). 

因此 ，Szx 不 能 被 9 整除 . 

这 样 ， 当 “不 能 被 3 整除 时 ，A 可 以 采取 上 述 策略 使 B 不 能 达到 目的 . 

例 8 (CMO-22 试题 ) 试 求 不 小 于 9 的 最 小 正 整 数 塘 ， 满足 ， 对 任 给 的 n 个 整 
数 〈 可 以 相同 ) al ，az ，…，a， 总 存在 9 个 数 aa ,as 0 (li<is<…< 
jn) 及 bE {4，7} (i 二 1，2，*…，9), 使 得 brQi 十 bzai, 十 … 十 pas 为 9 的 倍数 . 


解 取 a1 二 a 一 1，as 一 a4 一 3， as 二 … 二 aw 一 0， 则 其 中 任 9 个 数 均 不 满足 要 
求 , 因 n 宇 13. 下 证 w= 二 13 可 以 ， 为 此 ， 只 要 证 明 如 果 m 个 整数 (可 以 相同 ) a ， 


aa ，…，an 中 ,不 存在 3 个 数 4 ，a，Qs 及 ,如 ,bs E14,7}, 使 得 Bias 十 bzai 十 
bai 为 9 的 信 数 ， 则 m6 或 者 7<m<<8 且 a az，…， am 中 有 6 个 4， a ，…， 
加 及 本 ， 斑 ，…，6E 14,7} 使 得 9 和 an 十 bags 十"… 十 bai 

设 


A={ill<i<m,9|ai}, 

As={ill<i<m,ai=3(mod 9)}, 

A:i={ill<i<m,a;=6(mod 9)}, 

A'={ill<i<m,a;=1(mod 3)}, 

s= {i|1<i<m,ai=2(mod 3)}, 
则 [Ail 十 |As1 十 |As1 十 |A41 十 |As1=m, 且 

(1) 车 i€EAs, jE€As,， 则 914ai 十 4aj; 

(2) 若 iEA,，jEAs， 则 9 能 整除 4a; 十 4a ，4ai 十 7aw ，7ai 十 4ai 之 一 ， 这 是 因 
为 4ai 十 4a ，4ai 十 7aj ，7ai 十 4ai 均 是 3 的 倍数 且 模 9 两 两 不 同 余 ; 

(3) 车 i,j, kEAs: 或 者 ji， j,kEAs， 则 9 | 4ai 十 4aj 十 4ar; 

(4) 车 i, j,kEA 或 者 i, j,kEAs， 则 9 能 整除 44; 十 4aj 十 4a4，4ai 十 4aj 十 
7as，4ai 十 7aj 十 ?as 之 一 ， 这 是 因为 这 三 个 数 均 是 3 的 倍数 且 模 9 两 两 不 同 余 . 

由 假设 ， 有 |Ai|<2(1<i<5). 

车 |Ai | 之 1, 则 |As1 十 1A31<2, |As| 十 |A;1<2. 这 样 m 二 |Ai| 十 |A2| 十 4s | 十 
144| 十 14A:| 入 6， 

下 设 |A1|=0, m 之 7, 此 时 7 和 mm 一 14 十 14:1 十 |4:1 十 144 十 145s1 生 8. 

因此 

min{|A:|,|A:s|}+min{|A,| ,|As|}>3, 

由 (1) 和 (2) 知 ， 存在 ,iz，…， is EAs UAsUAUAs, <i<…<is 及 
bi br bE {47} 使 9|bras 十 bzai 十 … 十 boa 

综 上 所 述 ， 所 求 的 最 小 的 "一 13. 

例 9 (第 30 届 俄罗斯 数学 奥林匹克 题 ) 在 100X 100 方 格 表 的 每 个 方 格 中 均 填 
写 着 1 个 非 0 数码 ， 已 知 沿 着 各 行 填写 的 100 个 100 位 数 均 可 被 11 整除 .试问 : 在 
沿 着 各 列 填写 的 100 个 100 位 数 中 是 否 可 能 恰好 有 99 个 可 被 11 整除 ? 

解 不 可 能 . 

假设 可 能 .我 们 知道 ， 一 个 正 整数 可 被 11 整除 ， 当 且 仅 当 它 的 偶数 位 上 的 数字 
之 和 与 奇数 位 上 的 数字 之 和 被 11 除 的 余数 相等 . 

现在 ， 按 照 国 际 象棋 棋盘 的 染色 规则 ， 将 各 个 小 方 格 交 蔡 地 染 为 黑色 与 白色 . 


于 是 ， 由 题 意 知 每 一 行 中 ， 赎 色 方 格 中 的 数码 之 和 都 与 白色 方 格 中 的 数码 之 和 被 11 | 企 
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z+2p=p(z1)—g+(p+aq) EA. 
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除 的 余数 相等 ， 即 所 有 黑色 方 格 中 的 数码 之 和 与 所 有 白色 方 格 中 的 数码 之 和 被 11 除 
的 余数 相等 . 

如 果 有 99 列 中 的 100 位 数 可 被 11 整除 ， 那 么 ， 这 99 列 中 的 黑色 方 格 中 的 数码 
之 和 都 与 白色 方 格 中 的 数码 之 和 被 11 除 的 余数 相等 ， 而 剩 下 的 一 列 中 的 黑色 方 格 中 
的 数码 之 和 也 是 与 白色 方 格 中 的 数码 之 和 被 11 除 的 余数 相等 . 从 而 ， 该 列 中 的 100 
位 数 也 能 被 11 整除 . 

例 10 〈2003 一 2004 年 度 德国 数学 竞赛 题 ) 已 知 p，g 是 互 素 的 正 整 数 ， 且 p 闫 
4 将 正 整数 集 分 成 三 个 子 集 A，B，C， 使 得 对 于 每 个 正 整数 z， 这 三 个 子 集中 的 每 
一 个 恰 各 包含 z:，z 十 p，z 十 g 这 三 个 整数 之 一 ， 证明， 存在 这 样 的 分 拆 ， 当 且 仅 当 
pb 十 q 能 被 3 整除 . 

证 明 充分 性 . 

设 pq 可 以 被 3 整除， 假设 

p=1(mod 3),g=2(mod 3). 

定义 A={a€ N+ la 二 0(mod 3)}， 

B={b€E N+ |6=1(mod 3)}, 

C={c€E N+ 1c=2(mod 3)). 

容易 验证 xz，z 十 p，z 十 g 分 别 属于 这 三 个 不 同 的 子 集 ， 所 以 ， 这 三 个 子 集 满足 
条 件 . 

必要 性 . 

设 存在 一 种 分 拆 ， 且 假设 

zEA, z+p€B, z+g€EC, 

由 于 (zp) 十 gq B,(z 十 g) 十 pC, 所 以 ， 

z+p+g€A. 

于 是 , 如 果 “三 zz(mod(p 十 q)), 则 zi 和 zz 属于 同一 个 子 集 . 

闭 区 间 1==[0,p++g 一 1] 中 包含 十 q 个 不 同 的 整数 , 模 pg 的 剩余 类 只 对 应 着 I 
中 的 一 个 整数 . 

下 面 证 明 : 了 中 的 整数 分 别 属于 A，B，C 的 数目 相等 ， 即 一 定 有 p 十 g 可 以 被 3 
整除 

对 于 每 一 个 zcEANT, 定义 p(z) 为 z+p 模 pp 十 q 的 余数 ,9(z) 为 = 十 g 模 户 十 g 的 
余数 . 显然 p(z) & A, g(z) 4 A. 而 且 , 对 于 所 有 z,z ,zs EANIT, 我 们 有 pl(z)#¥q(z). 
当 z 冯 zs 时 ， plz ) 关 p(zs),q(z1) 关 9(zs). 车 存在 zi ,zz， 使 得 p(zi) 王 gq(z2)， 则 
p(z1) 一 9 一 q(z2) 一 gE A. 于 是 ， 


另 一 方面 , (zi 十) 十 9E A, 所 以 , zi 十 pA, 同时 (zs 十 Pp) 十 p 二 4 十 2p 儿 A， 


矛盾 . 
因此 , 集合 IN (BUC) 中 元 素 的 数目 至 少 是 集合 I 站 A 中 元 素数 目的 两 倍 . 
故 p+g=1I1|=|ANII+|1(BUONII>31ANII. 
类 似 地 ,p+g 宇 3|BNI| ,2 二 9 之 31C 站 如 、 
但 b+e=1AnII 二 1IBnII 二 ICnTI 所 以 ， 
IANTI=1BNI|=|CNI, 
于 是 , p 十 q= 二 31AN1I. 
例 11 ”判断 一 个 正 整 数 能 否 被 7 整除 ， 可 采用 “ 割 尾 法 ”， 如 对 2527 割 掉 末 位 
数码 7 得 到 252， 再 从 252 中 减 去 被 割 掉 的 末 位 数码 7 的 2 倍 得 到 238， 这 称 为 一 次 
“ 割 尾 "， 对 238 再 进行 一 次 “ 割 尾 ” 得 到 7， 显 然 7 是 7 的 倍数 ， 从 而 2527 可 被 7 
整除 . 
试 证 明 一 个 正 整数 能 被 7 整除 的 充分 必要 条 件 是 对 该 数 进行 有 限 次 “ 割 尾 ” 所 
得 到 的 数 能 被 7 整除 . 
证 法 1 设 正 整数 为 A 一 aiav-:…aitao， 即 
A=101a-: 十 10 一 av- 十 … 十 10al 十 ao 一 Sa * 10'. 
经 过 一 次 “ 割 尾 ” 后 ，A 变 为 
A’= Sg " 10 一 2a， 
显然 有 
10A’=A—21ao. 
由 《7，10) 二 1 知 ,车 7|A, 必 有 71A'. 
反之 ,车 7|A', 必 有 7|A. 
从 而 本 题 得 证 . 
证 法 2 ” 设 正 整数 为 A=araw-1…azal， 则 
5A =5 + aa mara 
=5° (a "a2s * 10+a1) 
=5。 (9* arart"Q2 二 3a1) 二 5 * (arnarn-1""*a2 —2a1) 
二 5 * (2 * anan1"*"a2 — 4a)+5* (arar1**"a2 —2a1) 


三 10 。(asaw 1""*as —241) 二 5 * (aan_1""*a2—2a1) 


一 2a (mod 7). 


诡 可 达 潍 慰 卫 眉 潍 测 同 闭 效 O 


离 互 说 东 革 二 性 活 涟 同 共 并 oO 


因此 , 当 7|A 时 ,有 

5A 二 0 (mod 7) ,从 而 
and-1""dz —2al=0 (mod 7). 
于 是 7|ae,-…az 一 2ai. 


反之 , 若 7|avan-1…as 一 2a1, 则 715A, 再 由 (5,7) 二 1 可 得 714. 

于 是 本 题 得 证 . 

例 12 (1965 年 第 28 局 莫斯科 教学 奥林匹克 题 ) 试 证 对 37 的 整除 性 的 下 述 特 
征 : 为 了 判断 一 个 整数 能 否 被 37 整除 ， 可 以 将 它 自 右 向 左 分 为 小 节 ， 每 一 小 节 三 个 
数码 ， 如 果 所 得 的 这 些 三 位 数 之 和 可 被 37 整除 ,那么 原来 的 数 就 可 被 37 整除 〈 这 
里 所 说 的 “三 位 数 ” 是 广义 的 ， 因 为 有 些小 节 可 能 以 0 开头 ， 因 此 在 事实 上 是 两 位 
数 或 一 位 数 ， 而 当 原来 的 数 的 位 数 不 能 被 3 整除 时 ， 最 左边 的 小 节 也 不 是 三 位 数 ). 

证 明 我 们 以 九 位 数 A 二 abcdefghi 为 例 ,对 于 任意 位 数 的 证 法 完全 相同 . 

本 题 等 价 于 A 能 被 37 整除 的 充 要 条 件 是 a5c 十 de 了 十 g 有 i 能 被 37 整除 . 

事实 上 ， 

A =abcdefghi=abc » 10:+adef » 10:+ghi 

=abc * 999999+def » 999+ (abc +def +ghi). 

由 于 999999 和 999 能 被 37 整除 , 所 以 , 当 且 仅 当 37 1abc 十 def 十 ghi 时 ,37|A. 

例 13 (第 18 届 爱尔兰 数学 奥林匹克 题 ) 已 知 工 是 一 个 整数 ，y，z，w 是 奇 
数 ， 证 明 : 17 能 整除 zx” 一 zr 

证 明 ” 先 证 明 一 个 引 理 . 

引 理 设 n 是 奇数 ， 则 nt 圭 1(mod 16). 

引 理 的 证 明 ; 注 意 到 

(4k 十 1)* 二 256k1 十 256k 十 96k? 十 16k 十 1 

三 1(mod 16)， 
(4k 十 3)4 二 256k* 十 768k3 十 864k? 十 432k 十 81 
三 1(mod 16). 

所 以 , 引 理 成 立 . 

下 面 证 明 原 题 . 

因为 z,w 是 奇数 ， 所 以 ， 

2"—=z(2)F =z(mod 4). 

由 引 理 得 y! 二 1(mod 16). 


故 y* ==y Cy)*=y (mod 16). 
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车 17|z, 显然 171(z” 一 2 ); 
若 17+z, 由 费 马 小 定理 得 x 三 1(mod 17), 则 


1 = (8) (mod 17). 


所 以 ,171(zY 一 zx”). 
例 14 (1956 年 基辅 数学 奥林匹克 题 ) 贺 上 有 1956 个 数码 ， 已 知 从 某 一 位 起 把 
这 些 数 按 顺 时 针 方向 记 下 ， 得 到 的 一 个 1956 位 数 能 被 27 整除 . 证明 如 果 从 任何 一 
位 起 把 这 些 数码 按 顺 时 针 方向 记 下 的 话 ， 那 么 所 得 的 一 个 1956 位 数 也 能 被 27 整除 
证 明 “本题 的 结论 对 于 圆 上 写 3n 个 数码 也 是 成 立 的 ， 现 在 我 们 证 明 这 个 一 般 
情形 . 
假定 从 某 一 位 开始 按 顺 时 针 方向 读 起 ， 得 到 的 3n 位 数 为 
四 zaw 一 1021ai 十 102-2az 十 … 十 10.。 ， 十 ax。 
并 设 27 | aiaz…aav。 
我 们 只 要 证 明 从 相 邻 一 位 读 起 所 得 到 的 数 azas…asai 也 能 被 27 整除 即 可 . 
研究 下 面 的 差 : 
10 + aiara mam —azas "awat—=(10”—1)a=(1000"—1)a. 
由 于 1000 三 1(mod 27), 则 
1000" 二 1(mod 27) ,2711000" 一 1 
又 27110，aiaz*…as，, 所 以 
27 1azas “awai. 
例 15 (1984 年 第 16 届 加 拿 大 数学 竞赛 题 ) 如 果 一 个 整数 满足 : 
(1) 它 的 各 位 数字 都 不 为 0; 
(2) 它 可 以 被 它 的 各 位 数字 和 整除 . 
就 称 该 整数 可 被 其 数字 和 整除 (例如 322 可 被 其 数字 和 整除 ). 
证 明 有 无 限 多 个 可 被 其 数字 和 整除 的 整数 . 
证 明 事实 上 ,对 于 任何 自然 数 n, 数 11…1 都 是 这 样 的 整数 ,而 这 样 的 整数 有 无 限 


了 个 


aa 一 


多 个 . 
下 面 用 数学 归纳 法 给 予 证 明 . 

(1)n 二 1 时 ,111 可 被 其 数字 和 1 十 1 十 1 一 3 整除 ,结论 成 立 ; 
(2) 假 设 nx 一 时 , 数 11…1 可 被 其 数字 和 3* 整除 


个 
那么 当 n=k 十 1 时 ,由 于 
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1 一 100…0100.…1 .11…1. 
还 21 一 100…0100…1 "11 


+1 个 位 革 位 个 
它 的 第 一 个 因数 的 数字 和 是 3, 因 而 能 被 3 整除 ,第 二 个 因数 由 归纳 假设 能 被 3: 整除 ， 
所 以 这 两 个 因数 的 乘积 可 被 3 后 :整除 . 

从 而 "一 A 十 1 时 结论 成 立 . 

于 是 对 所 有 的 nxEN, 结 论 成 立 . 

例 16 《〈2005 年 俄罗斯 数学 奥林匹克 题 ) 在 一 个 由 正 整 数 构成 的 等 差 数列 w ， 
42，… 中 ,对 每 个 ,乘积 oa 都 能 被 2005 整除 . 试问 :能 否 断 言 “数列 中 的 每 一 项 都 
能 被 2005 整除 ”? 

解 可 以 断言 . 

设 数列 的 公差 为 d. 

车 对 每 个 x"， 都 有 5 | as+al ， 则 易 知 5 | d. 

车 存在 某 个 n, 使 得 5hanta, 则 51an，,5|awtsz，, 于 是 ,5|(awt6s 一 4s) 二 62d. 

由 于 62 与 5 互 素 , 所 以 ,51d. 

总 之 , 在 一 切 情况 下 , 都 有 51d. 

因此 ,5|(aa,+a 一 3lavd ) 一 a2. 

由 于 5 是 素数 ,所 以 ，5|a,. 

注意 到 401 也 是 素数 ,经 过 类 似 推理 可 知 , 对 每 个 n, 都 有 401|a,. 

由 于 5 与 401 互 素 ,所 以 ,对 每 个 n,a, 都 能 被 5X401 二 2005 整除 . 

2. 运用 整数 的 可 除 性 特征 求 某 些 数位 上 的 数字 

例 17 (1980 年 第 12 届 加 拿 大 数学 竞赛 题 ) 设 a6795 是 一 个 十 进 制 的 五 位 数 ， 
可 被 72 整除 ， 试 决定 a 与 6 的 值 . 

解 由 于 72 二 8.9，8 和 9 互 素 . 

所 以 a6796 若 能 被 72 整除 ， 则 必须 同时 能 被 8 和 9 整除 . 

如 果 a6795 能 被 8 整除 ， 其 充 要 条 件 是 末 三 位 796 能 被 8 整除 . 

由 此 可 得 到 唯一 的 2 一 2. 

如 果 a6792 能 被 9 整除 ， 其 充 要 条 件 是 它 的 各 位 数字 和 能 被 9 整除 ， 即 

a 十 6 十 7 十 9 十 2 一 24 十 a 
能 被 9 整除 ， 可 得 到 唯一 的 一 3. 

于 是 a=3, 5 二 2， 此 时 36972 二 72 ，511. 

例 18 《上 海 市 数学 竞赛 题 ) 设 自然 数 62a5427 为 99 的 倍数 ， 求 a，B 

解 ” 因 为 62aB427 是 99 的 倍数 ， 所 以 它 既 是 9 的 倍数 ， 又 是 11 的 倍数 . 

因为 62a8427 是 9 的 倍数 ， 则 


所 以 只 有 解 "一 2，p 一 4. 


被 792 整除 的 正 整数 ， 其 中 ，z，y，z 为 未 知 数 . 


6 十 2 十 a 十 8 十 4 十 2 十 7 二 9m (mEN), 即 

a 十 8 十 3 一 9(m 一 2). 

因为 0<a<9, 0<B<9, 所 以 

3<atp+3<21. 

于 是 at+p 十 3=9 或 at+8+3 二 18, 即 

at+B=6 或 a 十 B=15. 

因为 62aB427 是 11 的 倍数 , 则 
(6+at4+7)—(2+B+2)=11k (kEZ ), 即 
a—B+13=11k. 

因为 4<a 一 B+13<22， 所 以 

a 一 B+13 二 11 或 a 一 8+13 二 22， 即 

a 一 B= 一 2 或 a 一 Bp 二 9. 

从 而 可 以 得 到 四 个 方程 组 

[i es Pe at+p=15, 
a—p=—2, a—pB=9, a—B=—2, a 一 8 一 9. 
解 以 上 方程 组 ， 由 于 两 数 的 和 与 差 有 相同 的 奇偶 性 ， 并 且 0 和 <9，0<8<9， 


洁 卫 页 潍 全 五 司 溢 庙 潜 效 O 


例 19 《〈2005 年 克罗地亚 数学 竞赛 题 ) 求 所 有 可 用 十 进 制 表示 13zy45z， 且 能 


解 因为 792 一 8X9X11， 所 以 ， 数 字 I13zy45z 能 被 8，9，11 整除 . 
由 8|13zy45z, 知 8|45z. 

而 45z 二 450 十 z= 二 448 十 (z 十 2), 因此 ， 

8|(z 十 2). 
故 zx 一 6. 
由 9113zy456, 知 

91(1 十 3 十 z 十 ?十 4 十 5 十 6). 

而 1 十 3 十 x 十 y 十 4 十 5 十 6 二 z 十 y 十 19 二 18 十 (zx 十 y 十 1)， 
因此 , 9| (zx 十 y 十 1). 

故 z 十 y 一 8 或 z 十 y 一 17. 

由 11|13zy456, 知 

11|(6 一 5 十 4 一 y 十 zx 一 3 十 1). 

而 6 一 5 十 4 一 y 十 zx 一 3 十 1 二 zx 一 y 十 3, 因 此 ， 


工 一 y 二 一 3 或 x 一 y 二 8. 
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M|bib2**b,10—bib2***b,01, Bh M|9. 
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此 时 ， 有 两 种 可 能 : 
(1) 若 z 十 y 为 偶数 ， 则 z 十 y 一 8 上 且 z 一 > 一 8 从 而 ，z 一 8，y 一 0. 


(2) 若 z 十 ? 为 奇数 ， 则 z 十 y 一 17 且 zx 一 y 3. 从 而 , z= 二 7,， y= 二 10, 不 


可 能 . 
所 以 ， 唯 一 的 正 整数 为 1380456. 

例 20 〈2003 年 加 拿 大 数学 奥林匹克 题 ) 求 2003?z” 的 末 三 位 数字 . 
解 ”2003202 ”= 王 3202” (mod 103) 


一 92200xl00l2m1 


二 (10 一 1)*( 令 k=2*% X100121) 
二 Ci X10’—kX10+1(mod 10°). 
其 中 ==2*% X100120! 王 2200 二 10242” 
=242% =32% X210%0==32%0 X24@ — 3250 Yc 2180 
三 3260 X24' 一 3278 X25% 
=3" X24 X21=3% X21 
3 X24X2 =34 X21 
二 3% X24X2:==(10—1)** X96 
三 (Chiz X10:—142X10+1) X96 
三 681X96 二 376(mod 10’). 
故 200322” 二 C8 X10 一 376X10 十 1 
三 241(mod 103). 
例 21 设 一 个 整数 被 某 个 数 MCM 天 1) 整 除 的 判别 法 则 不 依赖 于 整数 的 各 位 数 
码 的 顺序 ,证 明 M 等 于 3 或 9. 
证 明 设 M 是 n 位 数 . 
研究 一 切 形 如 10aaz…a, 的 ?十 2 位 数 . 
因为 数码 ai ,az ,au 的 每 一 个 都 可 以 彼此 无 关 地 取 自 0 到 9 这 10 个 不 同 的 数 
码 ,因此 ,所 要 研究 的 数 有 10” 个 连续 的 数 . 
由 于 10" 之 M, 所 以 这 些 数 中 至 少 可 找到 一 个 数 被 M 整除 . 设 这 个 数 是 
58, 即 M|1Ob 2 2 
由 题 设 , 被 M 整除 的 判别 法 则 不 依赖 于 数码 的 顺序 , 则 
M|B1b2***b,01, 
M|bb2*b, 10. 
从 而 M 也 能 整除 它们 的 差 , 即 


于 是 M=3,9 (因为 M 天 1). 


另 一 方面 ,被 3 和 9 整除 的 判别 法 则 只 需 检验 一 个 数 的 各 位 数码 之 和 而 与 各 位 数 


码 的 顺序 无 关 . 


所 以 M=3 或 9. 

例 22 (1989 年 第 21 届 加 拿 大 数学 竞赛 题 ) 定义 {a,} 吉 1 如 下 ;: 
Qi 一 1989?8 ， 且 a,《n 之 1) 等 于 a 的 各 位 数字 之 和 ，as 等 于 多 少 ? 
解 由 于 ww 一 1989!s 虽 <<10000'%s ， 

而 10000se9 共 有 4。1989 十 1 一 7957 位 . 

所 以 ai 不 多 于 7957 位 . 

由 题 设 ，as 是 w 的 各 位 数字 之 和 ， 则 

az<10 » 8000=80000. 

所 以 as 最 多 为 5 位 数 ， 因 而 

aa<7 十 4。9 一 43，at<4 十 9 一 13. 

于 是 as 为 一 位 数 . 

由 于 任何 一 个 正 整数 能 被 9 整除 的 充 要 条 件 是 它 的 数字 和 能 被 9 整除 . 
由 于 911 十 9 十 8 十 9 一 27， 则 911989:se. 

于 是 9|os. 

即 a;s 二 0 或 9. 

as 一 0 显然 不 可 能 ,所 以 as 一 9. 

3， 运 用 整数 的 可 除 性 特征 求 某 些 整数 

例 23 〈1979 年 广西 壮族 自治 区 数学 竞赛 题 ) 由 数字 0，1，2，3，4，5 能 否 组 


成 数字 不 重复 且 能 被 11 整除 的 六 位 数 ? 为 什么 ? 


解 ” 设 所 组 成 的 六 位 数 是 a1azasa4asas， 若 这 个 六 位 数 能 被 11 整除 ， 则 
Ql 一 qz 十 a 一 Qs 十 as 一 46 二 11n， 即 


Qi 十 az 十 as 十 as 十 as 十 as 二 11n 十 2(as 十 as 十 ae). @ 
由 于 a 十 oz 十 as 十 ws 十 as 十 os 一 15, 则 
11n+2(as 十 as 十 as ) 一 15. © 


显然 ， 0<n<2， 从 而 n= 二 0 或 n 二 1 
(1) 当 n=0 时 ，@ 化 为 
2(az 十 ws 十 as) 一 15， 

此 式 左 端 为 偶数 ， 右 端 为 奇数 ， 不 可 能 成 立 . 
(2) 当 n==1 时 ，@ 化 为 

az 十 aa 十 at 一 2， 


次 本 页 潍 全 也 惊 涟 测 回 入 半 0 


次 互 闹 泗 荡 丘 心 泛 涟 由 站 症 O 


但 是 


位 数 


，0，1，2，3，4，5 中 任意 三 个 数 之 和 都 大 于 2， 所 以 此 时 也 无 解 . 
综合 以 上 ,由 0，1，2，3，4，5 不 可 能 组 成 数字 不 重复 且 能 被 11 整除 的 六 


例 24 (第 48 届 斯 治文 尼 亚 数学 奥林匹克 题 ) 求 所 有 的 五 位 数 25cde， 该 数 能 被 


9 整除 ， 且 ace 一 bda 二 760. 


解 方程 zce 一 5da 一 760 可 以 改写 为 

100a 十 10c 十 e 一 1005 一 10d 一 a 一 760， 

由 此 可 得 e=a. 

将 方程 两 边 除 以 10， 可 得 

10(a 一 已 十 (c 一 d) 一 76. 

因此 ， 只 有 两 种 可 能 

c 一 d==6 或 c 一 d= 二 一 4. 

如 果 c 一 d= 二 6， 则 有 

c=d+6, a=6b+7. 

由 于 五 位 数 能 被 9 整除， 因此 ， 

a 十 6 十 c 十 d 十 e =6+7+6+d+6+d+6+7 
一 3 十 2d 十 20 一 35 十 2(d 十 1 十 9) 


能 被 9 整除 . 


可 导 


所 以 ,d 十 1 能 被 3 整除 . 

由 于 c 一 4 一 6, 可 得 d 一 2, 于 是 ，c 一 8. 
同时 , 3(5 十 2) 能 被 9 整除 . 

由 于 a=6b 十 7, 故 有 b=1. 

这 时 ,所 求 的 五 位 数 是 81828. 

如 果 c 一 d= 一 4, 则 有 

d=c+4, a=6+8. 

因此 ,a=8, 5 二 0, 或 4=9, 6 二 1. 

车 a=8, 由 
9|(atbtc+d+e) 二 8 十 2c 十 4 十 8， 
出 , 2c 十 2 能 被 9 整除 . 

于 是 , c==8, 进而 d= 二 c 十 4 二 12, 不 是 一 位 数字 . 
车 a 二 9, 由 

9|(a 十 6 十 c 十 d 十 e) 一 10 十 2c 十 4 十 9， 


可 导出 2c 十 5 能 被 9 整除 . 
130 


于 是 , c==2, 相应 的 五 位 数 是 91269. 

例 25 (1987 年 北京 市 数学 竞赛 题 ) 41aza3…aisssazoo 是 按 如 下 规则 写 出 的 一 个 
两 千 位 的 自然 数 〈 其 中 诸 a; 代表 阿拉 伯 数 码 ): 先 写 出 wa ， 接 着 依 规则 写 cz， 
aa，…， 当 w 已 写 出 ， 接 着 写 +: 时 ， 要 使 两 位 数 wai+! 是 17 或 23 的 倍数 (i 二 1， 
2，…，1999)， 若 按 上 述 规则 写 出 的 一 个 两 千 位 的 自然 数 的 各 数码 a; 中 ，1，9，8， 
7 这 四 个 数码 都 出 现 过 ， 求 证 写 出 的 这 个 两 千 位 自然 数 必定 是 合 数 . 

证 明 ”两 位 数 中 ，17 的 倍数 有 


17, 34, 51, 68, 85; 

23 的 倍数 有 

23，46，69，92. 

以 上 9 个 数 中 ,个 位 数 里 1，2，3，4，5，6，7，8，9 均 出 现 ， 

十 位 数 中 ，6 出 现 两 次 ，7 没 出 现 ， 其 余数 字 1，2，3，4，5，8，9 均 出 现 
一 次 . 
显然 ，7 不 能 作 十 位 数 ， 即 7 不 能 在 两 千 位 数 的 前 1999 位 出 现 ， 即 7 是 这 个 两 
千 位 数 的 最 后 一 位 . 

这 样 ，7 的 前 一 位 应 是 1 (17 是 17 的 倍数 )， 再 前 面 应 有 5 出 现 〈51 是 17 的 倍 
数 )，…， 可 排 成 下 面 一 个 图 


< 

这 样 ， 某 个 数码 出 现 ， 依 图 中 箭头 所 指 即 下 面 出 现 的 数码 . 

显然 ， 在 两 千 位 数 a1a2…aisooazmoo 中 ， 

Gz000 =7, ais99 =1, ais98 =5, dis97 —=8, aige6—6, 
从 1996 位 开始 的 前 1996 位 即 从 1 一 a1so6 二 6 位 都 是 在 6-~9-2 一 3 一 4->6 一 9 一 … 中 
循环 ， 且 每 五 个 数 为 一 个 循环 节 . 

所 以 这 两 千 位 数 的 所 有 数码 之 和 为 

(6 十 9 十 2 十 3 十 4)。399 十 (6 十 8 十 5 十 1 十 7) 二 24。399 十 27 二 3。(8。399 十 9)。 

因此 这 个 两 千 位 数 是 3 的 倍数 ， 当 然 是 一 个 合 数 . 

4， 借 助 于 整数 的 可 除 性 特征 处 理 问题 

例 26 (第 30 届 俄罗斯 教学 奥林匹克 题 ) 设 {Ni，…，INe}) 是 由 五 位 数 〈 十 
进 制 ) 构成 的 数组 ， 使 得 任何 一 个 各 位 数字 形成 非 降序 列 的 五 位 数 中 都 至 少 有 一 个 
数字 与 数 Ni ，…，N 中 的 某 个 数 的 相同 位 置 上 的 数字 相同 。 试 求 的 最 小 可 能 值 . 


@ 一 OO 一 -0 一 O 
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次 五 膏 海 屡 性 泛 雇 局 渡 症 O 


涤 吾 这 湾 舍 也 性 潍 洗 加 讨 交 0 


解 所 求 最 小 的 值 为 2， 理 由 如 下 : 
有 具有 所 述 性 质 的 数组 不 可 能 仅 由 一 个 五 位 数 构成 .事实 上 ， 对 于 任何 一 个 五 位 
数 N 二 abcde， 都 存在 不 同 于 a,，b，c，d，e 的 数码 g， 从 而 ，N 的 任何 一 位 数 都 不 


与 G 二 ggggg 相 同 . 

下 面 证 明 : 由 数 Ni 一 13579 和 N: 一 12468 所 构成 的 数组 即 可 满足 题 意 ， 

任 取 一 个 五 位 数 A 一 atazasatas， 其 中 wm 和 az<as<as<os， 如 果 A 的 任何 一 位 
数 都 不 与 N! 和 Na 的 相同 位 置 上 的 数字 相同 ， 那 么 ， 必 有 as 二 7， 因 此， as 二 7. 但 
由 于 ak 既 不 同 于 Ni 的 十 位 数 ， 又 不 同 于 N; 的 十 位 数 ， 因 此 ，a 和 5,， 故 as 和 5 又 
由 于 as 既 不 同 于 N' 的 百 位 数 ， 也 不 同 于 N; 的 百 位 数 ， 因 此 ，as 才 3, 故 as 二 3， 如 
此 下 去 ,就 又 推出 ez 天 3，az: 天 2， 于 是 ， 必 有 ai 一 1， 从 而 ,其 首位 数 与 N，( 也 与 
Nz) 的 首位 数 相同 . 

例 27 (1986 年 国家 集训 队 选 拔 考试 题 ) 自然 数 A 的 十 进 制 表示 为 aa-i'…vao， 
令 HA)=2ao 十 2 十 … 十 2a 十 o 记 Ai 一 FA) ,AH 一 FCA)(i 一 1,2，vD)， 

证 明 : (1) 必 有 自然 数 &， 使 得 At+1 二 Ai. 

(2) 车 A=19*, 问 上 述 的 As 等 于 多 少 ? 并 说 明理 由 . 

证 明 (1) n=0 时 ,对 任意 &， 有 A, 二 A. 

当 n 二 1 时， 显然 有 A 之 f(A). 

当 n 宇 2 时 ， 

(CA) 王 2"ao 十 2 一 al 十 … 十 2a6， 十 ao 

魏 (2" 十 2 一 :十 … 十 2 十 1)。9 
一 (2 一 1)。9. 
A>10'4,>10"=10* 10"™!>9 + 10 
>9 2 .10" ?>9. 2 .2" ?=9. 2"+! 
>9(2"+1—D)>/(A). 

从 而 wn 二 2 时 有 A>f(A). 

这 就 意味 着 对 A 每 进行 一 次 操作 ， 就 变 小 一 次 ， 从 而 有 

A>A:>A;>… 

因此 必 存 在 某 个 kEN， 使 得 

A:<100. 

车 Ai 为 两 位 数 ， 则 可 设 A 二 a6 二 104 十 5，， 则 

Ain 王 26 十 a， 从 而 

As—Arn=9a—b. 


显然 ， 当 a 二 1, 6 一 9 时 ,A 一 19, 而 
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义 一 Ac 一 0， 即 

Au 一 Ar 

此 时 问题 已 得 证 . 

若 o 尖 1 或 69， 则 9a 一 上 >0， 即 At>>Ac 

此 时 对 A 再 进行 一 次 操作 ， 得 到 A++， 若 Ar 一 19， 此 时 有 Ar 一 Aero， 否 


则 必 可 再 经 过 某 次 操作 得 到 一 位 数 ， 记 为 A 二 a。 于 是 有 Atr 一 Au 


由 以 上 ， 必 存在 自然 数 上， 使 得 At+ 一 A 
(2) 首先 证 明 ， 若 10z 十 y(z 为 正 整数 ，y 为 非 负 整数 ) 能 被 19 整除 ， 则 十 


2y 能 被 19 整除 


这 是 因为 

10z 十 y 一 10(z 十 2y) 一 19y, 

而 (10,19) 一 1， 

若 19110z 十 y, 则 191z 十 2y; 反 之 , 若 191z 十 2y， 则 19110z 十 y, 
因此 , 若 191A 一 aa ao, 则 

191aamiai 十 2ao， 

19|aan rat2(a +2a0). 

如 此 下 去 ， 

19|a 十 20 十 … 十 2 1 十 ?ao 一 FA). 

由 于 A 一 19% , 则 191A, 于 是 191A, 王 7(A), 进 而 

Al，As，…* 都 能 被 19 整除 . 

又 由 (1)，Ai>>A4:>>…>>Ae， 则 

A,=19. 

例 28 2005 年 英国 数学 奥林匹克 题 ) 确定 由 7 个 不 同 素数 组 成 的 等 差 数 列 中 ， 


最 大 项 的 最 小 可 能 值 . 


解 ” 设 等 差 数列 为 

p, pid, p+2d, p+3d, p+4d, p+5d, p+6d. 

易 知 ，p 之 2， 因 为 若 p= 二 2， 则 p 十 24 为 偶数 且 非 2， 其 不 是 素数 ， 

因为 p 必 为 奇数 ， 则 d 是 偶数 ， 否 则 ，z 十 4 是 偶数 且 大 于 2， 其 不 是 素数 . 

又 p>3， 因 为 车 bp 二 3， 则 p 十 3d 是 3 的 信 数 且 非 3， 其 不 是 素数 . 

所 以 ，d 必须 是 3 的 信 数 ， 否 则 ，p 十 d 和 十 24 中 的 一 个 将 会 是 3 的 倍数 

用 同样 的 方法 ，p 之 5， 因 为 车 p 二 5， 则 p 十 5d 是 5 的 倍数 且 非 5. 

类 似 地 ，d 是 5 的 信 数 ,否则 p 十 d，p 十 24，p 十 3d，p 十 44 中 的 一 个 将 会 是 5 


的 倍数 ， 其 不 是 素数 . 
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离 卫 可 活 否 毛 性 玉 涟 同 并 关 O 


将 末 阅 泣 亚 二 性 玫 示 四 并 业 oO 


由 于 “一 “十 名 的 位 数 是 奇数 位 ， 所 以 ，a 与 a 的 位 数 相同 ， 且 有 c+d<10. 
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综 上 , 有 p 宇 7 和 30 1d. 
车 p>>7， 当 7 d 时 ， 总 有 7 的 倍数 存在 于 等 差 数列 中 ， 故 7|d. 这 表示 21014. 
此 时 ， 最 后 项 的 最 小 可 能 值 为 11-H6X210 一 1271. 

车 一 7 (同时 30 | 4)， 则 必须 避免 在 数列 中 有 187 一 11 X17， 因 此 ， 必须 有 
d>120. 

若 d 一 120， 则 数列 为 

7，127，247，367，487，607，727. 

但 247=13X19， 所 以 ， 这 不 成 立 . 

当 d=150 时 ， 数 列 为 

7，157，307，457，607，757，907， 且 所 有 的 数 为 素数 . 

因为 907<1271， 此 即 为 最 大 项 的 最 小 可 能 值 . 

例 29 (第 55 届 捷 克 和 斯 洛 伐 克 数 学 奥林匹克 题 ) 正 整数 数列 {a,) 满足 
tl 二 Qn 十 如 ，nn 之 1， 其 中 忆 , 是 将 ww 的 各 位 数字 的 次 序 反 过 来 得 到 的 数 〈( 数 忆 的 首 
位 数字 可 以 是 零 )， 例 如 w 一 170，w 一 241，w 一 383，au 二 766， 等 等 . 间 : as 是 否 
可 以 是 一 个 素数 ? 

解 o 不 能 是 素数 . 

证 法 1 我 们 证 明 a; 总 是 一 个 能 被 11 整除 的 合 数 . 

车 m 二 Gececiwareo， 则 m 除 以 11 的 余数 与 res(7) 一 co 一 ct 十 cz 一 … 十 (一 1)kcy 
除 以 11 的 余数 相同 . 

因此 , res(b,)= 士 res(a,)， 

其 中 ， 当 a 的 位 数 是 偶数 时 ， 取 负 号 ， 当 w 的 位 数 是 奇数 时 ， 取 正 号 . 

于 是 ， 若 数列 中 有 一 个 数 可 以 被 11 整除 ， 则 其 后 面 的 数 也 可 以 被 11 整除 . 若 
av 的 位 数 是 偶数 ， 则 

res(an)=—~—res(b,). 

所 以 ，anti 二 a 十 b, 可 以 被 11 整除 . 

由 条 件 可 知 ww 是 严格 递增 的 . 

若 w 的 位 数 是 偶数 ， 于 是 ， 当 a1 关 10 时 ，as 是 被 11 整除 的 合 数 ; 当 w 一 10 
时 ，as 一 11，aa 一 22 是 被 11 整除 的 合 数 . 

下 面 证 明 : 当 的 位 数 是 奇数 时 ， 前 六 个 数 中 有 一 个 数 的 位 数 是 偶数 ， 

车 a1、as、as、as、as、as 的 位 数 都 是 奇数 ， 设 -是 ww， 的 首位 数字 ,，d 是 ai 的 
末 位 数字 ， 则 1<c<9, 0<d<9 (如 果 a 是 一 位 数 ， 则 c 二 qd). 

所 以 ，b 的 首位 数字 为 4&， 末 位 数字 为 <. 


于 是 ，a; 的 首位 数字 为 c+d 或 < 十 d 十 1 〈 这 取决 于 第 二 位 是 否 进位 )， 末 位 数字 为 
c 十 d， 因 此 ，az 的 首位 数字 不 小 于 c 十 d. 

同 理 ,as 二 Qs 十 bb 的 首位 数字 至 少 是 2(c 十 d) ,a 二 as 十 bh 的 首位 数字 至 少 是 4(c 十 
四 ,一 ai 十 和 的 首位 数字 至 少 是 8Cc 十 d) ,as 二 as 十 bs 的 首位 数字 至 少 是 16(c 十 d). 
因为 1 委 c 十 4<10, 与 16(c 十 d) 过 10 了 矛盾. 
综 上 所 述 ,a 总 是 合 数 . 
证 法 2 首先 证 明 : 若 数 a 有 偶数 位 ， 则 w+-: 必 为 一 个 可 以 被 11 整除 的 合 数 . 
记 awm 二 10”1bw 十 … 十 10'bz 十 by， 则 


Wi = = D0" +10m db 十 pos)。 


而 10” +10 1 二 1,2,…;n) 都 可 以 被 11 整除 ,所 以 ,ax+ 必 为 可 以 被 11 整除 
的 数 ， 
下 面 证 明 : 奇数 位 数 a 至 多 经 6 次 变换 升 位 为 偶数 位 . 
车 数 a, 有 k 位，& 为 奇数 ， 则 w+ 至 多 有 A 十 1 位 这 是 因为 
arHI2(104+1 一 1) 一 199.…98. 
199."98 


若 a, 来 位 为 0， 则 ar 末 位 不 能 为 0， 这 是 显然 的 

车 a, 变 成 wsri，arH 末 位 为 0， 则 它 一 定 进行 了 升 位 ， 因 为 末 位 为 0 必 为 1 十 9， 
2 十 8，…. 

所 以 ， 首 位 为 1 十 9，2 十 8，…， 从 而 进行 了 升 位 . 

于 是 ， 若 mw 变 为 441， 则 av+ 首 项 一 定 与 末 项 相同 ， 或 首 项 比 末 项 大 1 〈 这 是 
由 不 能 进行 升 位 为 保证 的 ). 

我 们 考虑 一 种 极端 情况 . 

车 首次 项 为 IX0, 第 二 次 位 数 不 变 ， 而 第 三 次 不 可 能 是 2XI， 至 少 为 2X2， 
是 ,第 四 次 可 能 为 5X4 或 45X4， 第 五 次 即 as 若 不 进行 升 位 则 必 为 8X8 或 9X8 
以 ,第 六 次 必然 升 位 为 偶数 位 ， 得 证 . 

< 是 a; 的 首位 数字 ，d 是 a1 的 末 位 数字 ， 则 1<c<9，0<d<9 (如 果 a 是 
数 ， 则 c= 由). 

所 以 ，b 的 首位 数字 为 4， 末 位 数字 为 <- 

例 30 (第 20 届 爱尔兰 数学 奥林匹克 题 ) 求 2007! 的 末尾 连续 的 0 的 个 数 及 其 
最 末 一 位 非 零 数字 . 


解 设 PCD 一 [ 2022 ](kEN+ ), 则 素数 5 在 2007! 中 出 现 的 次 数 为 
FF(5) 十 F(52) 十 FC55) 十 …。 


于 
所 
一 位 
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因为 5 之 2007, 上 式 即 为 
下 (5) 十 F(5?) 十 F(53) 十 F(C54)。 

经 计算 知 

下 (5) 一 401，F(25) 一 80,F(125) 一 16，F(625) 一 3. 
故 5 在 2007! 中 出 现 的 次 数 为 500. 

又 因为 比 2007 小 的 正 偶数 有 1003 个 ， 所 以 ，2 在 2007! 中 至 少 出 现 1003 次 
这 说 明 ，10;” |20071, 但 10'h20071. 

因此 ,2007! 的 末尾 有 500 个 连续 的 0. 

下 面 求 最 末 一 位 非 零 数字 . 


首先 注意 以 下 两 个 事实 ， 
对 任意 整数 上 ,有 
(10k+1) (10k+3)(10k+7) (10k+9)=—1(mod 10)， (oy 
4. 
及 [[ (0k+i) =6(mod 10). ® 


考虑 从 1 到 1999 除去 5 的 倍数 的 所 有 奇数 的 乘积 ,可 将 其 分 成 200 组 如 式 @ 所 
示 的 乘积 , 故 这 些 数 模 10 后 为 (一 1)”==1. 
此 外 ,2001X2003X2007 二 1(mod 10). 
另 一 方面 ， 如 前 所 述 ，F(5) 一 401， 即 小 于 或 等 于 2007 的 自然 数 中 有 401 个 5 的 
倍数 (其 中 ,有 201 个 是 奇数 ). 因 此, 小 于 或 等 于 2007 的 所 有 正 奇 数 的 乘积 可 表示 为 
20071! =M, X5”! X40111, 
其 中 , M, 二 1(mod 10), n!1! 表示 小 于 或 等 于 的 所 有 正 奇数 的 积 . 
类 似 地 , 401!1! 二 MX5*X7911， 
其 中 , M; 二 (一 1)* 寺 1(mod 10); 
791! 一 Ms XxX5 X151!, 
其 中 , Ms 三 (一 1)s 二 1(mod 10); 
15!! =1X3X5X7X9X11X13X15=M, Xx5’, 
其 中 , Ml 志 1(mod 10). 
因此 , 20071! 一 MX52a ， 
其 中 , M=MiM:MsM, 二 1(mod 10). 
再 考虑 小 于 2007 的 所 有 正 偶数 的 乘积 , 即 1003! X21%. 
考虑 1000! 中 除去 5 的 倍数 的 其 他 数 的 乘积 ,可 将 其 分 成 100 组 如 式 加 中 所 示 
的 乘积 , 故 这 些 数 模 10 后 为 


6'%=6(mod 10). 
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此 外 1001X1002X1003 寺 6(mod 10). 
因 1003 以 下 的 自然 数 中 有 200 个 5 的 信 数 , 故 
1003! =N'X5” X2001, 
其 中 ,Nl 二 6(mod 10). 
类 似 地 ， 
200! 一 NzX59X401， 
其 中 ,，N; 夺 6” 二 6(mod 10) 
40! 三 Ns X5: X8!, 
其 中 , N; 三 6 圭 6(mod 10); 
8! =N,X5; 
其 中 , Ns 寺 2X3X4X( 一 人 )X( 一 3)X( 一 2) 三 一 6(mod 10). 
因此 , 1003! 一 NX529 ， 
其 中 , N=NiN;N;N, 二 一 6(mod 10). 


综 上 , 有 
2007! =MNX5™ X2% =MNX2™ X10%™, 
其 中 , MN== 一 6 寺 4(mod 10). 


又 因为 2 二 8(mod 10), 所 以 ， 
MNX2”=4X8=2(mod 10). 
因此 , 2007! 最 末 一 位 非 零 数字 为 2. 


【模拟 实战 】 


1，(1963 年 基辅 数学 奥林匹克 题 ) 已 知 数 32 洲 35717※ 能 被 72 整除 ， 求 这 两 个 星 号 
所 表示 的 数码 

2，( 第 18 届 爱 尔 兰 数学 奥林匹克 题 ) 两 个 人 A 和 BB 仅 用 数字 1，2，3，4，5 组 成 一 
个 2005 位 数 N， 每 次 只 选择 一 个 数码 ， 由 A 先 选 ， 然 后 A，B 交替 选 数码 ， 当 
且 仅 当选 取 的 数 N 能 被 9 整除 时 ，A 获胜 ， 问 谁 有 获胜 策略 ? 

3，( 第 17 届 日 本 数学 奥林匹克 题 ) 求 112 的 十 位 数字 〈 其 中 ，112 表示 11 的 128 
次 寡 ). 

4.。 (1971 年 第 34 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 题 ) 给 定数 字 2*， 其 中 是 一 个 大 于 3 的 自 
然 数 ， 证 明 不 论 怎样 重 排 2: 的 数码 ， 都 不 能 得 到 一 个 等 于 2" 的 数 ， 其 中 ”为 任 
意 一 个 大 于 的 自然 数 . 

5，(1981 年 基辅 数学 奥林匹克 题 ) 设 p 是 大 于 3 的 素数 ， 若 pr”(n 是 自然 数 ) 是 20 
位 数 ， 证 明 在 这 20 个 数码 中 至 少 有 3 个 数码 是 相同 的 . 
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6. 《第 28 届 斯 洛 文 尼 亚 数 学 奥林匹克 题 ) 是 否 存在 满足 以 下 条 件 的 正 整 数 >: 如 果 
7 是 它 的 各 位 数字 之 和 的 倍数 ， 那么， 与 其 各 位 数字 之 和 的 乘积 的 各 位 数字 之 
和 等 于 3. 
7. (第 18 届 意 大 利 数学 奥林匹克 题 ) 在 4X4 的 方 格 表 中 的 每 个 小 方 格 内 填 一 个 数 1 
或 2， 车 任意 一 个 3X3 的 方 格 表 〈 共 4 个 ) 中 的 9 个 数字 之 和 能 被 4 整除， 而 所 
有 小 方 格 内 的 16 个 数字 之 和 不 能 被 4 整除 ， 求 这 16 个 数字 之 和 的 最 大 值 和 最 
小 值 . 
8. 用 1，2，3，4，5，6 这 六 个 数码 组 成 一 个 六 位 数 apcde， 其 中 不 同 的 字母 代表 
1~6 中 不 同 的 数码 ， 要 求 前 两 个 数码 组 成 的 两 位 数 a25 是 2 的 倍数 ， 并 且 还 要 求 
abc 是 3 的 倍数 ;abpcd 是 4 的 倍数 ; abcde 是 5 的 倍数 ; abcdef 是 6 的 倍数 ， 试 找 
出 所 有 这 样 的 六 位 数 ， 并 说 明 你 的 推理 过 程 . 
9， 求 W23+V5)2m 的 十 进 制 表 示 中 小 数 点 前 第 一 位 数字 和 小 数 点 后 第 一 位 数字 ， 
10. (1991 年 第 6 届 拉 丁 美 洲 数学 竞赛 题 ) N 是 由 5 个 不 同 的 非 零 数码 组 成 的 5 位 
数 ， 且 N 等 于 这 5 个 数码 中 取 3 个 不 同 的 数码 构成 的 所 有 三 位 数 的 和 ， 求 所 有 
的 这 种 5 位 数 N. 

11. (第 54 届 白 俄罗斯 数学 奥林匹克 题 ) 在 十 进 制 表示 中 ， 若 上 位 数码 a 满足 ， 如 
果 两 个 均 以 a 结尾 的 正 整数 的 乘积 也 以 a 结尾 ， 我 们 就 称 a 是 “稳定 ”的 (如 0 
和 25 稳定 )。 证明: 对 任意 正 整数 上 4， 人 恰 存 在 四 个 稳定 的 上 位 数码 , 

12， 若 干 个 整数 的 和 能 被 6 整除 ， 证 明 这 些 数 的 立方 和 也 能 被 6 整除 . 

13， 设 是 正 整 数 ， 证 明 : nCwr 一 1) (wr? 一 5n 十 26) 被 120 整除 . 

14. (1990 年 第 7 届 巴 尔 干 数 学 竞赛 题 ) 设 ai 二 1，as 二 3， 且 对 所 有 的 正 整数 n， 

an+2 一 (7 十 3)an+l 一 (2 十 2)an。 
求 所 有 使 a, 可 被 11 整除 的 ”的 值 . 
15。 证 明 对 于 同样 的 整数 = 和 >，2z 十 3y 和 9z 十 5y 能 同时 被 17 整除 . 
16. (1988 年 第 6 届 美 国 数学 邀请 赛 题 ) 试 找 出 最 小 的 正 整数 >， 使 它 的 立方 的 未 三 
位 数字 是 888. 
17, (2002 一 2003 年 度 英国 数学 奥林匹克 题 ) 已 知 34! 一 295 232 799 cd9 604 140 
847 618 609 643 5ab 000 000. 
求 数字 4a，5，c，d 的 值 . 
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第 八 章 平方 数 


【基础 知识 】 


1. 若是 整数 ， 则 a? 叫做 a 的 平方 数 〔 许 多 人 习惯 称 完全 平方 数 ). 

2， 平方 数 的 因数 具有 如 下 特征 : 

(1) 痉 的 标准 分 解 式 中 ， 每 个 素 因数 的 指数 都 是 偶数 . 

(2) 若 灵 一 az6 (a, 5 是 整数 ) 为 平方 数 ， 则 6 为 平方 数 . 

(3) 车 r==ab (a, 6b 是 互 素 的 整数 ) 为 平方 数 ， 则 4a， 5 都 为 平方 数 . 

3， 在 平方 数 ww 的 十 进 制 表达 式 中 ， 其 数字 具有 如 下 一 些 特征 : 

(1) x 的 个 位 数字 为 0，1，4，5，6，9. 

(2) zw 的 十 位 数字 为 奇数 ， 当 且 仅 当 zw 的 个 位 数字 为 6. 

(3) 中 的 个 位 数字 为 5， 则 症 的 十 位 数字 为 2， 百 位 数 是 偶数 . 

上 述 特征 可 概括 为 : 平方 数 的 末 两 位 只 能 是 俩 5、 侦 1、 侦 4、 偶 5、5、 奇 6 


之 一 . 
(4) 奇数 的 平方 的 十 位 数 是 偶数 . 
(5) 把 平方 数 的 各 位 数码 相 加 ， 如 果 所 得 到 的 和 不 是 一 位 数 ， 再 把 这 个 和 的 各 
位 数码 相 加 ， 直 到 一 位 数 为 止 ， 这 个 一 位 数 只 能 是 0，1，4，7，9. 

4， 在 平方 数 rr 的 十 进 制 表达 式 中 ， 其 有 关 模 下 的 余数 或 被 4:，8，3，5 除 时 的 
余数 具有 如 下 一 些 特征 : 

(1) w=0, 1 (mod 3, 4). 

(2) n=0, 1, 4 (mod 5，8). 

(3) n=0, 1, 4, 7 (mod 9). 

(4) r=0, 1, 4, 5, 6, 9 (mod 10). 

(5) 偶数 的 平方 能 被 4 整除， 奇数 的 平方 被 4 除 余 1 

(6) 偶数 的 平方 被 8 除 余 0 或 4， 奇 数 的 平方 被 8 除 余 1. 

(7) 车 一 个 整数 能 被 3 整除 ， 则 这 个 数 的 平方 能 被 3 整除 ; 若 一 个 整数 不 能 被 3 
整除 ， 则 这 个 数 的 平方 被 3 除 余 1. 

(8) 若 一个 整数 能 被 5 整除 ， 则 这 个 数 的 平方 能 被 5 整除 ， 若 一 个 整数 不 能 被 5 
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整除 ， 则 这 个 数 的 平方 被 5 除 余 十 1 或 一 1. 
5， 平 方 数 序列 的 间距 具有 如 下 特征 : 
(1) m’—n:23 (0<n<m, m, n€EN); 

(2) ze 与 (m 十 1)? 之 间 不 存在 平方 数 ， 即 : 车 mi? 之 p 过 Cm 十 1)*， 则 p 不 是 平 


方 数 . 
6。 平方 数 的 约 数 有 如 下 特征 : 

(1) 平方 数 的 所 有 正 约 数 个 数 为 奇数 ， 并 且 反 过 来 也 成 立 , 

(2) 如 果 素数 p 是 一 个 平方 数 的 约 数 ， 那 么 pr 也 是 这 个 平方 数 的 约 数 . 


【典型 例题 与 基本 方法 】 


例 1 (第 24 局 希腊 数学 奥林匹克 题 ) 求 所 有 自然 数 an， 使 得 2007 十 各 为 平 
方 数 . 
解 设 2007 十 4"= 呈 (REN)， 则 
k:—4"=2007 
Sk —2”=2007 
Sk—2") (kt+2")=1X3X3X223. 
又 k 一 2"<k 十 2", 由 上 面 的 等 式 得 
pie 
& 十 2 一 2007 
人 
A 十 2" 一 669 
人 
& 十 2 一 223. 
由 方程 组 得 2" 一 1003， 矛 盾 ; 
由 方程 组 @ 得 2" 一 333， 矛 盾 ; 
由 方程 组 @ 得 2 二 107， 矛盾 . 
因此 ,不 存在 自然 数 n， 使 得 2007 十 4" 为 平方 数 . 
例 2 (1975 年 基辅 数学 奥林匹克 题 ) 证 明 不 存在 这 样 的 三 位 数 a6c， 使 35 十 
bca 十 caB 为 平方 数 . 
证 明 设 n=abc+bca+ca5， 则 
n=(l00a+106+e)+(1006+10c+a)+(100c+10a+b) 
一 111(a 十 2 十 c) 


一 3。37(a 十 6 十 c). 
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车 为 完全 平方 数 , 则 可 设 "一 ze- 
一 3。37(a 十 5 十 c)- 

于 是 m 是 37 的 倍数 ,从 而 可 设 m 二 37k&, 则 

37k=3(at+bto). (0) 

由 于 1<a+b 十 c<27 以 及 3 与 37 互 素 ， 则 @ 式 不 可 能 成 立 , 

于 是 ”不 是 完全 平方 数 . 

例 3 (2002 年 澳大利亚 数学 奥林匹克 题 ) 设 m 和 n 是 正 整 数 ， 且 满足 

2001m’ +m=2002n? 十 n. 

证 明 : m 一 n 是 完全 平方 数 . 

证 了 明 ”由 已 知 条 件 知 m>>n， 设 m==n 十 k， 其 中 上 为 正 整数 ， 则 原 方程 化 为 

nn —4002nk—2001k? 一 kk 二 0. 

将 上 式 看 成 关于 的 二 次 方程 ， 且 根 n 为 整数 ， 则 判别 式 是 完全 平方 数 ， 即 存 
在 整数 D， 使 得 

DD 二 (4002k)? 十 4(2001 志 十 &), 即 

(2) =#c2001+200Dk+ 1 


因为 (k,(2001? 十 2001)k 十 1) 二 1, 则 背 和 (2001? 十 2001)k 十 1 均 为 完全 平方 数 . 

所 以 ，m 一 n 二 是 完全 平方 数 . 

例 4” 证明: 存在 无 限 正 整数 序列 {a,}， 使 得 Ta 对 于 任意 正 整 数 是 一 个 完 
全 平方 数 . 

证 明 记 S,= 六 ai， 

从 色 股 数组 (a，5b，c) 开始 ， 取 a 为 奇数 , b 为 偶数 [例如 (3，4，5)]， 奇 数 
4 为 a1， 侦 数 5 为 4a， 这 一 定 意味 着 S, 一 az 和 Ss 二 a? 十 所 二 c? 是 完全 平方 ， 可 选取 
其 他 的 a, 为 偶数 ， 使 得 

SHI 一 S 十 at 一 (an 十 1 
成 立 , 这 是 可 能 的 ,由 于 

Sa 一 ai 一 S。 
Oartit1) —alt=(at+1)? 
O24 十 1 二 (a 十 1)? 


| 
Ca 二 人 1 


et 


San 二 


141 


离 天 六 涟 否 玫 心 涟 沁 同 并 症 O 


次 马术 苏 于 妊 心 涟 沿 辐 渡 症 DO 


因为 w 为 偶数 的 选择 表示 av 十 2 一 定 也 是 偶数 ， 故 和 (2s 士 了 7 也 是 偶数 


例如 ， 取 ww 一 3，a 一 4， 得 数列 3，4，12，84，3612，…， 满 足 题目 要 求 , 

例 5 〈1990 年 前 苏联 教委 推荐 试题 ) 试问 能 否 找到 四 个 自然 数 ， 使 得 其 中 每 两 
个 数 的 乘积 与 1990 的 和 都 是 完全 平方 数 . 

解 ” 由 于 奇数 的 平方 被 4 除 余 1， 偶 数 的 平方 被 4 除 余 0， 而 1990 被 4 除 余 2. 

于 是 若 两 数 之 积 与 1990 之 和 为 完全 平方 数 ， 则 这 两 数 之 积 被 4 除 只 能 余 2 或 
余 3. 

因此 ， 若 存在 这 样 的 四 个 自然 数 ， 则 至 多 有 一 一 个 是 偶数 否则 若 有 两 个 偶数 ， 
则 其 积 与 1990 之 和 被 4 除 余 2 不 可 能 是 平方 数 . 

因而 ， 这 四 个 自然 数 中 至 少 有 三 个 奇数 ， 由 于 奇数 被 4 除 余 1 或 余 3， 则 必定 有 
两 个 奇数 对 模 4 同 余 ， 然 而 

(4 十 1) (4ks 十 1) 二 4(4kikz 十 ki 十 ka) 十 1， 

(4k1 十 3) (4kz 十 3) 二 4(4k1kz 十 3ki 十 3kz 十 2) 十 1. 

于 是 ， 这 两 个 奇数 之 积 与 1990 之 和 被 4 除 余 3， 因 而 不 可 能 是 完全 平方 数 . 

由 以 上 , 不 存在 符合 题目 要 求 的 四 个 自然 数 . 

例 6 (1996 年 上 海 市 高 中 数学 竞赛 题 ) 设 如 一 ks<ks 一 … 是 正 整 数 ， 且 没有 两 
个 是 相 邻 的 ， 又 对 于 mm 二 1，2，3，…，S, 二 十 ks 十 … 十 k。， 求 证 ， 对 每 一 个 正 整 
数 n， 区 间 [S,,S,+1) 中 至 少 含有 一 个 完全 平方 数 . 

证 明 区 间 [S, ,Sr ) 中 至 少 含有 一 个 完全 平方 数 的 充 要 条 件 是 [VS,wW Sar1) 中 
至 少 含有 一 个 整数 . 

因此 ， 要 证 本 题 ， 只 需 证 明 对 每 个 zEN， 都 有 

VSH 一 VS>1， 

这 等 价 于 /SHI>VS 十 1， 即 

S, 十 hh 之 VS, 十 1)?， 即 

kti>2VS,+1. 

因为 + 一 k 宇 2， 所 以 

SS, 一 局 十 名- 十 … 十 外 


久 十 (如 一 2) 十 … 十 2 一 
< 


各 (和 十 2 ,4 是 偶数 时 


局 十 (和 6 一 2) 十 … 十 1 一 十 1> 


Kt)? 


,是 奇数 时 
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于 是 得 和 十 1>2V5,， 从 而 

kth +2>2VS; 二 1. 

这 就 是 我 们 所 要 证 明 的 . 故 原 命题 得 证 . 

例 7 (2002 年 澳大利亚 国家 数学 竞赛 题 ) 求 所 有 素数 户 ，qg，r， 使 得 加 十 万 为 
完全 平方 数 . 

解 若 g=r, 则 "十 pr 二 27r， 所 以 ， 二 2，g 为 奇 素数 ， 故 (2，9，9) 为 满 
足 条 件 的 三 元 素数 组 ， 其 中 素数 q 之 3. 

车 gr， 不 失 一 般 性 , 设 9<r， 则 

十 p" 二 pr(1 十 Pr)， 其 中 :二 r 一 gq 之 1. 

由 于 如 和 1 十 p' 的 最 大 公 因 数 为 1， 所 以 ，pr 和 1 十 六 均 为 完全 平方 数 ， 故 
g=2. 

由 于 1 十 为 完全 平方 数 ， 设 1 十 疡 二 避 ， 即 

P=w—1=(ut+1)(u—1). 

因为 十 1 与 一 1 的 最 大 公 因数 为 1 或 2， 故 当 最 大 公 因 数 为 2 时 ，u 为 奇数 ， 
六 为 偶数 ， 即 p 二 2， 且 u 一 1 和 十 1 均 为 2 的 宕 ,于 是 x 一 3， 从 而 1 十 2 一 3 ， 
所 以 ， 

5 一 3，r 一 q 十 * 一 2 十 3 一 5. 

故 满足 条 件 的 三 元 素数 组 为 

(2，2，5) 和 (2，5，2)， 

当 wu 十 1 和 w 一 1 的 最 大 公 因 数 为 1 时 ，z 为 偶数 ，u 一 1 必须 为 1， 否 则 x 一 1 和 
zx 十 1 可 表示 为 不 同 奇 素数 的 乘积 ， 所 以 ， 不 可 能 是 一 个 素数 的 整数 次 寒 ， 于 是 ， 

u=2,p'=(u—1) (ut+1)=3,p=3,s=1, 

7 一 g 十 5 一 3. 

故 满足 条 件 的 三 元 素数 组 为 

(3,2,3) 和 (3,3,2). 

综 上 所 述 , 原 命题 的 解 为 

(2,2,5),(2,5,2),(3,2,3),(3,3,2),(2,9,9)， 其 中 素数 q 之 3. 

例 8 (1980 年 列宁 格 勒 数学 奥林匹克 题 ) 求 出 所 有 的 素数 p， 使 得 2p: 一 十 
16 是 一 个 完全 平方 数 . 

解法 1 当 p=2 时 ，2p' 一 扬 十 16 二 44 不 是 完全 平方 数 . 

所 以 p 是 奇 素数 . 

设 2p' 一 十 16 二 居 ， 其 中 是 奇数 ， 则 

p* (2p’—1)=(k—4)(k+4). 


座 吾 这 溢 卫 卫 届 涟 六 加 入 疾 0 


此 plk 一 4 或 pik 二 4, 但 p 不 能 同时 整除 一 4 和 & 十 4, 否 则 
P|(k+4)—(k—4)=8, 
这 与 p 为 奇 素数 矛盾 . 
因此 十 4 与 一 4 中 有 且 只 有 一 个 能 被 p? 整除 . 
车 所 |k 一 4, 设 k 一 4 二 sp? ,这 里 :是 奇数 ,于 是 
十 4 二 sp* 十 8, 从 而 
PP (2p’—1)=(k+4) (4—4)=sp: (sp +8) ,ep 
sCspr 十 8) 二 2 一 1, 即 
(5 —2)p’=—8s—1. 
此 式 的 右边 为 负数 ， 所 以 只 能 有 s=1. 
这 时 p=9,，p 二 3, 
而 当 p=3 时 ，2p' 一 户 十 16 二 169 是 完全 平方 数 . 
如 果 户 |k 十 4, 设 十 4 二 sp?, 则 s 是 奇数 ,于 是 
k—4=sp’:—8, 
(s:—2)p’=8;—1. 
当 * 一 1 时, 有 一 户 一 7， 这 不 可 能 . 
当 s 宇 3 时 ,由 于 
(#2 p> —4) p=(s+2) (5—2) p>5 + 9(s—2) 
=(8s—1)+(37s—89)>(8s—1)+(111—89)>8s—1. 
这 也 出 现 矛 盾 ， 
综合 以 上 ， 当 上 且 仅 当 p 二 3 时 ，2p' 一 十 16 才 是 平方 数 . 
解法 2 当 p=2 时，2p' 一 十 16 二 44 不 是 完全 平方 数 . 
当 p 之 3 时 , 车 3 站 p， 则 
p’=1 (mod 3)， 
2p’—p’ 二 +16 二 2 (mod 3), 
此 时 2p' 一 p? 十 16 不 是 平方 数 . 
于 是 3 | p， 又 p 是 素数 ， 所 以 p= 二 3. 
而 当 思 一 3 时 ，2t# 一 加 十 16 一 169 是 平方 数 . 
例 9 《〈CMO - 7 试题 ) 已 知 整 数列 fos ,ai ,as ,…} 满 足 
(1) w+ 一 3a 一 3a-1 十 ao ，m 一 2，3， 8 
(2) 2a 一 ao 十 cz 一 2; 
《3) 对 任意 自然 数 m， 在 数列 {ao ,alyaz,…} 中 必 有 相继 的 加 项 eg，ou il ，…， 


at+o-1 都 是 完全 平方 数 . 
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痪 互 漂 泗 否 媳 心 泗 沁 加 站 着 o 


即 a, 王 好 2 十 加 十 c，m 一 0，1，2，…， 
其 中 40 一 w 一 ao 一 1，c 一 ao， 


其 中 pi 为 非 负 整数 ， 且 po 王妃 达 p2 二 …* 达 pm 


其 中 ,i=0,1,2,*…,m. 


a =n tontc, 
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求证 {ao,a ,az,…} 的 所 有 项 都 是 完全 平方 数 . 
证 法 1 由 条 件 (1) 知 


anH1 一 an 一 2(a 一 ar) 一 (ao 一 cv-2). a 
记 风 一 or 一 ，z 一 1，2，…， 则 昌 
duni—d,=ds—de =""=ds—di. 绕 
由 条 件 (2) 得 
d:—d!=a:—24 +ao=2, 的 
所 以 有 芝 

问 

题 


ww 一 a 十 > 惟一 ao 十 xd 十 aa 一 1)， 
k=1 


由 条 件 (3) 知 ， 存 在 非 负 整数 :， 使 得 a, 和 a 都 是 完全 平方 数 ， 从 而 
ai+2 一 4 天 2 (mod 4). 
又 ads 一 ww 一 (t 十 2)2 十 6Ct 十 2) 一 刀 一 六 一 信 十 4 十 20， 
所 以 6 是 偶数 , 令 6 一 2, 则 
an 一 形 十 2Am 十 < 
二 (n 十 XA)? 十 c 一 A?。 (0 
下 面 证 明 c 一 ?二 0. 
否则 ， 若 c 一 * 才 0， 则 c 一 X? 的 不 同 约 数 只 有 有 限 多 个 ， 设 其 个 数 为 m. 
由 a, 的 通 项 公式 可 知 ， 存 在 m 使 得 当 mn 之 no 时， 数列 {a,} 严 格 单调 递增 . 
由 条 件 (3)， 存 在 kn。， 使 得 


asti=p?, i=0, 1, 2, *"%, m. 


由 此 可 知 
< 一 1 =a,— (ntA)’ = (k++itA): =(p;—k—i—A) (p+k+it+A), 


这 与 c 一 2 只 有 m 个 不 同 约 数 予 盾 . 

于 是 c 一 和 二 0. 

由 @ 式 ,a, 二 (nn 十 4)? nm 一 0,1，2，… 

即 数 列 {ao ,a ,as，,…} 的 所 有 项 都 是 完全 平方 数 . 
证 法 2 由 证 法 1 得 


次 本 达 潍 车 也 居 溢 洲 问 让 将 0 


从 而 存在 n。， 使 得 当 n>no 时 ， 数列 {a,} 严 格 单调 递增 , 且 
0< (6) < (n+). 

于 是 有 

0 /mr a= 27+1+6 2z 十 1 十 6 


” MamntVas 2Var 2n—|6|—1 

由 此 可 知 ， 存 在 mw 宇 n。， 使 得 当 n 宇 ni 时， 

0<Varti — Van <2. © 

利用 条 件 (3)， 易 知 存在 之 n, ， 使 得 ae 和 at 都 是 完全 平方 数 ， 所 以 由 @ 有 

Va — Var=1. 

记 Var=t. 

由 a,== 太 十 bn 十 c 可 得 

an+1 一 2a, 一 ao-1 十 2，m 一 1，2，…. 

所 以 由 Var=t， 即 ww 一 此 得 

Qt2=2(1 二 1)? 一 十 2 二 (t 十 2)?， 

Qt 三 28 一 (t 十 1)? 十 2=(t 一 1)?. 

于 是 , 用 数学 归纳 法 易 证 , 数列 {ao ,a ,az,…'} 的 所 有 项 都 是 完全 平方 数 . 

例 10 (IMO-44 预选 题 ) 一 个 整数 ” 若 满足 |z| 不 是 一 个 完全 平方 数 ， 则 称 这 
个 数 是 “好 ” 数 ， 求 满足 下 列 性 质 的 所 有 整数 mx， 整数 m 可 以 用 无 穷 多 种 方法 表示 
成 三 个 不 同 的 “好 ” 数 的 和 ， 且 这 三 个 “好 ” 数 的 积 是 一 个 奇数 的 平方 . 

解 假设 m 可 以 表示 为 m 二 u 十 v 十 w， 且 uvw 是 一 个 奇数 的 平方 于是，u， | 
Vv， 中 均 为 奇数 ， 且 wvw 三 1 (mod 4)， 所 以 ，u，v，w 中 要 么 有 两 个 数 模 4 余 3， 
要 么 没有 一 个 数 模 4 余 3， 无 论 哪 种 情况 ， 均 有 

m 二 u 十 v 十 w= 二 3 (mod 4). 

下 面 证 明 ， 当 mm 二 和 饭 十 3 时 ， 满 足 条 件 要 求 的 性 质 ， 为 此 ， 我 们 寻求 形 如 

4 十 3 二 Ty 十 yz 十 zz 
的 表达 式 ， 在 这 样 的 表达 式 中 ， 三 个 被 加 数 的 积 是 一 个 完全 平方 数 . 

设 z 一 2 十 1，y 一 1 一 22， 从 而 ， 可 推出 

z 一 22 十 2 十 1. 

于 是 ， 有 

yy 一 1 一 4 一 2)， 

yz: 4 十 2 一 (4 十 2)7 十 2 十 1 一 SCO， 


zz 一 4 十 202 十 (4 十 2)7 十 24 十 1 一 大 (2). 
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由 上 面 的 表达 式 可 知 ，F(2) ，g(2D，A(2D) 均 为 奇数 ， 且 乘积 是 一 个 奇数 的 平方 . 
同时 易 知 ， 除 了 有 限 个 1 外 ，f(7)，g(1), AP(0) 是 互 不 相同 的 . 

下 面 证 明 对 于 无 穷 多 个 i， 使 |f(L) | ,|g(7)|,1h(7) | 不 是 完全 平方 数 . 

当 ! 天 0 时 ，| f(D) | 不 是 完全 平方 数 . 

选取 两 个 不 同 的 素数 p，g， 使 得 

力 > 狼 十 3，g 二 4 十 3. 

选取 !， 使 得 ! 满足 

1+2!=0 (mod p), 1+21¥0 (mod p’), 

1—2!=0 (mod gq), 1—2! 关 0 (mod g), 
由 孙子 定理 ( 即 中 国 剩余 定理 ) 知 如 上 的 ! 是 存在 的 . 

由 于 p> 雏 十 3, 且 

2C28 十 2k 十 1) 二 (2L 十 1)(21 一 1) 十 4 十 3 

三 4 十 3(mod p)， 

所 以 , 2(2L 十 2k 十 1) 不 能 被 p 整除 . 

从 而 ，24 十 24 十 1 也 不 能 被 p 整除 . 

于 是 ，|h(4) | 二 |(2L 十 1) 《28 十 2k 十 1) | 能 被 p 整除 ， 但 不 能 被 p 整除 . 

因此 ，|h(/) | 不 是 完全 平方 数 . 

类 似 地 可 得 1g(2)| 也 不 是 完全 平方 数 ， 


【 解 题 思 维 策略 分 析 】 


1， 关 注 平方 数 的 因数 特征 
例 11 (2002 年 西部 数学 奥林匹克 题 ) 求 所 有 的 正 整 数 n， 使 得 
nt—4m 十 22n’ 一 36n 十 18 
是 一 个 完全 平方 数 . 
解 我 们 记 
A =n'—4n’ 二 22n? 一 36n 十 18 二 (7 一 2n)? 十 18( 吉 一 2n) 十 18. 
令 好 一 20 一 z，A 一 天，y 为 非 负 整数 , 则 
(z 十 9)2 一 63 一 交 ， 即 (z 十 9 一 y)(z 十 9 十 y) 一 63. 
可 知 只 能 是 (z 十 9 一 y,z 十 9 十 y) 一 (1,63),(3,21) 或 (7,9). 分 别 得 (z,y) 一 (23,31)， 
(3,9) 或 (一 1,1)。 其 中 只 有 z 一 3 和 一 1 时 ， 到 一 2n 一 上 有 正 整数 解 ， 得 xz 一 1 或 3. 
所 以 ， 满 足 条 件 的 "一 1 或 3. 
注 : 此 题 亦 可 利用 不 等 式 处 理 . 
例 12 〈2005 年 英国 数学 奥林匹克 题 ) 已 知 N 为 正 整 数 ， 恰 有 2005 个 正 整数 
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离 瑟 这 潍 下 五 性 区 涟 同 站 交 D 


离 五 六 玫 否 王 心 活 泗 同和 交 oO 


9 这 样 我 们 就 得 到 每 一 数 对 (a，5) 与 素数 集合 的 一 个 对 应 . 
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有 序 对 《rz，y) 满足 二 十 一 声 ， 证 明 ，N 是 完全 平方 数 . 
证 明 首先 ， 注意 到 z，y>N， 否 则 十 或 二 之 一 将 大 于 再 ， 则 


>N(rty)=zy 
>(r—N)(y—N)=N’ 


下 
Py 


这 样 ,，(z,y) 是 一 组 解 当 且 仅 当 (x 一 N) | N?. 
另外 ，N 的 每 个 正 因子 4 都 对 应 着 一 组 叭 一 解 (zd 十 N,y= 和 十 N)， 因 此 ， 


在 有 序 解 (z,y) 和 NE? 的 正 因子 间 存在 一 个 双 射 . 

令 NN 三 PP 妇 …p%r， 则 

N’= pt pa pe. 

而 N? 的 任 一 正 因子 必 有 形式 ph pr …p*， 其 中 0<as<2g;, i=1, 2 和 
每 个 因子 中 p, 的 指数 有 2q9: 十 1 种 可 能 ， 所 以 ， 得 到 N 的 

(2g 十 1)(2g: 十 1)…(29, 十 1) 

个 正 因子 . 这 样 ， 

《29i 十 1)(2gz 十 2)…(2q, 十 1) 一 2005 一 5X401. 

而 401 是 素数 ， 故 2005 的 正 因子 仅 为 1，5，401，2005， 因 为 所 有 这 些 因子 都 
模 4 余 1， 对 所 有 g; 有 2g 十 1 三 1 (mod 4)， 所 以 ，g; 二 0 (mod 2)， 有 既然 所 有 素 因 子 
的 指数 都 为 偶数 ， 故 N 是 完全 平方 数 . 

例 13 (1986 年 第 49 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 题 ) 已 知 48 个 自然 数 的 乘积 中 恰 
好 有 10 个 不 同 的 素 因数 证明 由 这 48 个 自然 数 中 可 以 挑 出 4 个 数 来 ， 它 们 的 乘积 
是 一 个 完全 平方 数 . 

证 朋 将 这 48 个 自然 数 进行 素 因数 分 解 ， 并 将 这 48 个 自然 数 中 任何 两 数 a，6 
之 积 都 表示 成 最 大 可 能 的 平方 数 和 一 些 素 数 的 一 次 寡 的 乘积 的 形式 [例如 a 一 23 。 
3 19 ，6 一 5 7 19， 则 op 一 (25。3:。53。192)2。2。7]， 再 用 吃 除 以 最 大 可 
能 的 平方 数 ， 得 到 的 商 就 是 一 些 素数 一 次 短 的 乘积 ， 以 这 些 素数 为 元 素 得 到 一 个 素 
数 集合 (如 上 述 的 cb 得 到 素数 集合 {2,7} ). 


由 于 这 48 个 数 两 两 组 成 的 数 对 (a，5) 共 可 能 有 C& 一 至 ;各 一 1128 对 ， 而 这 


48 个 自然 数 之 乘积 恰 有 10 个 不 同 的 素 因数 ， 这 10 个 素 因 数组 成 的 集合 共有 2" 二 
1024 个 子 集 ， 

由 于 1128>>1024， 所 以 必 可 找到 两 个 不 同 的 数 对 (a,5) 和 (c,d)， 它 们 对 应 着 同 
一 个 素数 集 (pi1 ,pe，…,ps)(0<k<10), 即 

ab=m’ pi pa pe 

cd=n pi ppr. 

于 是 abcd== (mnp' pe…p)* 是 一 个 完全 平方 数 . 

如 果 两 个 数 对 (a,5) 和 (c,d) 没 有 公共 元 素 ， 则 a, 5，c，d 即 为 所 求 . 

如 果 两 个 数 对 (a,5) 和 (c,d) 有 公共 元 素 ， 不妨 设 5 二 d， 则 ac 一 定 是 完全 平 
方 数 . 
从 这 48 个 自然 数 中 ， 暂 时 去 掉 a 和 c， 还 有 46 个 元 素 ， 对 这 46 个 自然 数 做 同 
样 的 考虑 . 


由 于 46 个 数 的 乘积 仍 仅 有 不 超过 10 个 的 不 同 的 素 因数 ， 并 且 C4 一代 人 一 
1035>>1024 二 2*， 所 以 一 定 可 以 从 中 找 出 两 个 不 同 的 数 对 (x,y) 和 (z，,t)， 使 得 zyzt 
是 完全 平方 数 . 

如 果 数 对 (zx,y) 和 (z,t) 没 有 公共 元 素 ， 则 z+，y，z，t 即 为 所 求 . 

如 果 数 对 (x,y) 和 (z,t) 有 公共 元 素 ， 设 为 x 二:， 那 么 yz 必 为 完全 平方 数 ， 此 时 
acyz 也 为 完全 平方 数 ，a，c，y，z 即 为 所 求 . 

例 14 (2005 年 克罗地亚 数学 竞赛 题 ) 已 知 正 整数 a,， b,c 满足 clac 十 1)? 二 
(5c+26) (2c+b). 

(1) 车 c 为 奇数 ,证明 其 为 完全 平方 数 . 

(2) 问 ;c 是 否 能 为 偶数 ? 

解 记 z 和 y 的 最 大 公 因子 为 MGzyy). 

(1) 设 d=M(6,c), b=dbo, c 一 dco, 则 

M(b ,co) 一 1 

于 是 , 所 给 等 式 化 为 

colcdcot1)*=d(5co+2bo) (2co+tbo). 

因为 和 co 互 素 , 所 以 ， 

M(co ,2c0+bo)=1, 

又 因为 co 为 与 bo 互 素 的 奇数 , 所 以 ， 

Meco ,5c 十 22) 一 M(co ,2bo) =1. 


亲 豆 六 溢 屋 五 帐 潍 测 同 站 辣 O 


离 瑟 术 涤 于 生性 泗 滞 攻 涉 症 O 


求证 ; 该 数 是 完全 平方 数 . 


于 是 ,col1d. 
由 于 M(d, (abco 十 1)?)==1, 所 以 , dl|eo. 
因此 , c=d. 故 c=dco=qd?. 
《2) 假设 c 为 偶数 ， 即 c=2c. 
由 所 给 等 式 得 
(2act+1)?=(5c+6) (4c+b). 
设 d=M(b,c1) ,6 二 dbo ,ci 二 dco, 则 
M(bo ,co)=1, 
于 是 , 上 式 化 为 
co(2abcot1)’:=d(5cotbo) (4cotbo). 0 
因为 M(co ,5co 十 b) 王 MGco,4co 十 po) 一 1， 
M(d,(2adco 十 1)2) 一 1， 
则 d 一 co,(2abpco 十 1): 一 (5co 十 各)(4co 十 po). 
注意 到 
MK5co 十 to,4co 十 如) 一 M(co,4co 十 po) 一 M(co ,po) 一 1， 
则 式 @ 右 边 的 两 个 因 式 均 为 完全 平方 . 
设 5c 十 如 一 ze ，4co 十 如 一 好 ， 其 中 加 ，mEZ， 于 是 ，m>>z， 即 
m—n>1, d=c =m:—n, 
2ad’ +1=2adcot1=mn. 
则 mn 二 1 十 2ad? 二 1 十 2a Cm? 一 m2)? 
=1 二 2a(m—n)? (mt+n)’ 
之 1+2a(m+n)’ 
之 1 二 8amn 
之 1 十 8mn. 
所 以 ，7mn 寺 一 1， 矛盾. 
因此 ，c 不 能 为 偶数 . 


例 15 《2006 年 英国 数学 奥林匹克 题 ) 设 n 是 整数 .车 2 十 2V1 十 12r7 是 整数 ， 


证 明 由 2 十 2V1 十 12w* EZ (nEZ)， 得 1 十 12m? 是 完全 平方 数 . 
设 1 十 12z 一 zz (mEN+)， 则 

(om 十 1) (mm 一 1 一 12m2. 

又 m 十 1，m 一 1 奇偶 性 相同 ， 故 mw 十 1，zm 一 1 均 为 偶数 . 


记 2 所 一。 则 一 一 1 (EN;). 
故 &t 一 D 一 3 O 


要 证 ?十 2VITI2 严 一 2 十 2m 是 完全 平方 数 ， 只 须 证 : 是 完全 平方 数 . 
由 式 @ 知 , 31 或 31( 一 1), 而 gcd(t,t 一 1) 一 1. 


车 3lt, 则 由 gcd( 志 ,一 1) 一 1， 且 得 人 1D = 好, 知 志 与 :一 1 都 是 完全 平方 数 . 


设 二 尼 , 则 :一 3 把 , 知 盖 1 一 3 外 一 1] 生 一 1(mod 3) 不 可 能 是 完全 平方 数 , 矛盾 . 

因此 ,3|(: 一 1). 

从 而 ， 由 ged (+ 二 +)=1w4* 纯 一 愤 ， 知 上 与 :都 是 完全 平方 数 

综 上 所 述 ， 原 结论 成 立 . 

例 16 (1973 年 基辅 数学 奥林匹克 题 ) 将 2" 个 素数 写成 一 行 .已 知 其 中 不 同 的 
数 少 于 nn 个 , 证明: 可 以 从 上 述 数列 中 选取 一 组 写 在 一 起 的 数 ， 它 们 的 乘积 是 一 个 
完全 平方 数 . 

证 明 ”要 证 明 本 题 的 结论 ， 只 要 证 明 在 某 一 组 连续 排列 的 数 中 ， 每 一 个 素数 都 
出 现 偶数 次 即 可 . 

设 所 给 的 2" 个 素数 为 cu，a ，…，azw ， 其 中 不 同 的 素数 有 科 个 : 

pi» pes", pms mn. 

设 所 给 素数 第 1 项 至 第 j 项 的 乘积 aiaz…aw (1<j 志 2") 中 素数 p; (1<i<m) 
的 指数 记 为 cy . 

又 设 必 为 cx 被 2 除 所 得 的 余数 ， 

cs =2l; +ds dy € {0,1). 

形 如 (dy ,dz ,dy ，,… ,dw ) 的 每 一 个 数组 都 是 由 m 个 0 或 1 组 成 . 

由 于 j 一 1，2，…，2"， 所 以 这 样 的 数组 共有 2" 个 ， 而 由 mw 个 0 或 1 组 成 的 数 
组 总 共 只 有 2” 个. 

由 于 m <z， 则 如 <2"， 所 以 在 构造 的 2" 个 数组 中 一 定 有 两 个 相同 的 数组 ， 
设 为 

(dy rdyr"" dr) =(dirrdau,"" dm), 

其 中 1<j<k<2. 

这 时 相应 的 cy ,ca 就 有 
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ca—cs—=2(la—ls)+ (da —dy)=2( —L;). 

于 是 c 一 cs 为 偶数 . 

考虑 到 ci 的 定义 ， 则 在 乘积 
中 ， 素 数 p; 的 指数 等 于 ca 一 cs 次 ， 即 p; 的 指数 为 偶数 次 、 于 是 ci+iai+z…ak 为 完全 
平方 数 . 

2， 关 注 平方 数 的 数字 特征 

例 17 求 出 所 有 不 超过 10 的 这 样 正 整数 ， 它 的 平方 的 末 两 位 数字 相同 ， 但 不 
是 零 . 

解 ” 非 零 整数 平方 末尾 数 只 能 是 1，4，5，6，9. 

整数 的 平方 末 两 位 数 不 能 为 相同 的 奇数 : 11，55，99， 和 否则 对 于 奇数 mw，4| 妈 一 
1, 但 10，54，98 不 能 被 4 整除 . 

偶数 ”的 平方 未 两 位 数 不 可 能 是 66， 否 则 41m，, 但 外 1027 十 66. 

从 而 仅 剩 下 末 两 位 是 44， 我 们 只 要 在 1 到 50 中 找 出 这 样 的 数 就 行 了 ， 这 是 因为 
m 和 50k 十 m 的 平方 有 相同 末 两 位 数 . 

因为 仅 当 整数 的 末尾 数 是 2 或 8 时 ， 平 方 的 末尾 数 才 是 4， 容 易 找到 在 1 到 50 
中 只 有 12 和 38 两 个 数 的 平方 末 两 位 是 44， 因 此 ， 形 如 50k 十 12 和 50k 十 38 的 数 具 
有 我 们 所 需要 的 性 质 . 

在 1000 以 内 ， 这样 的 数 有 40 个 ， 只 要 取 kt 一 0，1，2，…，19， 就 得 到 全 部 要 
求 的 数 ，12，38，62，88，.…，962，988. 

例 18 若 24a 十 1= 如 ,求证 : a, 5 中 有 且 仅 有 一 个 为 5 的 倍数 . 

证 明 ”只 要 证 明 a,， 6。 中 不 可 能 都 是 5 的 倍数 ， 也 不 可 能 都 不 是 5 的 倍数 . 

a, 8 都 不 是 5 的 倍数 是 显然 的 ， 下 面 证 明 不 可 能 都 不 是 5 的 倍数 ， 

车 a?，b 同 为 5k 一 1 型 的 数 ， 则 多 一 a? 可 被 5 整除， 而 如 一 a? 二 23a? 十 1， 

考察 23a? 十 1 的 末尾 数 ， 由 于 a? 尾数 只 能 是 0，1，4，5，6，9， 所 以 23a? 十 1 
末尾 数 只 能 是 1，4，3，6，9，8. 因此 23a? 十 1 不 能 被 5 整除 ， 即 a ， 不 能 同 为 
5 十 1 或 5 一 1 型 的 数 . 

车 2， 六 中 一 个 为 5 十 1 型 的 数 ， 另 一 个 为 5k 一 1 型 的 数 ， 则 a 十 所 可 被 5 整 
除 ,而 a? 十 太 二 25a? 十 1， 且 25a? 十 1 不 能 被 5 整除 ， 即 这 种 情况 也 不 可 能 . 

因此 ，a, 6b 中 有 且 仅 有 一 个 能 被 5 整除 . 

例 9 (1962 年 基辅 数学 奥林匹克 题 ) 求 所 有 不 超过 1000 的 这 样 的 整数 ， 它 的 
平方 的 末 两 位 数码 相同 ， 但 不 等 于 零 . 


解 ”注意 到 平方 数 的 个 位 不 等 于 零 ， 因 此 平方 数 的 个 位 数 只 能 是 
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1, 4, 5, 6, 9. 

首先 ， 完 全 平方 数 的 末 两 位 数码 不 可 能 都 是 奇数 . 

这 是 因为 奇数 的 平方 的 十 位 数 是 偶数 ， 而 个 位 数 是 奇数 . 
因此 ， 完 全 平方 数 的 末 两 位 不 可 能 是 11，55，99. 
另外 ， 若 完全 平方 数 的 个 位 数 是 6， 则 其 十 位 数 是 奇数 . 
因此 ， 完 全 平方 数 的 末 两 位 不 可 能 是 66. 

于 是 ， 我 们 只 需 找 出 完全 平方 数 的 末 两 位 是 44. 


数码 ,因此 只 要 找 出 在 {1,2,…,50} 中 ， 它 们 的 平方 的 末 两 位 数码 是 44 即 可 . 
我 们 计算 12: ，18: ，22: ，28: ，32? ，38? ，422 ，48? 可 知 ， 只 有 
12: 一 144，382: 一 1444. 
于 是 ， 具 有 题 设 性 质 的 数 只 有 50& 十 12，50& 十 38， 其 中 &E {0,1,2，…19)}. 
所 以 在 不 超过 1000 的 数 的 完全 平方 数 的 末 两 位 数码 相同 的 数 有 40 个 . 


2005. 试问 : P(2005) 能 否 为 完全 平方 数 ? 
解 设 P(z) 一 asz" 十 az 十 … 十 atz 十 ao， 
于 是 ， 
P(5)=a, * 5"Ta 1 5"! 二 "十 a1 * 5 二 ao， 
P(2005)=a, * 2005" 十 a,_* 2005" 1! 十 … 十 a 。2005 十 ao. 
加 一 @ 得 
P(2005) 一 P(5) 一 (2005" 一 5") 十 cr- (2005 一 :一 5" 1) 十 … 十 al(2005 一 5). 
因为 20054 一 5 一 2000(2005 生 :十 2005 生 2 又 5 十 … 十 2005X542 十 541)， 
所 以 ,， 式 @@ 中 的 各 项 能 被 2000 整除 ， 即 
P(2005) 一 P(5) 一 2000A, 其 中 A 为 整数 . 
因此 , P(2005) 二 2000A 十 2005, 且 P(2005) 的 后 两 位 数 为 05. 
而 05 不 可 能 为 一 个 完全 平方 数 的 后 两 位 ,所 以 ,P(2005) 不 可 能 为 完全 平方 数 . 


不 是 完全 平方 数 . 
证 明 (1) ”一 4m 时， 


十 2。17" 一 (34)” 十 2。(174)” 一 81" 十 2。83521”. 
此 时 ，3" 十 2。17" 的 个 位 数 是 3， 因 而 不 是 完全 平方 数 . 
(2) n==4m 十 1 时， 
3" 十 2。17" 一 3。(34)” 十 2。17 。(174)” 一 3。8l"” 十 2。17。83521”. 


由 于 (50& 十 zz)? 一 2500k&2 十 100&zz 十 zz ， 则 | 50k 十 m 与 m 的 平方 有 相同 的 末 两 位 


例 20 (2005 年 克罗地亚 数学 竟 赛 题 ) 设 已 为 整 系数 多 项 式 ， 且 满足 P(5) 一 


例 21 (1991 年 英国 数学 奥林匹克 题 ) 证 明 : 当 )” 是 非 负 整数 时 ，3" 十 2。17" 
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此 时 ，3" 十 2。17" 的 个 位 数 是 7， 因 而 不 是 完全 平方 数 . 
(3) n= 二 4m 十 2 时 ， 
3" 十 2。17" 一 9。81" 十 2 。289。83521”. 
此 时 ，3" 十 2。17" 的 个 位 数 仍 是 7， 因 而 不 是 完全 平方 数 . 
(4) mn 一 4m 十 3 时 ， 
3" 十 2。17" 一 27。81"” 十 2 * 4913 » 83521”™. 
此 时 ，3" 十 2。17" 的 个 位 数 也 是 3， 因 而 不 是 完全 平方 数 . 
由 以 上 ， 对 非 负 整数 >，3" 十 2。 17" 不 是 完全 平方 数 . 
例 22 (1976 年 第 39 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 题 ) 试问 : 是 否 存 在 这 样 的 自然 数 
A， 当 把 它 补 在 自己 的 右边 ， 所 得 的 数 恰 是 一 个 完全 平方 数 ? 
解 假设 A 是 满足 条 件 的 n 位 数 ， 则 AA 应 是 一 个 完全 平方 数 &?， 则 有 
AA=A(10"+1)=k, 
显然 10" 十 1 应 为 一 个 素数 平方 的 倍数 . 
容易 想到 ， 当 n 为 奇数 时 ，10" 十 1 是 11 的 倍数 . 
可 以 证 明 102 十 1 是 11 一 121 的 倍数 . 
事实 上 ， 
104 十 1 一 11(108 一 10? 十 108 一 107 十 105 一 105 十 104 一 103 十 102 一 10 十 1)， 
由 于 当 1 为 偶数 时 ，10' 硅 1 (mod 11); 当 : 为 奇数 时 ，10' 王 10 (mod 11). 
于 是 有 
108 一 10? 十 108 一 107 十 108 一 105 十 104 一 103 十 102 一 10 十 1 
三 1 一 10 十 1 一 10 十 1 一 10 十 1 一 10 十 1 一 10 十 1 
三 0 (mod 11). 
因而 10" 十 1 能 被 11: 整除 . 


但 是 0 于 一 826446281 不 是 一 个 11 位 数 ， 它 的 最 小 平方 数 代数 是 


i004 
21 13223140496. 
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16。 


这 是 一 个 11 位 数 . 

为 此 取 A 一 13223140496. 

则 AA 是 一 个 平方 数 ， 它 等 于 (4 * 826446281)?. 

例 23 (1991 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 设 a, 为 下 述 自然 数 N 的 个 数 ，N 的 各 位 数 
字 之 和 为 n 且 每 位 数字 只 能 取 1，3 或 4. 求证: ax 是 完全 平方 数 ， 这 里 n= 二 1， 
2 
证 法 1 设 N=zizeww*zi, 其 中 zzz， ZAE {1,3,4}, 且 堪 十 zz 十 … 十 


xz 一 假定 z>4。 删 去 zx 时 ， 则 当 zi 依次 取 1，3，4 时 ，zz 十 zs 十 … 十 zh 分 别 等 
于 nm 一 1，z 一 3，7z 一 4。 故 zx 人 >4 时，a 一 ao :十 as 十 oo- 
下 面 证 明 az 为 完全 平方 数 ， 且 当 之 3 时 ， am 一 (am zam4)?. 
(1) na 一 1，2，3 时 ，az 分 别 为 卫 ，2  ，3: ， 易 知 命题 成 立 ; 
(2) 假设 n= 二 1，2，…，k《k 宇 3) 时 命题 成 立 ， 即 a 二 (Yaw-z 十 /ax-4)? 为 完 
全 平方 数 . 
当 n==k& 十 1 时， 
Gat+2 =aatl aa-—1 Tao 
一 (ax 十 ax-? 十 ax-s) 十 az 十 az- 
一 axk 十 2az- 十 (aa 十 az 十 azr-t) 一 aa 
一 2(ax 十 ax-z) 一 Ca 
=2[Wazz t/a et) +a] a 
=ham_zTam t+4Vams "Vaw-t 


=(2Vau-2 十 az) 
一 [Was 十 Max-4) 十 V2xr-? 


二 (aa -Vaw-z)*，( 由 归纳 假设 ) 

即 当 n=k 十 1 时 命题 也 成 立 . 

所 以 对 一 切 nEN， 有 ax 是 完全 平方 数 . 

证 法 2 注意 到 的 首位 数字 只 取 1，3 或 4， 若 去 掉 其 首位 数字 ， 则 有 递 推 关 
系 an 一 ar-1 十 as 十 oo- 

易 知 gi 二 1，as 二 1，as 二 2，a4 二 4， 数 列 {a,) 的 特征 方程 为 x' 一 x? 一 x 一 1 二 0。 

分 解 因 式 得 

(z2 十 1)( 卫 一 z 一 1) 一 0. [Oy 

注意 到 式 @O 左 端 含有 因 式 之 一 z 一 1, 而 也 一 zx 一 1 一 0 正 是 斐 波 那 契 数列 {.) 的 
特征 方程 ， 其 中 ， 

fo=f1=1, f=frit fs (n>2). 

这 使 我 们 想到 ， 数 列 {o。} 是 否 含有 斐 波 那 契 数 列 { 态 } 的 某 种 “基因 ”? 

下 面 将 两 个 数列 加 以 比较 : 

a=1l=fofi, a:=1=ff, a=2=fif:， 

a=4= 肛 ,as 一 6 二 fzfs， as 一 9 二 =f， 


由 此 猜想 ， 一 般 应 有 
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Gm= fn, oti— frfen. © 
对 n 用 数学 归纳 法 . 
当 n 二 1，2 时 和 皆 已 验证 . 
设 式 @ 已 对 于 成立 ， 则 在 n 十 1 时 ， 
Qant2 =Qamt1 Ta 1 ams = faf rt + fifat fe =ffentfoifon=fins 
Gont3 Ant2 Tam ta = font fet ff = fint ff on = for fors. 
因此 ， 对 所 有 正 整 数 nn， 式 @ 皆 成 立 . 
故 结论 得 证 . 
注 : 此 解法 是 由 陶 平 生 先生 给 出 的 . 
3. 关注 平方 数 在 特定 模 下 的 余数 特征 
例 24 (1988 年 “友谊 杯 ”国际 数学 竞赛 题 ) 证 明 没有 一 个 自然 数 n， 使 得 
十 305 一 5m4 一 15723 十 472 十 12m 十 3 
的 值 是 某 个 自然 数 的 平方 . 
证 法 1 双 十 3 一 5 一 1573 十 4n2 十 122 十 3 
一 [mt (mn 十 3) 一 5n22(na 十 3) 十 4(z 十 3)] 十 3 
=n(n+3) (2 一 ])(22 一 4) 十 3 
一 (一 2)(n 一 1)2(z 十 1)(2 十 2)(2 十 3) 十 3. 
上 式 的 第 一 项 是 6 个 连续 整数 相 乘 ,因此 
4|(n—2)(n—DnCnt1) (nt+2) (nt+3). 
于 是 台 十 3 一 5nt 一 15mw 十 4mw? 十 12n 十 3 为 4 十 3 型 的 数 , 因而 对 所 有 的 自然 数 
7， 均 不 是 平方 数 . 
证 法 2 模 4 得 
ns 二 3n5—9n‘—11m 十 8n: 十 12n 十 3 
=n' n+ 十 3 
nn (mR nt+1)+3 
三 ms[(nt1) (mn 二]D)—n(nt+1)]+3 
三 m(n 二 1) (mr 一 2n 十 1) 十 3 
nn (n+l)(n—1)*+3(mod 4). 
车 n=0,2(mod 4), 则 共 二 0(mod 4); 
车 7 三 土 1(mod 4), 则 (nw 十 D)(n 一 1) 寺 0(mod 4). 
于 是 , 恒 有 n(n 十 1)(n 一 1)? 二 0(mod 4). 
故 w 十 3m5 一 9nt 一 11m3 十 8 好 十 12n 十 3 和 ma (n+1)(n—1)’+3=3(mod 4). 
但 完全 平方 数 二 0，1 (mod 4)， 所 以 ,ns 十 3n5 一 9n 一 11w 十 8 十 l2n 十 3 不 


是 完全 平方 数 . 

例 25 (1982 年 第 45 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 题 ) 将 数 1，2，…，1982 分 别 平 
方 后 ， 按 某 种 顺序 写成 一 列 ， 得 到 一 个 多 位 数 . 间 ， 这 个 多 位 数 可 能 是 完全 平方 
数 吗 ? 

解 这 个 多 位 数 不 是 完全 平方 数 . 

我 们 注意 这 样 一 个 事实 : 

若 3la, 则 3la2. 

若 3ke, 则 a? 三 1(mod 3). 

由 于 1，2，…，1982 中 有 3，6，9，…，1980 共 660 个 3 的 倍数 ， 则 有 1982 一 
660 一 1322 个 不 是 3 的 倍数 ， 由 于 

1322 寺 2 (mod 3). 

所 以 所 得 到 的 多 位 数 是 一 个 被 3 除 余 2 的 数 ， 因 此 不 可 能 是 完全 平方 数 . 

例 26 《〈1972 年 基辅 数学 奥林匹克 题 ) 证 明 数 列 11， ll, 1111，… 中 的 每 一 
个 都 不 是 完全 平方 数 ， 

证 法 1 设 尼 一 11， 达 2，IEN， 则 人 是 奇数 ， 令 & 一 2 十 1， 则 

者 


(21+1) = ll]. 


个 
42 十 4 一 11…10. 


GD 个 
由 于 11…10 不 是 4 的 倍数 ， 所 以 上 式 不 可 能 成 立 . 
于 是 11…1 不 是 完全 平方 数 . 
证 法 2 由 于 
11"%111=11.…100+11, t>2, :EN. 
2) 
由 于 1 “100 三 dd 


(2 个 


11=3 (mod 4). 
于 是 11…111 "111=3 (mod 4), (1t>2, tEN). 


由 于 奇数 的 平方 被 4 除 余 1， 偶 数 的 平方 能 被 4 整除， 因而 11.…-1 (1 之 2，LEN) 


中 
不 是 完全 平方 数 . 
例 27 (第 20 届 北欧 数学 竞赛 题 ) 已 知 正 整数 数列 {a,) 满 足 ao 二 m，an+i 一 
5 十 487 (n 之 0). 斌 求 m 的 值 ， 使 得 {a,} 中 完全 平方 数 的 个 数 最 大 . 
解 注意 到 ， 若 a, 是 一 个 完全 平方 数 ， 则 


郊 互 涪 东 否 括 心 泗 涟 加 站 并 O 


a=0 或 1 (mod 4). 
车 a 三 0 (mod 4)， 则 
= 人 (mod 4)，i 为 奇数 ; 


Qiti 三 


2 (mod 4)，i 为 偶数 . 

从 而 ， 当 n>k 时 ，a, 不 是 完全 平方 数 . 

车 a 三 1 (mod 4)， 则 arn 三 0 (mod 4)， 从 而 ， 当 n>k 十 1 时 ，a 不 是 完全 平 
方 数 . 
于 是 ,数列 {4} 中 至 多 有 两 个 完全 平方 数 ， 设 为 a 和 axn. 

令 a 二 (5 为 奇数 )， 则 ayi 二 s" 十 487== 疡 . 

设 t=#$ 十 r， 则 二 (5 十 7)? 二 5 十 2557 十 这 。 

从 而 ，2s5r 十 二 487. (0) 
车: 二 1， 则 r(2 十 r)= 二 487， 该 方程 无 整数 解 . 

车 s=3， 则 486r 十 二 一 487， 解 得 "一 1，r 一 一 487 会 去 ). 

车 ;>3， 方程 显然 无 正 整 数 解 . 

从 而 ，a 一 9. 

而 当 0 时，a,>>487， 故 mm 一 ao 一 9. 

另 一 方面 ， 当 ao 二 9 时 ， a 一 9%5 十 487 一 2442 是 一 个 完全 平方 数 . 

综 上 所 述 ， 所 求 的 m 二 9. 

例 28 《1988 年 奥地利 -波兰 数学 竞赛 题 ) 两 个 整数 数列 (a) zo 与 {bi}xso 满 足 

br =at+9,arti =8bi+8, (20). 

又 ， 数 1988 出 现 于 {ar}xz0 与 {6}izo 中 ， 

求证 数列 {a4)>o 不 含 完全 平方 数 的 项 . 

证 明 由 已 知 条 件 得 arr: 一 8as 十 80. 

由 此 递 推 公式 可 得 {ak} 的 通 项 公式 
1 


8 一 
as 一 ao。8 十 80。 et 


离 互 这 区 否 玫 尾 涟 沿 同 涉 症 O 


当 t>3 时 ， 

as 一 16[4ao8 于 ?十 5C8 一 :十 8 十 … 十 1)]. 

由 于 对 模 8， 

4ao8 导 :十 5C8 于 十 8 后 十 … 十 1) 王 5 (mod 8)， 
因而 不 是 完全 平方 数 . 


因此 ok (k 之 3) 不 是 完全 平方 数 . 
下 面 验证 a。，al，az 都 不 是 完全 平方 数 . 


因为 k 宇 1 时 ，81at， 且 & 是 奇数 ， 所 以 
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at 与 b4 均 不 可 能 等 于 1988. 

因此 必 有 am 一 1988 或 名 一 1988. 

当 如 一 1988 时 ，ao 一 1979. 

若 m 一 1988， 则 aa 一 8。1998， 此 时 ao 与 a 均 不 是 平方 数 , 而 as 二 16[4，1988 十 
5(8 十 1)] 也 不 是 平方 数 . 

若 ao=1979, 则 

ai 一 8 ,1989,az 一 8。(8。1989 十 10) 一 16。7961. 

ao，al 和 as 均 不 是 平方 数 ， 

于 是 对 所 有 A 芝 0，ak 不 是 完全 平方 数 . 

例 29 (IMO-27 试题 ) 设 d 是 异 于 2，5，13 的 任 一 正 整数 .求证 : 在 集合 
{2,5,13,d} 中 可 以 找到 两 个 不 同 的 元 素 ， 使 得 ab 一 1 不 是 完全 平方 数 . 

证 法 1 由 于 2. 5 一 1，2。13 一 1，5，13 一 1 都 是 平方 数 ， 于 是 只 需 证 明 2d 一 
1，5d 一 1 和 134 一 1 中 至 少 有 一 个 不 是 完全 平方 数 . 

(1) 车 ad 是 偶数 ， 设 d= 二 2m， 则 24d 一 1=4m 一 1 不 是 完全 平方 数 . 

(2) 车 a 是 4t 十 3 型 的 奇数 ， 则 5d 一 1 二 20k 十 14 二 4(5% 十 3) 十 2 不 是 完全 平 


方 数 . 
(3) 车 d 是 包 十 1 型 的 奇数 ， 则 

13d 一 1 一 524 十 12 一 4(13& 十 3)， 

5d 一 1 一 20& 十 4 一 4(5R 十 1)。 

因此 需 证 明 13& 十 3 与 5k 十 1 至 少 有 一 个 不 是 完全 平方 数 . 

车 13& 十 3 是 完全 平方 数 ， 则 13k 十 3 是 4# 或 刀 十 1 型 的 数 . 

若 13k 十 3 一 4， 则 

5k 十 1 二 (13k 十 3) 一 8k 一 2 二 4t 一 8k 一 2 二 4(t 一 2k) 一 2， 

于 是 5k 十 1 不 是 完全 平方 数 . 

车 13k 十 3 二 4 十 1, 则 

5k 十 1=(13k 十 3) 一 8& 一 2 二 4(1 一 2k) 一 1， 

于 是 5 十 1 也 不 是 完全 平方 数 . 

同样 可 证 ， 若 5 十 1 是 完全 平方 数 ， 则 13k 十 3 不 是 完全 平方 数 . 

综合 (1)、(2)、(3)，2d 一 1，5d 一 1 和 13d 一 1 中 至 少 有 一 个 不 是 完全 平方 数 . 
证 法 2 假设 24 一 1，5d 一 1，13d 一 1 都 是 完全 平方 数 ， 设 

2d 一 1 一 z2，5d 一 1 一 多 ，13d 一 1 一 字 ， 其 中 zx，y，z 都 是 正 整 数 . 

由 2d 一 1 一 字 可 知 ，z 为 奇数 . 

设 z 一 2 一 1， 于 是 24 一 1 一 (2m 一 1)?， 即 4 二 2 一 2n 十 1， 从 而 a 也 是 奇数 . 


效 吾 过 六 侍卫 性 涟 洗 同 让 壮 O 


离 互 学区 否 秸 性 涟 油 回 渡 交 DO 


< 用 数学 归纳 法 可 简便 地 证 明 ， 对 于 之 6， 2 ntl 成 立 . 
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于 是 54 一 1 与 134 一 1 都 是 偶数 ， 即 > 与 > 都 是 偶数 . 
设 y=2p,， z=24q. 
由 5d 一 1=y，13d 一 1 二 z?*, 可 得 


8d=z:—y=49—4p’, 即 2d=g 一 p=(q+p)(qg—p). 

由 于 q+p 与 9 一 p 具 有 相同 的 奇偶 性 , 则 (gq 十 p)(g 一 户 ) 或 为 奇数 ， 或 为 4 的 倍 
数 . 然而 当 4 为 奇数 时 ，2d 不 是 奇数 也 不 是 4 的 倍数 ， 出 现 矛 盾 . 

因此 ，2d 一 1，5d 一 1 和 13d 一 1 中 至 少 有 一 个 不 是 完全 平方 数 . 

4， 关 注 平方 数 序列 的 间距 特征 

例 30 (2004 年 日 本 数学 奥林匹克 题 ) 证 明 : 不 存在 正 整数 n， 使 得 222 十 1， 
3m 十 1，6xe 十 1 全 为 完全 平方 数 . 

证 明 若 题 中 结论 不 真 ， 那 么 ， 此 三 数 均 为 完全 平方 数 ， 则 

《36nt 十 18mw? 十 1)? 一 1 二 36m2 (6m? 十 1) (3 十 1) (2n: 十 1) 

是 完全 平方 数 ， 但 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 不 存在 两 个 正 整 数 的 平方 差 为 1. 

例 31 (2008 年 国家 队 集 训 培 训 题 ) 一 个 由 正 整 数组 成 的 无 穷 等 差 数 列 (非常 
数 的 ) 包含 了 一 个 项 为 完全 立方 数 ， 求 证 : 这 个 数列 也 包含 一 项 ， 它 是 完全 立方 但 
不 是 完全 平方 . 

证 明 设 该 无 穷 等 差 数列 为 a <<a 一 …<a, 二 …， 公 善 为 d. 

不 妨 设 a 为 立方 数 a? ， 则 形 如 (a 十 md)? 的 项 都 包含 在 数列 {a,} 中 ，mEN+. 

取 m 二 a*d 得 (a 十 a:d*) 严格 在 两 个 相 邻 的 平方 数 (ad) 和 (ad 十 1)* 之 间 , 则 不 
是 平方 数 ,于 是 (e 十 azd2?) 不 是 平方 数 . 于 是 ac+o22)-o 这 一 项 就 是 满足 要 求 的 项 . 

例 32 〈2004 年 斯 洛 文 尼 亚 国家 队 选 拔 赛 题 ) 求 所 有 正 整数 n, 使 得 n，2"' 十 
1 是 完全 平方 数 . 

解 设 n，2"' 十 1==m*， 即 

2。 2 一 一 (mm 十 1)(m 一 1). O 

显 见 n= 二 1]，n 二 2，n 二 3 不 满足 问题 的 条 件 . 

设 w>>3， 则 式 @ 左 边 的 值 是 偶数 ， 因 此 ，m 一 定 是 奇数 . 

记 m 二 2k 十 1， 于 是 ， 有 n。*2" :一 ACE 十 1). 

因为 连续 的 整数 上 和 A& 十 1 互 素 ， 所 以 ，2 一 :恰好 被 上 和 & 十 1 其 中 之 一 整除 ， 这 
意味 着 2" <k 十 1 

由 此 得 出 

n>k, 2" <nt+l1. 

后 一 不 等 式 对 n 二 4 和 z 一 5 成 立 . 


检验 知 ，4X2 十 1 二 33 不 是 完全 平方 数 ，5X2 十 1 一 81 是 完全 平方 数 . 

例 33 是否 存在 两 个 自然 数 a, 5， 使 得 a? 十 26* 和 如 十 2a 同时 为 完全 平方 数 ， 

证 明 ”结论 是 否定 的 . 事实 上 ， 当 a 之 b>0 时 ,由 a?<a? 十 28*a? 十 2a<(a 十 
1)? 可 知 a 十 25 不 是 完全 平方 数 . 

同 理 , 在 6b 之 a>0 时 ,<5 十 24 过 (5 十 1)*?， 即 如 十 2a 也 不 是 完全 平方 数 . 

所 以 ,无论 a, 6 取 何 自然 数 ，a? 十 25 与 5 十 2a 不 可 能 同时 为 完全 平方 数 . 

5， 关 注 平方 数 的 表达 式 特 征 

例 34 (1974 年 第 35 局 美国 普 特 南 数 学 竞赛 题 ) 根据 下 面 的 定理 : 一 个 素数 
力 >2 当 且 仅 当 p 二 1 (mod 4) 时 ， 能 写成 两 个 完全 平方 数 的 和 《〈 即 p==m? 十 n?，m 
和 n 是 整数 ). 

求 出 那些 素数 ， 使 之 能 写 为 下 列 两 种 形式 之 一 : 

(1) z+16y; (2) 4z? 十 4zy 十 532. 
这 里 z 与 》 是 整数 ， 但 不 一 定 是 正 的 . 

解 (1) 如 果 p 三 1 (mod 4)， 则 、 

p 三 1 (mod 8), 或 p= 二 5 (mod 8). 

车 p=m? 十 ww， 且 思 是 奇数 ， 则 wm 和 一 为 奇数 ， 一 为 偶数 . 

设 m 为 奇数 ，n 为 偶数 ， 且 设 n=2v0， 则 

p=m’+4w, 且 m’ 二 1] (mod 8). 

由 p 三 1 (mod 8) 可 得 v 为 偶数 . 设 v=2w， 则 

p=m’+16w. 

反之 , 车 p=m? 十 16w? 成 立 ， 则 

p=m’: (mod 8). 

于 是 对 于 素数 p 圭 ] (mod 8)， 可 以 写成 十 16y? 的 形式 . 

(2) 由 (1)， 对 于 奇 素数 p， 有 p= 二 mm? 十 4 

车 p 三 5 (mod 8)， 则 wv 是 奇数 . 

于 是 m 可 写成 

m=2u 二 如. 

力 一 (2u 十 o? 十 4z2 一 4z2 十 4atv 十 5v2. 

反之 , 车 p 二 4w? 十 4uv 十 5 ， 并 且 p 是 奇数 ， 则 有 

p=(2utw)’+4dw. 

于 是 2u 十 v 是 奇数 , 即 v 是 奇数 ,从 而 2 二 5Cmod 8). 

于 是 对 于 素数 p 三 5(mod 8), 可 以 写成 47? 十 4zy 十 5y*. 

例 35 (2004 年 西部 数学 奥林匹克 题 ) 求 所 有 的 整数 n， 使 得 nt 十 6 十 11m? 十 
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河 囊 束 洋 导 吾 疏 涟 测 回 潜 泪 0 


次 吾 兴 溢 惟 五 惧 泣 沁 同 诗 奖 O 


3n 十 31 是 完全 平方 数 . 

解 设 A=nt 十 6 十 11zr 十 3n 十 31 是 完全 平方 数 ， 即 A 二 (zr 十 3n 十 1)? 一 3(n 一 
10) 是 完全 平方 数 . 

当 xz>10 时 ,4 一 (2 十 3 十 1): ,所 以 A 过 (2 十 32)2 , 则 

(十 3 十 1)2 一 (2 十 32)2<3 一 30, 即 2 十 3n 十 31<<0, 这 不 可 能 . 

当 n==10 时 ,A 二 (10? 十 3X10 十 1)? 二 131? 是 完全 平方 数 . 

当 mr<10 时 ,A>( 吧 十 3 十 1)2. 

车 m" 委 一 3, 或 10>x 亿 0, 则 到 十 3 过 0. 于 是 

A 二 (2 十 3m 十 2)2 ， 

22 十 9 一 27 生 0， 


7<—3/33+3) ,C33 —3) 


<3. 


所 以 nx 一 一 6， 一 5， 一 4， 一 3，0，1，2， 此 时 对 应 的 A 王 409，166，67，40， 
31，52，145 都 不 是 完全 平方 数 . 

车 n= 二 一 2， 一 1 时， 与 之 对 应 的 A 二 37，34 也 都 不 是 完全 平方 数 . 

所 以 ， 只 有 当 * 一 10 时 ，A 是 完全 平方 数 . 

例 36 《〈2005 年 斯 洛 文 尼 亚 国 家 队 选 拔 考试 题 ) 求 所 有 正 整 数 对 〈m，n)， 使 
得 mr 一 4n 和 wn 一 4m 均 为 完全 平方 数 ， 

解 显然 ，m? 一 4n<m’. 

车 ww 一 4n 二 (m 一 1)*, 则 2m 一 1=4n, 矛盾 . 

故 w 一 4n 志 (mm 一 2)?, 得 4m 二 4n 十 4， 即 m<n 十 1. 

同 理 , nm 十 1. 

故 n 一 1<m<<n 十 1. 

(1) 车 m=n 一 1, 则 

4m=n: 一 4(n 一 1) 二 (n 一 2)’*， 

m:—4n=m’:—4(m+1)=(m—2)’—8=£: (1€E N+ ). 
从 而 ,，《m 一 2 十 ) (mm 一 2 一 2) 二 8. 
故 mm 2 十 (一 和解 得 mm 一 2 一 3. 

7 一 2 一 上 一 2， 
所 以 ，m 一 5，z 一 6， 满 足 要 求 . 
(2) 车 m= 二 n， 则 
m—dn=r —dm=m:—4m=(m—2)’—4=# (EN). 
从 而 (m 一 2 十 t) Cm 一 2 一 #) 二 4, 解 得 m 一 2 二 2. 


所 以 ，m 一 * 一 4， 满 足 要 求 . 
(3) 若 m 一 z 十 1， 则 
7 一 4m 一 (m 十 1)2 一 4n 一 (2 一 1)2， 


形 一 4m 一 开 一 4(2 十 1) 一 (2 一 2)2 一 8 一 娠 CtEN+ )， 

从 而 ,(n 一 2 十 四) (n 一 2 一 t) 二 8， 

解 得 n 一 2 二 3. 

所 以 ,n= 二 5，m 二 6， 满足 要 求 . 

综 上 ， 所 求 正 整 数 对 (m,n) 二 (4,4),(5,6),(6,5). 

例 37 《2006 年 泰国 数学 奥林匹克 题 ) 求 所 有 的 素数 p， 使 得 2 一} 
方 数 . 

解 ”对 每 个 素数 p， 设 

六 人 一 2 一 1. 

p 


下 面 证 明 : 当 p>7 时 ,f(p) 不 是 完全 平方 数 . 


假设 存在 素数 p>? 满足 2 一 1 二 pm (mm 为 整数 )， 则 m 必 为 奇数 . 


分 两 种 情况 进行 讨论 . 

(1) p=4k+1 (>1)， 

则 2 一 1=(4k 十 Dm? 三 1(mod 4). 

但 2* 一 1 二 3Cmod 4), 矛盾 . 

(2) p=4k+3 (k>1), 

则 24 一 1==(2211 一 1) (2271 十 1) 二 pm?。 
考虑 到 (2*+t! 一 1,2*t! 十 1) 二 1， 再 分 两 种 情况 讨论 . 
(iD 设 2411 一 1=w2，224+! 十 1 二 pw. 
由 于 >>1, 则 2*+!1 十 1 二 1 (mod 4). 

但 pw 二 3X1=3 (mod 4), 矛盾 , 

《iD 设 2201 一 1]=pw?，22+1 十 1 二 ， 则 
22t+1 一 好 一 1 一 (o 一 1)(o 十 1). 

因此 ,v 一 1=2:,v 十 1=2:(s<2). 


注意 到 2 二 于 =1 二 227, 则 Cv 一 D12. 


V 一 1 
故 v=2 或 v=3. 
当 v=2 时 ，2*11 十 1 一 4， 矛盾 ; 
当 v 一 3 时 ，22+ 一 8，k 一 1， 与 人 >1 的 假设 矛盾 . 


2 为 完全 平 


效 避 党 滋 导 所 站 滋 测 回 放 奖 O 


离 互 沾 涟 否 竹 性 注油 加 江 交 0 


25z? 一 25XX2"a 十 5"+20 十 25c 之 2"+2a 十 5*+20 十 c 一 224+2z。 
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综 上 ， 当 p>7 时 ，f(p) 不 是 完全 平方 数 . 

再 用 枚 举 法 对 2 一 2，3，5，7 的 情况 进行 验证 ， 知 加 一 3 和 p 二 7 时 满足 题 意 . 

例 38 《〈2005 年 白俄罗斯 数学 奥林匹克 题 ) (1) 是 否 存 在 正 整 数 a， 64 使 得 对 任 
何 正 整数 x， 数 2"a 十 5% 是 完全 平方 数 ? 

《2) 是 否 存在 正 整 数 a，b，c 使 得 对 任何 正 整数 an， 数 ?ra 十 5% 十 c 是 完全 平 
方 数 ? 

解 (1) 不 存在 ; (2) 不 存在 . 

(1) 用 反 证 法 . 

设 存在 a, 6 满足 题目 要 求 ， 即 存在 正 整 数 数列 {z,} 使 得 

X=2"a 二 5"%b (n>0). 

令 a==54c， 其 中 ,， &(k 宇 0) 是 整数 ，c 不 是 5 的 倍数 . 

当 n>k 时 ，z? 二 5t(2"c 十 5" 二 ). 

因为 2 十 5” 多 不 含 5 的 因子 ， 而 z 是 完全 平方 数 ， 所 以 ,k= 二 2m，m (m 之 0) 
为 整数 . 


引 理 对 于 n>k, 数 (如 ) == 作 =2'c 十 5" 刀 是 完全 平方 数 ， 即 名 是 整数 

下 理 的 证 明 由 于 部 是 有 理 数 ， 设 如 一 各， 其 中 ，(p,9) 一 1. 

车 >1, 因为 (加 ,他 ) 一 1 所 以 , (好 ) 不 是 整数 ， 韦 盾 ， 因 此 ,gq 一 1， 避 是 
整数 . 
下 面 证 明 原 题 


考虑 数列 {y,)， 一 如， 其 中 ，z>2m. 


注意 到 %* 三 2"c (mod 5)， 所 以 ， 

R=2y (mod 5). 

显然 ，{y2tiCmod 5) ,n= 二 0,1,2,…} 二 {1,4}. 

当 兴 三 1 (mod 5) 时 ,yn 三 2X1=2 (mod 5); 

当 罗 到 4 (mod 5) 时 ，yh 三 2X4 寺 3 (mod 5), 矛盾 . 

因此 ， 不 存在 满足 要 求 的 a，b. 

(2) 假设 命题 成 立 ， 即 存在 正 整 数 a。，b，c 和 正 整 数 数列 {z,} 使 得 
Zz 一 2"4 十 5%b 十 c (之 1). 

注意 到 


从 而 ，5z, 之 zn+2. 

所 以 ，zntz 寺 57 一 1. 

两 边 平方 得 z?12 人 25x4 一 10z, 十 lI， 于 是 ， 

10z, <25z2+1—zxi+: 
=21X2"a+24c+1+(4X2"at+5"t2b+c)—zz 
=21X2"a+24c+1. 


从 而 ，192<214 十 证 却 . 

当 n->co 时 ， W210, 但 

二 ) Him! 0 Zt 6+ limlo0sx ( 5 ) 一 <， 下 . 

例 39 (2004 年 克 罗 地 区 数学 竞赛 题 ) 证 明 : 任意 五 个 相 邻 的 正 整 数 的 平方 和 
不 是 一 个 正 整数 的 平方 . 

证 明 记 5 个 相 邻 正 整 数 分 别 为 n 一 2，n 一 1，n，n 十 1，n 十 2， 它 们 的 平方 和 等 
于 (nx 一 2)2 十 (mn 一 1): 十 性 十 (mn 十 1)2 十 (mn 十 2)2 一 5( 到 十 2), 显 然 能 被 5 整除 ， 故 只 有 
当 它 能 被 25 整除 ， 即 x? 十 2 能 被 5 整除 时 ， 它 才能 是 一 个 正 整数 的 平方 ， 但 平方 数 
72 除 以 5 不 能 得 到 余数 3. 

例 40 证明 : 任意 连续 5 个 正 整数 的 积 不 是 完全 平方 数 ， 

证 明 设 5 个 连续 正 整数 为 一 2，a 一 1，a，a 十 1，a 十 2 (a>2), 则 

N=(e 一 2)(e 一 1)a(a 十 1)(ae 十 2) 一 aoz 一 1)(az 一 4) 一 aKat 一 502 十 4)。 

假定 N 是 完全 平方 数 ， 对 于 a 的 任意 一 个 奇 素 因 数 娟 ， 如 果 p1 (a 一 2), 则 

pl[a 一 (a 一 2)]=2, 与 p 是 奇 素数 矛盾 . 

于 是 ，p 不 整除 a 一 2. 

同 理 ，p 不 整除 a 十 2. 

类 似 地 ， 尹 不 整除 a 士 1. 

因此 ,pp 与 a' 一 5a? 十 4 互 素 . 

因为 p 是 完全 平方 数 NN 的 因数 ，p 在 N 中 的 指数 为 偶数 ， 所 以 ，p 在 a 中 的 指 
数 为 偶数 . 

这 表明 ， 除 2 以 外 ，a 的 素 因 数 p 在 a 中 的 指数 都 为 偶数 ， 故 < 一 2m 或 4 二 me?. 

如 果 a 二 m?， 则 a 为 完全 平方 数 . 

又 N=alat 一 5a? 十 4) 为 完全 平方 数 , 则 a 一 5a? 十 4 为 完全 平方 数 . 这 与 

(a’—3)*<a'—5a:+4<(a’—2)’ 


[8 


矛盾 ， 因 此，a 一 2z. 
高 ” 


交 豆 达 涟 侣 乒 送 涟 潭 同 六 站 O 


离 互 涪 溢 亚 姓 恬 洋 证 加 涉 症 O 


故 N 一 (ae 一 2)(e 一 1D)a(ce 十 1D)(a 十 2) 
=(2m’—2) (2m’—1)2m? » (2m?+1) (2m’++2) 
=(2m)’2Cm?—1) (mt+1) 。(2zz2 一 1)(2zz2 十 1). 
因为 N，(2zz)? 都 是 完全 平方 数 ,所 以 ,N' 一 2(mz 一 1) (me 十 1) (2m? 一 1) (2m? 十 
IJ) 是 完全 平方 数 . 
从 而 ,Cm 一 上 DC 十 1) (2m? 一 1) (2m? 十 1) 为 偶数 . 
但 (2m? 一 1)(2m? 十 1) 是 奇数 ,所 以 ,Cm? 一 1) (m? 十 1) 是 偶数 ,从 而 , m 是 奇数 ， 
即 m 二 1(mod 2). 
如 果 m 二 0Cmod 3), 则 
N’=2(m:—1) (m+1) (2m—1) (2m+1) 
=2X(—D)X1X(~D) Xl1=2(mod 3)， 
与 N 是 完全 平方 数 矛 盾 . 
所 以 , m 志 1,2(inod 3). 
由 m 志 1(mod 2) ,得 m 寺 1,3,5(mod 6). 
由 mw 二 1,2(mod 3), 得 m 三 1,2,4,5(mod 6). 
所 以 ,m 三 1,5(mod 6). 
令 m=6t 土 1, 则 m? 二 36#? 土 121 十 1=12k 十 1. 
故 N’==2Cm? 一 DD) Gm? 十 DC2m? 一 1)(2m? 十 1) 
=2X12k(12k+2)(24k 十 1) (24k 十 3) 
=144k(6k 十 1) (24k 十 1) (8k 十 1). 
所 以 , (6k 十 1)(24k 十 1) (8k 十 1) 为 完全 平方 数 . 
但 &，6k 十 1，24k 十 1，8k 十 1 两 两 互 素 ， 因 此 ，&，6& 十 1，24& 十 1，8k 十 1 都 是 
完全 平方 数 . 
因为 6k 十 1，24k 十 1 是 完全 平方 数 ， 所 以 ，4(6k 十 1)，24k 十 1 是 完全 平方 数 ， 
即 244 十 4，24& 十 1 是 完全 平方 数 . 
令 244 十 4 二 z*?，244 十 1 二 y， 则 
3 一 24k 十 4 一 (244 十 1) 一 也 一 六 之 3. 
因为 不 等 式 等 号 成 立 ， 所 以 ， 
y=1, z=2, k=(0. 
从 而 ，m 二 土 1，a 二 2, 与 a>>2 矛盾 . 
故 N 不 是 完全 平方 数 . 
6， 善 于 将 问题 转化 处 理 
例 41 (2004 年 国家 队 集 训 测 试题 ) 已 知 数列 {c,} 满 足 ; co 二 1, a 二 0, cs 二 


2005,cn42 二 一 3c, 一 4c 十 2008(n 一 1,2,3，…). 记 aw 一 5(c+s 一 o)(502 一 co 
各 X2004X501(n 二 2,3,…). 问 :对 n>>2, as 是 否 均 为 平方 数 ? 说 明理 由 . 
解 由 c+z 一 6 二 一 4(c, 十 c,_1) 十 2008 知 
an=—20(cn tc 1—502)(502—c, 1 一 co-2) 十 4"+1 X5012. 
令 d,==c, 一 251, 则 
dr+s=—3d,—4d,-1 (n=1,2,3,..…), 


do=—250, 
di=—251, 
d2=1754. 


as=20(d,+d, 1)(d, 十 d 2)+4"+! X501 (n=2,3,.). 
令 史 二 d, 十 di， 则 

orz 一 an 一 4aowymm 一 一 50l,a 一 1503， 

an 一 20rzwrov-l 十 4"+1 X5012. 

令 wn=501T， 则 

TH 一 TH 一 4T, 厂 一 一 1,T 一 3. 

定义 To 二 一 1, 则 

an=501* X22:(5T,T i 二 4"). 

设 式 一 x 十 4 二 0 的 两 个 根 为 a、B, 则 

ao 十 6 一 1， op 一 4， 

T,—aT,.-1=A(T i —aT,2)=""=p"™!(T—aTo) B™'(a—l), 
五 一 6T 一 一 op 一 1). 

故人 (全 一 cT DT 一 AT 一 (ap):(a 一 1D)(8 一 1) 一 各 , 即 
Ti—TT, 十 4T2 =4". 


例 42 (2005 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 数 列 {a, } 满足 :ao 一 1,an+i 一 


nmnEN， 证明: 
(1) 对 任意 nEN，a 为 正 整数 . 
《2) 对 任意 mrEN，aa,+l 一 1 为 完全 平方 数 . 
证 明 (1) 由 题 设 得 a 二 5， 且 {a,} 严 格 单调 递增 .将 条 件 式 变形 得 
2ar+1—7an = 45a7—36, 
两 边 平方 整理 得 ”as+Hi 一 7auasta 十 of 十 9 一 0， 
所 以 时 一 7a ia 十 ca 十 9 一 0， 


所 以 a, 二 501? X22(5T,T i 十 TE 一 T,T。1 十 4T2_1) 二 10022(T, 十 2T,-1)?， 
Ta +V 45a7—36 


2 


cr-z) 二 


离 本 党 六 茹 开 性 涟 党 回首 交 CO 


Se 


次 邓 床 涟 否 王 性 注 洛 加 和 并 症 O 


四 一 @ 得 (arti 一 ar1) (as 十 oo- 一 7ao) 一 0. 
因为 arrt>as， 所 以 arr 十 a 呈 一 7as 一 0， 故 
an+1 一 7a。 一 av 1- ® 
由 @ 式 及 ao 一 1， a 二 5 可 知 ， 对 任意 nEN, a 为 正 整数 
(2) 将 @ 两 边 配 方 ,得 (awti 十 an)? 二 9(awant1 一 1), 所 以 


2 
war —1= (ee) d @ 
由 图 得 awii 十 a, 二 94 一 《as 十 an-1) ,所 以 

Qnti+a, (qn 十 as-1) 三 三 (一 1)"(al 十 ao) 夺 0(mod 3). 


因此 ， 二 各 为 整数 ， 所 以 awe。+1 一 1 是 完全 平方 数 


例 43 (第 18 届 爱尔兰 数学 奥林匹克 题 ) 已 知 奇数 m，n 满足 m? 一 玉 十 1 整除 
太一 1 证明; m? 一 zr 十 1 是 一 个 完全 平方 数 . | 

证 明 先 证 明 两 个 引 理 . 

引 理 1 设 记 ,上 是 给 定 的 正 整 数 ，p 汪 k, 不 是 完全 平方 数 ， 则 关于 a,， 电 的 不 
定 方程 

a’—pabt+b—k=0 0 
无 正 整数 解 . 

a 假设 有 正 整数 解 ， 设 (ao ,6b。) 是 使 a 十 6 最 小 的 一 组 正 整数 解 ， 且 

， 又 设 a4 二 pbo 一 a。， 则 ao。，as 是 关于 的 一 元 二 次 方程 
—pbot+B—k=0 @ 

的 网 要 

所 以 ，ab 一 za 加 十 名 一 上 一 0 

若 0<oo<a， 则 (如 ，as) 也 是 方程 的 一 组 正 整数 解 ， 且 bo 十 as 过 ao 十 bo， 
了 矛盾. 所 以 ，a 委 0 或 as 之 ao. 

(1) 若 ae=0， 则 ao 二 pb。， 代 入 方程 得 如 一 k 二 0， 但 不 是 完全 平方 数 ， 
矛盾 . 

(2) 若 ao<0， 则 ao 之 pbo， 从 而 ， ao 之 pbo 十 1. 

故 a6 一 paobo 十 多 一 k 二 aoCao 一 pbo) 十 B38 一 k 

>ao + —k>pbot+1+—k 
>p—k>0, 


矛盾 . 
(3) 车 6 之 ao， 因 为 a。，as 是 方程 四 的 两 根 ， 由 韦 达 定理 得 aoas 二 如 一 &， 但 


aoab 之 a3 之 如 宫 一 ,矛盾 . 
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综 上 ， 方程 @ 无 正 整数 解 . 

引 理 2 设 记 ,是 给 定 的 正 整数 ，p 之 包 ， 则 关于 a, 6 的 不 定 方程 

a —pabt+b:+k=0 ©@ 
无 正 整数 解 . 

引 理 2 的 证 明 : 假设 有 正 整 数 解 ， 设 (ao ,bo) 是 使 4a 十 b 最 小 的 一 组 正 整数 解 ， 且 
ao>>b， 又 设 a6 一 pbo 一 ao，. 则 ao，a6 是 关于 :的 一 元 二 次 方程 

一 pbot 十 所 十 k 二 0 @ 
的 两 根 . 

所 以 ，al 一 pasbo 十 怒 十 k 二 0. 

车 0<as 过 ao， 则 (bo,as) 也 是 方程 @ 的 一 组 正 整 数 解 ， 且 bo 十 ao 过 ao 十 bo， 
矛盾 . 

所 以 ，ao 才 0 或 ao 二 oo. 

(1) 若 w 和 0， 则 ao 之 pbo， 故 @ 一 paobo 十 名 十 k 之 如 十 >>0， 矛 盾 . 


0 0 一 
(2) 若 w>>m， 则 wm 区 软 ， 因 为 方程 @ 的 两 根 是 加 二 /bp 一 4 和 二 全 ,出 


ph Vv pbo)’ —4(bs +tk) 
2 


ao 
又 因为 ao 之 bo, 则 


bP RT 

>(p 一 2)bo>VP 克 一 4@ 一 较 

入 (p 一 2)? 罗 之 户 刀 一 4 如 一 鲍 

过 (4p 一 8) 过 稚 . 

而 p 之 和 之 4, 则 (4p 一 8) 如 宇 4p 一 8 宇 2p 写 ,矛盾 . 
综 上 所 述 , 方程 @ 无 正 整 数 解 . 

下 面 证 明 原 题 . 

不 妨 设 m, n>0. 

因为 Gx 一 下 十 1) 1Cx 一 1), 则 

(me 十 DIL 一 D+ (mi —n 二 +1)]=m’. 

(DD 车 m=n,， 则 mw? 一 下 十 1 三 1 是 完全 平方 数 . 
(2) 车 m>>n， 因 为 m，n 都 是 奇数 ， 则 2| Gm 十 n) ,2| Cm 一 n). 
设 m 十 n 二 2a, mm 一 2 一 20， 则 a, 5 都 是 正 整数 . 
因为 mi 一 十 1 二 4ab 十 1, m= 二 (a 十 b)?, 则 


次 五 党 区 东 十 心 蓄 注 同 站 交 O 


离 互 玉 玫 荡 禾 性 盏 汇 目 共 亲 DO 


车 10" 一 2 可 表示 为 两 个 完全 平方 数 的 差 ， 则 它 模 4 余 0，1 或 3. 但 10" 一 
1 


(4abt+1) | (a 十 52. 

设 (a 十 b)? 二 k(4ab 十 1), 其 中 是 正 整 数 , 则 
Qa —(4k—2)abt+ by —k=0. 

车 不 是 完全 平方 数 ， 由 引 理 1， 矛盾 . 
所 以 , 友 是 完全 平方 数 . 


2 1 
故 双 一 由 十 1 一 4ab+1 一 96 一 (2 


2 
:天 也 是 完全 平方 数 

(3) 车 m<n， 因 为 m,n 都 是 奇数 ， 则 2| (mm 十 z) ,2| Cm 一 n)， 

设 m 十 n 二 24a,n 一 m 二 25, 则 a,b 都 是 正 整 数 . 

因为 mm 一 十 1== 一 (4ab 一 1) ,m= 二 (a 一 56)?, 则 

(4ab—1)| (a—b)’. 

设 (a 一 b)* 二 k(4ab 一 1), 其 中 是 正 整数 , 则 

a 一 (4k 十 2)ab 十 刀 十 k= 二 0. 

由 引 理 2， 矛 盾 . 

综 上 所 述 ，m? 一 到 十 1 是 完全 平方 数 . 

例 44 〈2002 一 2003 年 度 铅 牙 利 数 学 奥林匹克 决赛 题 ) 设 nn 是 大 于 2 的 整数 ， 
av 是 最 大 的 ”位 数 ， 且 既 不 是 两 个 完全 平方 数 的 和 ， 又 不 是 两 个 完全 平方 数 的 差 . 

(1) 求 a。( 表 示 成 n 的 函数 ). 

《2) 求 n 的 最 小 值 ， 使 得 o 的 各 位 数字 的 平方 和 是 一 个 完全 平方 数 . 

解 (1) a, 二 10" 一 2. 

先 证 最 大 性 . 

在 ?位 十 进 制 整数 中 ， 只 有 10" 一 1>>10" 一 2. 
10" 一 1 

9 


但 10" 一 1 一 9X 


9 二 1 一 ! 10" 一 1 9 9 十 1 一 1 10" 一 1 9 
9 9 9 
2 2 


9 
2 


10" 一 1]1? 10 一 1 
-3 
2 2 
因为 1 为 奇数 ， 所 以 ，10" 一 1 可 表示 为 两 个 完全 平方 数 的 差 ， 这 与 题 设 


矛盾 . 
下 面 证 10" 一 2 满足 条 件 . 


2(mod 4) ， 所 以 ，10" 一 2 不 能 表示 为 两 个 完全 平方 数 的 差 . 
车 10" 一 2 可 表示 为 两 个 完全 平方 数 的 和 ， 则 它 或 被 4 整除 , 或 模 8 余 2. 但 
10" 一 2 不 能 被 4 整除 且 模 8 余 6 (因为 n>2). 
所 以 ，10" 一 2 不 能 表示 为 两 个 完全 平方 数 的 和 . 
(2) 由 9 (xz 一 1) 十 64 一 忆 , 得 
92(n 一 1) 一 (一 8) (十 8). 
因为 n 宇 3, 且 一 8 关 8(mod 9) ,所 以 
81|(k 一 8) 或 81|(k 十 8). 
车 81|(k 一 8), 则 kn 二 89,n 二 98. 
若 81|(k 十 8), 则 km 一 73,m 一 66. 
因此 ,mm 一 66. 
例 45 (1994 年 英国 数学 奥林匹克 题 ) 求 最 小 的 正 整数 "> 之 1， 使 得 1，2?， 
…，n? 的 算术 平均 数 是 一 个 完全 平方 数 . 


解 设 卫 十 2 二 十 里 一 已， 其 中 AN， 则 


32 


于 (x+DC2nD 一 忆 ， OO 


因为 n>2， 所 以 吉 (n 十 1D (2n 十 DD 之 总 ， 从 而 

13, k2>2 

因为 2n 十 1 是 奇数 ， 所 以 由 @ 知 ，n 必 为 奇数 ， 令 "一 2m 一 1，mm 志 2， 代 人 @ 得 
二 mC4m 一 一 刀 . ® 
因此 m 是 3 的 倍数 或 者 41m 一 1 是 3 的 倍数 . 

车 m 是 3 的 倍数 ， 则 令 m= 二 3:，t:EN， 代 人 @ 得 

21(12t—1)=k. 

由 于 :与 121 一 1 互 素 ， 因 此 : 与 12: 一 1 都 是 完全 平方 数 . 


但 12: 一 1 二 3 (mod4)， 这 与 “完全 平方 数 除 以 4 只 能 余 0 或 1” 矛 盾 . 所 以 必 
有 4m 一 1=3t (iEN), 代 人 @ 得 


二 G3ttDt= 姑 , 即 
(3t 十 Dt 一 (2 有 2. ， @ 


因为 mm 一 二 (3t 十 D) ,所 以 3# 十 1 是 4 的 信 数 ,从 而 + 除 以 4 的 余数 必 为 1. 
171 / 


离 互 党 海 层 捷 心 泛 二 由 入 着 O 


离 五 六 海 否 生 性 涟 沽 加 其 症 O 


令 寺 他 二 10EN) ( 因 m 之 2, 故 二 3， 从 而 有 j 宇 1), 代 人 @，, 得 
(3j+D (47+1)=k. 


由 于 (4 十 1) 一 (31 十 1) 一族 而 4 十 1 与 了 互 素 ,因此 41 十 1 与 3; 十 1 互 素 ,从 而 
4 十 1 与 3/ 十 1 都 是 完全 平方 数 . 令 

37 十 1 一 a2， ， 

人 @ 
其 中 a 是 不 小 于 2 的 正 整数 ,5 是 不 小 于 3 的 奇数 ， 由 上 式 ， 得 

3 姓 十 1 一 4a2. 

令 6 一 2s 十 1， SEN， 代 入 上 式 ， 得 

12s(s 十 1) 十 4 一 4a2z, 即 3s(s 十 1) 十 1 一 a2. 

因为 %(s 十 1) 必 为 偶数 ,所 以 a 为 奇数 , 且 之 3. 

于 是 , 令 0 一 4c 士 1，a 一 4d 士 1， 这 里 c，dLEN， 代 入 @, 得 

3(4c 士 1) 十 1 一 4(4d 士 1)2?， 

展开 ,并 化 简 , 有 

3c(2c 士 D) 一 4d(2d 士 1). 

由 上 式 可 知 ，< 是 4 的 倍数 ， 于 是 令 

¢=4e, eEN, 

因此 ,5==4c 士 1==16e 土 1. 

由 4 十 1 一 包 得 

,1_ (16e 士 1D)? 一 1 

A 


{二 好 十 1 二 32e(8e 土 ]) 十 1, 所 以 
m= 士 (31 十 1 一 24e(8e 士 1 十 1, 从 而 有 


n 二 2m 一 1 二 48e(8e 土 1) 十 1, 显 然 
?之 48X1X(8X1 一 1) 十 1 一 337. 
容易 验证 ,n 二 337 时 ， 

上 十 2 十 … 十 吧 _ 


n 


二 8e(8e 土 1) ,于 是 


证 (ntD (2ntD= X338X675=169X225 一 (13X15)?, 


综 上 所 述 ， 可 知 所 求 的 最 小 的 小 于 1 的 正 整数 ”为 337. 

例 46 〈2003 年 保加利亚 国家 数学 奥林匹克 题 ) 给 定 一 个 序列 : yi 二 ys 二 1， 
3o+z 一 (4 一 5)3nrl 一 加 十 4 一 28,m 过 1. 求 满足 以 下 条 件 的 所 有 整数 &: 它 使 序列 的 每 
一 项 都 是 一 个 完全 平方 数 . 

解 设 £ 满 足 题 中 的 条 件 . 


由 已 知 可 得 
y=2k—2, ys—=Bk*—20k+13. 
由 于 ys 是 个 偶数 ， 则 存在 一 个 整数 a 之 0， 使 得 2 一 2 二 4a?， 则 二 2e* 十 1， 即 


k>1. 
于 是 ，»y4 二 32a' 一 8a? 十 1. 

当 a=0 时 , & 二 1. 

当 a>0 时 , 设 b (5 之 0) 是 一 个 整数 ， 且 满足 y, 二 多. 

于 是 ，16a: 一 8az 十 1 十 16at 一 关 ， 即 (4a2 一 1)2 十 (4a2)2 一 妇 . 

由 于 4a? 一 1 与 4a? 互 素 ， 所 以 ，4a2 一 1，4a2 ,65 是 一 组 本 原 勾 股 数 ， 因 此 ， 存 
在 着 互 素 的 正 整 数 m，n， 使 得 


4q2 一 1 一 说 一 my @ 
je 和 © 
b= +m?. ©® 
由 四 ，@ 得 

开 一 mV 十 1 二 2mn， 即 

(ntm)’—2m=1. @ 


由 @ 得 nm 二 2a?. 又 由 于 m,n 互 案 , 故 m， nn 具有 不 同 的 奇偶 姓 ， 但 m 不 能 是 
偶数 ， 否 则 ， 将 推出 民 三 一 1(mod 4)， 这 是 不 可 能 的 . 

因此 ，m 是 奇数 ，n 是 偶数 . * 

于 是 ， 存 在 一 个 整数 :过 0， 使 得 "一 22. 

再 利用 式 @ 得 

2r 二 81: 二 (n 十 m 一 1)(n 十 m 十 1). 


所 以 ;24 = 于 名 一。 于 多 1 一 uw(w 十 1), 其 中 ,uw 十 1 是 相继 的 两 个 整数 .由 


于 它们 是 互 素 的 , 故 可 以 推出 , 一 个 是 某 个 整数 的 4 次 幕 (c')， 另 一 个 是 某 数 的 4 次 
宕 的 2 倍 (2d4). 于 是 ， 

一 2dt 一 士 1. 

如 果 c' 一 24* 二 1， 则 

d+2dt 十 1=ds 十 ct， 即 (dt 十 1)? 二 (d2)* 十 ct. 

上 式 具 有 zx' 十 y' 二 xz? 的 形式 ,已 经 证 明 它 没有 满足 xyz 天 0 的 整数 解 。 故 < 一 
+1, d=0. 
所 以 ,w= 二 0， 有 t=0. 因此 ，n 二 a 一 0。 了 矛盾. 
如 果 c 一 2d* 一 一 1]， 则 
1—2d'+d=ds—ct, 即 (d?):—ct=(d'—1)?. 


次 吾 认 溢 侍 五 疏 洲 测 加 并 效 O 


次 本 六 涟 否 王 恬 活 灌 避 入 浅 O 


上 式 具 有 zx* 一 二 zx? 的 形式 ， 它 也 没有 满足 xyz 天 0 的 整数 解 ， 于 是 ，d 一 士 1， 


c 一 士 寺 

对 于 x， 仅 有 的 新 值 是 x 王 1， 因 此 ，# 王 1， 妇 一 4，n 一 2，mm 一 1，a: 一 1， 以 及 
hm3, 

从 而 ,找到 了 关于 的 仅 有 的 选择 : k==1 和 & 一 3. 

当 &==1 时 ， 我 们 得 到 一 个 周期 序列 : 1，1，0，1，1，0，…， 它 满足 题目 中 的 
约束 条 件 . 

当 At 一 3 时 ， 序 列 是 ， 

力 二 多 二 1，3Jn+2 一 ?73yeH 一 加 一 2. 

由 于 ys 二 4 二 22?，y, 一 25 二 5? ，ys 二 169 二 13*， 我 们 假设 它 是 奇数 项 的 非 波 那 契 
数 的 平方 . 

如 果 {w,} 是 韭 波 那 契 数 列 ， 易 知 ，wwts 王 34 一 -2， 以 及 wntzun-s 一 点 二 1 对 奇 
数 n 成 立 . 

故 (zw+z 十 xn-z) 一 9z. 

因此 ,w+ 二 9w8 一 8-2 一 2unt2tn-2 一 7 一 2-2 一 2. 

这 就 确认 了 我 们 的 假设 . 

故 k 一 1 和 一 3. 


【模拟 实战 】 


(2004 年 全 国 高 中 联赛 题 ) 设 刀 是 给 定 的 奇 素数 ， 正 整数 上 使 得 /和 一 碾 也 是 一 个 

正 整数 ， 则 人 一 a 

(2006 年 泰国 数学 奥林匹克 题 》 求 所 有 的 整数 n， 使 得 wr 十 59n 十 881 为 完全 平 

方 数 . 

《2007 年 克罗地亚 数学 竞赛 题 ) 求 使 十 2007n 为 完全 平方 数 的 自然 数 ”的 最 

大 值 . 

(2005 年 克罗地亚 数学 奥林匹克 题 ) 求 所 有 使 2 十 27 十 2" 为 完全 平方 数 的 正 整 
数 nn. 

.第 18 届 爱 尔 兰 数学 奥林匹克 题 ) 证明， 20052? 是 两 个 完全 平方 数 的 和 ， 不 是 两 

个 完全 立方 数 的 和 . 

(2004 年 西班牙 数学 奥林匹克 题 求 所 有 的 两 位 正 数 a, 5, 使 1004a 十 5 和 201a 十 b 

均 为 四 位 数 ， 且 均 为 完全 平方 数 . 

. 《2007 年 波罗的海 地 区 数学 竞赛 题 ) 设 正 整 数 a, 5 满足 6<a, 且 ab(a 一 外 |(as 十 


i 


SD 


Eg 


A 


Ea 


” 


-a 


妨 十 ab). 证 明 :ab 是 完全 立方 数 . 
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8. 〈2007 年 克罗地亚 数学 竞赛 题 ) 已 知 p 为 大 于 3 的 素数 . 证明: p 的 平方 被 24 除 
的 余数 为 1. 5 

9. 《2005 年 新 西 兰 数学 奥林匹克 题 ) 求 所 有 满足 等 式 及 十 十 m? 二 2" 的 整数 解 
(ky Ll, m, n). 

10. (第 7 届 巴 尔 干 地 区 数学 奥林匹克 题 ) 设 nn 是 一 个 正 整 数 ，A 是 一 个 2n 位 数 ， 且 
每 位 上 的 数 均 为 4，B 是 一 个 n 位 数 ， 且 每 位 上 的 数 均 为 8 证明， A 十 2B 十 4 是 
一 个 完全 平方 数 . 

11. (第 31 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 题 ) 在 不 超过 10” 的 完全 平方 数 中 ， 是 其 倒数 第 17 
位 数 为 7 的 数 多 ， 还 是 其 倒数 第 17 位 数 为 8 的 数 多 ? 

12. (第 18 届 韩国 数学 奥林匹克 题 ) 求 所 有 的 正 整 数 na， 它 能 唯一 地 表示 为 5 个 或 少 
于 5 个 正 整数 的 平方 和 〈 这 里 ， 两 个 求 和 顺序 不 同 的 表达 式 被 认为 是 相同 的 ， 如 
3 十 4 和 至 十 3: 被 认为 是 25 的 同一 个 表达 式 ). 

13, (1989 年 第 52 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 题 )》 求 满足 下 列 条 件 的 一 切 自然 数 z+， z 的 
各 位 数字 之 积 等 于 44z 一 86868， 而 各 位 数字 之 和 是 完全 立方 数 

14. 设 a 为 素数 ，2 为 正 整数 ， 且 9(24 十 6)? 二 509(4a 十 5115) , 求 a,5 的 值 . 

15.〈2008 年 国家 队 集 训 培 训 题 ) 设 "为 正 整数 ， 求 证 : 数 nn? 十 7? 不 是 一 个 完全 平 
方 数 . 

16. 如 果 一 个 完全 平方 数 可 以 写成 一 个 素数 与 男 一 个 完全 平方 数 的 和 ， 则 称 其 为 “好 
平方 数 ”; 如 果 一 个 完全 平方 数 不 能 写成 一 个 素数 与 男 一 个 完全 平方 数 的 和 ， 则 
称 其 为 “ 坏 平方 数 ”. 求证， 好 平方 数 与 坏 平方 数 都 有 无 数 个 

17, (第 19 届 亚 太 地 区 数学 奥林匹克 题 )》 已 知 集合 S 由 9 个 最 大 素 因子 不 超过 3 的 整 
数组 成 ， 求 证 : S 中 存在 3 个 互 不 相同 的 元 素 ， 它 们 的 乘积 是 一 个 完全 立方 数 

18. 每 一 个 正 整数 a 遵循 下 面 的 过 程 得 到 数 d 二 d(a). 

(1) 将 a 的 最 后 一 位 数字 移 到 第 一 位 得 到 数 b; 

(2) 将 5 平方 得 到 数 c; 

(3) 将 c 的 第 一 位 数字 移 到 最 后 一 位 得 到 数 d. 

例如 ，a 二 2003, 6 二 3200，c 二 10240000，d 二 02400001 二 2400001 二 d(2003). 
求 所 有 的 正 整数 4a， 使 得 d(a) 一 a?. 


离 互 这 功 公 生性 涟 漠 癌 并 交 0O 


第 九 章 ”公约 数 和 公 倍 数 


【基础 知识 】 


1， 公 约 数 和 最 大 公约 数 

(1) 若 cla，cla，…， cla， 则 c< 叫 ai，a，…，an 的 公约 数 . 

a，az，…，au 的 所 有 公约 数 中 最 大 的 一 个 叫 a: ，as。，…，a, 的 最 大 公约 数 ， 
记 作 (a ，az ，…，au)， 

(2) 若 a1，az，*…，as 的 标准 分 解 式 为 

= 说 ,m= 并 多 ，… < 下 及， 
其 中 p; 为 素数 ，a ，B，…，8 为 非 负 整 数 ，i 二 1，2，'*w*，m。 则 

(al yaz yan) 一 直 及， 

ii 

其 中 上 一 min {a@, BB， 6). 5 

(3) 如 果 a 是 2 的 倍数 ， 那 么 a 和 2 的 公约 数 的 集合 与 b 的 约 数 集合 相等 . 

(4) 如 果 a 是 5 的 倍数 ， 则 (a， 5) 二 6b. 

(5) 设 a 和 2 是 不 同时 等 于 0 的 整数 ， 且 d 二 axo 十 byo 是 形 如 az 十 py(z,? 是 整 
数 ) 的 数 中 的 最 小 正 数 , 则 4 一 (a,b). | 

《6) 数 a 和 的 公约 数 集合 与 它 的 最 大 公约 数 的 约 数 集合 相等 ， 

(7) 设 m 是 任意 正 整 数 ， 则 (am,bm) 二 (a,b)m. 


(8) 设 n 是 a 和 6 的 一 个 公约 数 , 则 ( 皇 , 攻 ) 一 (所 ， 


n 
(9) 设 正 整 数 a。 和 6b(a>>5) 满 足 等 式 4 二 bg 十 r,0<r<b, 则 (a,6) 二 (6,7). 
由 此 可 得 到 求 a, 5 最 大 公约 数 的 驾 转 相 除法 : 
由 a=bgi 二 ni,，0<n<b， 
车 ==0, 则 (a,b)=b; 
车 去 0, 则 又 可 用 去 除 6, 得 6 一 nigz 十 rs,0<r2<ni. 
车 rp 二 0, 则 (a,)==(6,n) 二 ni; 


车 rs 取 0， 再 用 7 去除 i, 得 ni 二 r2qs 十 r3，0<<rsa<rz. 
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离 瑟 说 海 亚 萎 心 注 六 由 兴 关 O 


如 果 继 续 下 去 ， 由 于 5 之 ni 之 才 之 之 … 以 及 ri(i 二 1,2,…) 是 非 负 整数 , 则 一 定 
在 进行 到 某 一 次 时 ,例如 第 nn 十 1 次 ,得 到 m+ 一 0, 但 由 于 六 天 0, 则 有 


(as0D)=(67)= rr) = = (re 7s) =re. 

用 此 法 还 可 以 求 5) 中 形 如 az 十 by 的 最 小 正 数 d 二 axo 十 byo 

2.， 公 倍数 和 最 小 公信 数 

(1) 车 a 16，az | 5，as | 5， 则 5 叫 al，as，*…，an 的 公 售 数 . 

a1，az，…，as 的 所 有 公 售 数 中 最 小 的 一 个 叫 a;，as，…，as 的 最 小 公 倍数 ， 
记 作 [al ，a ，…，o]. 

(2) 若 wa ，az ，…，aw 的 标准 分 解 式 为 


-站 mm, a- 让, … -站 办 
其 中 pi 为 素数 ， at，B，…，6; 为 非 负 整数 ，i 二 1，2，…，m。， 则 
[al ,az，…ao] 一 x, 


其 中 = 二 max{ai ,B16). 
(3) a1，as，…，as 的 最 小 公 倍 数 是 它们 的 任 一 公信 数 的 约 数 . 


(4) [a,6] = 


es 


【典型 例题 与 基本 方法 】 


例 1 (第 19 届 意大利 数学 奥林匹克 题 ) 设 n 是 一 个 三 位 数 ， 满足 100 委 ”和 
999， 求 所 有 的 n， 使 得 wr 的 末 三 位 数 等 于 n. 

解 ” 原 命题 等 价 于 1000| Gn 一 n) 二 n(n 一 1). 

由 于 (mn 一 1) 一 1, 且 仅 有 一 个 是 偶数 ,又 1000 一 2 X5 ,所 以 ,有 以 下 4 种 情况 : 

(1) nn 是 1000 的 倍数 ， 则 不 是 三 位 数 . 

(2) n 一 1 是 1000 的 倍数 ， 则 ”不 是 三 位 数 . 

(3) n 是 2 的 倍数 ，" 一 1 是 5 的 倍数 . 设 n 二 2:a,n 一 1 二 536， 则 23a 一 530 
| 1 由 驾 转 相 除法 易 知 < 一 47，0 一 3， 即 "一 376 满足 条 件 . 

(4) ?是 5 的 倍数 ，x 一 1 是 2: 的 倍数 ， 间 理 ， 设 za 一 5c，z 一 1 一 23d， 由 5c 一 
23d 二 1, 得 c=5,d 二 78，n 二 625. 

例 2 (2003 一 2004 年 度 铭 牙 利 数学 奥林匹克 题 ) 设 c<，d 是 整数 .证 明 ， 存在 
无 穷 多 个 不 同 的 整数 对 (Zz,,y,) (n 二 1,2,…) ,使 得 x, 是 cy* 十 4 的 一 个 约 数 , 且 y, 是 
cx 十 d 的 一 个 约 数 的 充分 必要 条 件 为 c 是 d 的 一 个 约 数 . 

证 明 ”充分 性 . 


漆 吾 这 浒 全 丘 帐 潍 测 加 诬 交 0 


痪 下 六 洋 导 五 性 泗 灌 加 入 交 Oo 


因为 c | dad, 记 d=kc(kED)， 

所 以 ,zi 一 is 一 一 ( 计 甩 ,一 1,2,3,… 即 为 满足 条 件 的 无 穷 多 个 整数 对 . 
必要 性 . 

假设 c 让 4， 则 d 冯 0. 

车 c 二 0， 由 于 4 有 限 大 ， 显 然 ， 不 存在 无 限 多 个 整数 整除 4, :矛盾 .，- 


车 c 关 0， 存在 无 穷 多 个 不 同 的 整数 对 (zx, ,y,) (n 二 1,2,…) ,使 得 y, | (cz 十 d)， 
Za | cys tad). 
由 于 整数 对 的 无 限 性 ， 因 此 ， 其 中 必然 存在 一 个 数 的 绝对 值 大 于 cd4. 
不 妨 设 | zl | >c4dt. 
因为 zi | (cy 十 d) ,所 以 ， 
leytadl>|z|>cdt. 
故 |cy | 之 cd 一 ldl. 
又 |c|>1, 所 以 ， 
ley |>2c°d' ~—ldl,|y |>ea', 
(ex ta) ertad) 044 a 
et TZ1 31 ZI 


cd = 人 
由 | 饶 上 到 十- “|< 和 + 出 + 吉 < + <l1, 


Ty ZiYt | 


有 AY +d) (critd) EZ， 
TN 


extad) (cntad)_ , 
因此 ， 11 


因为 c 路 d， 故 必 存在 一 个 素数 轧 和 正 整 数 w， 使 六 | c 且 思 下 雹 

因为 妨 | ce 所 以 ，52 二 4 和 十 d 两 个 整数 中 必 有 一 个 含 p 的 竺 次 不 小 于 

不 妨 设 pz | (cy 十 d). 

而 加 | c， 加 十 d， 矛 盾 

因此 ，c | a. 

例 3 ”已 知 两 数 中 ， 每 一 个 除 以 它们 的 最 大 公约 数 记得 的 商 之 和 等 于 18， 它 们 
的 最 小 公信 数 等 于 975， 求 这 两 个 正 整数 

解 设 两 个 正 整 数 为 x，>， 且 d=(z,y), 则 

Zz=dzi,y=dy, (x1,%)=1. 


于 是 [zx,y] 一 学 一 dz 


由 题 意 ， 有 
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Xi 十 y= 二 18， 
driy=975. 

显然 zi 和 17，m 生 17， 又 

975 王 1。3。5。5。13. 

又 由 xz ，yi 一 定 是 975 的 约 数 ， 则 只 能 有 

z=5, y=13, d=15. 

因此 ”xz 一 75，y 一 195. 

例 4 〈1972 年 第 1 届 美 国教 学 奥林匹克 题 ) 设 记号 (a,b,…,g) 和 [a,b,…,g] 
分 别 表示 正 整 数 ,6,…，,g 的 最 大 公约 数 和 最 小 公 倍数 ,例如 (3,6,9) 一 3,[6， 
15]=30. 

: 2 

证 明 [5 几 和 TCR 

证 法 1 设 a= 如 pp…prm，b 王 斥 埃 … 雹 ，c 王 pt pp ， 
其 中 p; 是 素数 ，a:，B，Y: 是 非 负 整数 ，i 二 1，2，…，n. 

由 最 大 公约 数 和 最 小 公 倍数 的 定义 可 得 


[a,6]= 工 pho) , (a,b) = 工 1 ， 


其 中 max(a; ,8 表示 KR ai 中 较 大 者 ,min(a,B) 表 示 aisB; 中 较 小 者 . 

于 是 本 题 相当 于 证 明 
2 max(aiy8 Xi) 一 max(aiyB) 一 max(B Xi) 一 max(Yiyai) 

二 2 min(aiy8 7) —min(ai,B) —min(B 7) 一 min(yiyai). 

不 失 一 般 性 , 令 a:<<B<y;, 对 任意 的 i 都 成 立 (i 二 1,2,…,n), 则 
2 max(aiyB ,Yi) 一 max(ayB) 一 max(B ,yi) —max(y. ,ai) 

二 2% 一 & 一 一 % 二 一 A， 
2 min(a ,B37) —min(ai,B) —min(B,y)—min(yi,ai) 

一 2 一 一 A 一 ci 一 一 8 

于 是 欲 证 的 等 式 成 立 . 

从 而 本 题 得 证 . 

证 法 2 利用 公 倍数 和 最 小 公 倍数 的 结论 (4)， 有 


ab apc(ay pc) 
[eb 0, 6°00 ta, ,cra 


{ abc(a,bsc) } 
可 得 [asbye] l(a,b)(b,c)(c,a) (a,b,c)? 
[a,bjlb,cJlesa] ab ._bc ca (asb) (b,c ec,a)” 


(asb) (bysc) (c,a) 


沿 百 这 溢 全 扣 疏 涟 洒 回 讶 姜 O 


商 吾 帝 潍 司 卫 届 涪 潭 同 条 效 O 


例 5 (1990 年 国家 集训 队 培 训 题 ) 设 al ，az ，as，…，a 都 是 大 于 等 于 A 的 
正 整 数 ， 对 于 任意 的 i，j，1<i, jn， 有 (ai,a;) 才 B. 证 明 


A 
[aaz， 0] 之 RE ,A,BEN. 


记号 (ai,aj) 表 示 ww 和 aj; 的 最 大 公约 数 ,[ai ,as，…,a,] 表 示 a1,a:，…,a, 的 最 小 公 
信 数 . 

证 明 ”用 数学 归纳 法 . 

(1) n=1，2 时 ,结论 显然 成 立 . 

(2) 假设 n=k 时 结论 成 立 ， 即 


alyaz yak] 之 Iax 一 cn. 
[avar ,ee > pes 


那么 , 当 n==k 十 1 时 ,由 ar 之 A, 有 
[Lai ,as sa sant1]=[[a ass sa js art1] 


一 [eaz，…at]。attl 
(La ,az 和 at],atrl) 


RR 
TSB (asa sa ] arr) 
Ai 
区 
Rp 0 


这 里 ,最 后 一 步 用 到 arr 之 ([al ,as ,at],atr). 
大 
另 一 方面 ， 由 ([ai ,aat],at) 委 工 (cas 入 Bt 及 atH 过 A, 则 有 


[aaz…at]。 2 
〔(Laiyaz，…yatj,at+Hi) 
AGE 
> ([ai ,asz 
到 
= 和 @ 


[ai az，…yakyatti] 一 


由 四 ，@ 得 


Ai 
a2 yak a1 | max 一 GD. 
[aa sas" sa tr] ma Be 


于 是 "一 A 十 1 时 ,结论 成 立 . 
从 而 对 所 有 自然 数 >， 结 论 成 立 . 


2 8 36 72 96 108 
1-22 2 A 't A366 072) 8 4696) "9 A108)’ 

180 240 252 _ 360 128 
10=70180)’12™ 20240) "14™ A0252)’15™ A0360)’16™ (128)* 


所 以 1，2，…，17 都 是 好 数 . 
(2) 假设 存在 正 整 数 n， 使 得 


了 的 =18， 

2,°" hk)>1. 
令 m 一 1 一 a, 风 一 2 一 0 显然 a 之 0,b 之 0. 由 @, 得 
2°3sph ep =(a 二 2) (6+3) (a 二 1) (a 二 1). 
由 于 对 任意 素数 p 都 有 
tr ait1. 
由 四、 图 可 知 
(a 十 2)(6 十 3) 之 2*34. 


如 果 65>3, 则 3>3(5 十 3). 而 a 之 0 时 ,2 之 雪 (a+2), 所 以 


we3*> 呈 (ao 十 2)(O 十 3)， 韦 盾 ， 故 5<2. 


所 以 8 一 2，a 一 0; b= 二 1, a 二 0, 1, 2; 6 二 0, a 二 0,， 1,，2，3, 4. 
() 当 6 一 2，a=0 时 ， 式 @ 为 
3 四 …… 失 一 10(c 十 D…(a 十 D)， 
显然 不 成 立 . 
(GD 当 b=1，a=0，1，2 时， 式 @ 为 
3 .2 外 … 失 一 22(a 十 2)(a 十 D)…(ae 十 D)， 
显然 不 成 立 . 


例 6 (2007 年 女子 数学 奥林匹克 题 ) 设 m 为 正 整 数 ， 如 果 存 在 某 个 正 整数 n， 
使 得 m 可 以 表示 为 n 和 的 正 约 数 个 数 (包括 1 和 自身 ) 的 商 ， 则 称 m 是 好 数 . 
求证 : 

《1) 1，2，…，17 都 是 好 数 ; 

《2) 18 不 是 好 数 . 

证 明 记 d(n) 为 正 整数 的 正 约 数 的 个 数 . 


(1) 因为 Pp 一 JD 一 315,7,11,13,17, 又 


0 


则 可 设 n==2%3% ph … 并 ,其 中 pi; 是 大 于 3 的 相 异 素数 ，ao 之 1, 之 2, ai (i 二 1， 


© 


® 


离 互 这 苏 否 捷 性 还 沽 同 涉 症 O 


离 互 六 漳 下 开心 泛 油 加 济 症 O 


(ii) 当 6 一 0，a 一 0，1，2，3，4 时 ， 式 @ 为 

Zph … 搬 一 3(a 十 2)(w 十 1)…(as 十 1)， 

也 不 成 立 . 

综 上 所 述 ，18 不 是 好 数 . 

例 7 (2006 年 国家 集训 队 选 找 赛 题 〉 对 正 整 数 M， 如 果 存 在 整数 a，b，c，d， 
使 得 M<a<b<c<ad<MT+49，ad 二 bc， 则 称 M 为 好 数 ， 否 则 称 M 为 坏 数 ， 试 求 最 
大 的 好 数 和 最 小 的 坏 数 . 

解 最 大 的 好 数 是 576， 最 小 的 坏 数 是 443. 

引 理 车 正 整 数 a, 5，，c，d 满足 a<b<c<d，ad= 二 bc， 则 存在 正 整数 4，v， 使 
得 a 志 (w 一 (vw 一 1)<uv<<d. 从 而 (不 妨 设 uw<<v) 

4a 委 (一 D)(o 一 1)<(x 一 D)v<x(v 一 DJ)<xo<d. 


让 
引 理 的 证 明 :由 ad 一 bc 知 Tzvcj 05,d) 一 05,d) ase) 


因为 (ty Ce) 1 (GO 人 )-1 故 


a b 二 洛 一 : 
(ayc) (byd) (bd) (ac) ~ 


因此 a=(a,c)s,6=(b,d)s,c=(a,c)t,d=(b,d)t. 

由 a<6 知 (a,O) 过 (56,d), 由 a<c 知 s<z. 

令 w= 二 (5,d),v=t, 则 

a=(ayc)s<(u—1)(v—1),d=uv. 

引 理 得 证 ， 

(1) 576 是 最 大 的 好 数 . 

由 576 二 24X24<24X25 二 24X25<25X25 二 625， 知 576 为 好 数 ， 

设 M>577， 若 M 为 好 数 ， 则 由 引 理 知 存在 正 整 数 xw，v，wu<v， 使 得 
M<(u—1)(v—1D)<uw<M+49. 

由 此 知 xu 一 (zx 一 1)(z 一 1) 委 49, 即 十 v<50. 


另 一 方面 ,由 577<M<(x 一 D(o 一 D 生 (入 和 2) 知 


(zx 十 v 一 2) 之 2308>48? ,从 而 x 十 z 一 2 三 49, 即 x 十 v 过 51, 矛 盾 . 
所 以 576 为 最 大 的 好 数 . 

(2) 当 1<M<288 时 ， 取 整数 *， 使 得 
13"<M+ 二 49 一 13(" 十 1) , 则 

13n<M 十 49 和 337, 从 而 n<<25. 


这 样 12(n 一 1)==13(n 十 1) 一 n 一 25 宇 M 十 50 一 n 一 25 宕 M, 即 

M<12(n—1)<13n<M+49. 

因此 对 于 1<M<288,M 为 好 数 . 

取 

{101)}21={(13,26),(14,25),(19,19),(14,26),(15,25),(19,20), 
(15,26), (20,20),(17,24), (19,22),(20,21), (13,33), 
(18,24), (20,20), (21,21),(15,30),(19,24),(16,29), 
(18,26), (19,25),(20,24), C21,23),(14,35)}. 

验证 知 

uv —1) (v1—1)+50,i=2,3,..,23. 

(Qu —D)(w—1)=300,w0u =338, (1 —1) (vs —1)=442. 

当 288<M<300 时 ,MS<(u 一 DD) (vw 一) <uw<M+49. 

当 (xr- 一 D(o- 一 D<M<(uwu 一 DCu 一 D) 时 ， 

Mu— Dw— Du — Dv —l)+50SM+49,i=2,3,.%,23. 

因此 , 当 288<M<442 时 ,M 为 好 数 . 

下 证 443 为 坏 数 . 

假设 443 为 好 数 , 则 由 引 理 知 存在 正 整数 u,v,u<v, 使 得 

443<(u—1)(v—1)<uv<492. 

因此 wv 一 (u 一 1)(v 一 1)<49, 即 x 十 z<50. 


. a 
又 443<(u-D(w-D<( 2) ,得 u 十 v 之 45. 


由 443 志 (wu 一 (vv 一 1)=wv 一 u 一 v 十 1uv 一 2Vuv 十 1 二 Wuv 一 1)? 知 
Vuv 之 22,uv 之 484. xu 一 484,485,486,487,488,489,490,491,492 中 满足 45<<u 十 


v50 的 只 有 (u,v) 二 (14,35),(18,27). 而 13X34 二 442,17X26 二 442 与 (u 一 1)(v 
1) 之 443 矛盾 . 所 以 443 为 最 小 的 坏 数 . 

例 8 (CMO-22 试题 ) 试 证 明 : (1) 车 2n 一 1 为 素数 ， 则 对 于 任意 个 互 不 
相同 的 正 整数 ec; ，a;，…，a,。， 都 存在 i，jE {1，2，…，?} ， 使 得 


ii 
(ai 


Fa; 


>2n-1; 


sa 


(2) 车 2n 一 1 为 合 数 ， 则 存在 个 互 不 相同 的 正 整数 a1，as，…，a,， 使 得 对 
任意 i, jE€ {1，2,…, n}, 都 有 

Ca al, 
其 中 (zx,y) 表 示 正 整数 x,y 的 最 大 公约 数 . 


洁 束 六 导 卫 惊 潍 洒 同和 深 半 0 


庙 吾 这 潍 导 五 届 滋 沁 右 计 并 O 


证 明 (1) 记 2n 一 1 为 素数 p， 不妨 设 (a1 ,az,…*av) 一 1. 车 存 在 i(1<i<<n)， 
使 得 plai ,必然 存在 j 取 i 使 得 pha;. 由 于 pCaj,aj), 则 有 


aita 
(aisa;) 


以 下 只 需要 考虑 (i,p) 二 1,i 二 1,2,…,n, 则 对 任意 i 了 j 都 是 四 (aiye). 将 1， 


Pan 


2, ,pp 一 1 分 成 n 一 1 类 :{1,p 一 1},{2,p 一 2},…,{n 一 1,n}. 由 抽 层 原理 可 知 存在 ;到 


使 得 a; 寺 aj (mod p) 或 者 a; 十 a; 寺 0(mod p). 


当 a 三 aj (mod p) 时 ， 

> 

当 a; 十 qj 三 0(mod p) 时 ， 

p21 

故 (1) 得 证 . 

(2) 以 下 我 们 来 构造 命题 存在 性 的 例子 ， 由 于 2n 一 1 为 合 数 ， 则 存在 两 个 大 于 1 
的 正 整数 p，g 使 得 2n 一 1 二 pq， 可 以 构造 如 下 个 数 : 

a=1, as=2, **, ap=p, apti=p+l, apts=p+3, **, an=pq—p, 
其 中 前 面 为 p 个 连续 的 整数 ， 从 p 十 1 至 pg 一 p 为 n 一 p 个 连续 的 侦 数 . 

当 1<i<j<p 时 ， 显然 有 


ES <a +a<2p<2n—1. 


当 p 十 1&i<j<n 时 ,因为 21(a;,aj), 所 以 有 


十 ;十 qi 
<pa p<2n—l. 
当 1<i<p，p 十 1<j<n 时 ， 分 两 种 情况 : 
(iD 当 i 关 pp 或 j 关 n 时 ， 显然 有 

aita, Ne 

trad Pe 1<2n—1; 


《ii) 当 i=p 且 ij 二 =n 时， 由 于 (p,pq 一 pp) 二 p, 则 有 


em 


经 过 如 上 验证 ， 可 以 看 出 所 构造 的 几 个 数 满足 条 件 . 
例 9 〈2007 年 国家 队 培 训 题 ) 求证 : 当 / 汪 2， 4<k<n 一 4 时 , 方程 C0: 一 m! 没 
有 整数 解 . 


证 明 不 妨 设 过 2k， 反 设 原 方程 有 整数 解 (n,&)。 
i 184 


由 西 勒 维 斯 特 (SylvesterD 定 理 , 存 在 素数 pk 使 p1C:, 因 此 ,1G, 故 2| 工 
《mn 一 i 十 ]). 而 p> 和 , 故 n,n 一 1,…,n 一 k 十 1 中 仅 能 有 一 个 作为 p 的 售 数 . 
设 pln 一 io,io€{0,1,2,…,k 一 1}, 则 
n>n—io>p > >k, (oy) 
又 设 n 一 i==aamf， 其 中 a; 不 含 ! 次 方 因子 , mm; EN* ，i 一 0，1，2，…， k 一 1， 
则 a; 的 素 因子 不 大 于 &. 
首先 证 明 ， 对 于 Yi 关 j， 均 有 a; 关 aj. 
反 设 存在 i 了 关 j， 使 得 a; 二 a;， 则 由 于 n 一 i>n 一 j， 故 
mi>m, mm;t+1, 
k>j2j—i=(n—i)—(n—)=aj (mt—m}) 
ajL mt D)'—m}]>alm’! lVamy 
>lVn—kTI>N +l>Vn, 


与 矛盾 . 
进一步 我们 再 证 {ao a4，… ari) 三 {1,2,…,}. 由 于 ayaz，…at-i 互 不 相同 ， 


因而 , 转 证 卫 wk 
将 n 一 i=asm! 代 人 原 方程 可 得 
hl kl rh 
(IH “)(H mi) =k! zl 
两 边 同时 约 去 征 w 与 m 的 最 大 公约 数 , 得 


加 
(I ai)u'=k! v， © 
el 
Tm 
其 中 u 一 '9 二 人 ,wD) 二 1 


el 
只 需 证 明 v=1， 若 v1， 则 wv 有 素 因 子 po。， 此 素 因 子 po 也 是 I ai 的 一 个 素 


因子 ， 故 po<k， 下 面 我 们 来 估计 i a 中 含 po 的 告 次 . 


对 于 iEN"， 设 刀 过 bb 二 …<b, 为 n， 7 一 1，…，n 一 十 了 中 成 的 倍数 ， 则 
b=b+(s— Dp Cs—1) p=b,—b <n—(nmk+1)=kr1, 故 


离 本 这 薄 鞋 丘 心 泗 涟 同 滤 症 O 


庚 吾 这 泗 丑 了 匡 惊 滋 油 回迁 奖 O 


1， 灵 活 应 用 倍数 的 性 质 处 理 问 题 
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因此 ,对 于 iEN" ,大 的 信 数 在 n,n 一 1,…,n 一 & 十 1 中 至 多 出 现 [各 ]+1 次 ,当然 


在 mva vai-, 也 是 如 此 , 故 于 a 中 含 po 的 者 次 至 多 是 S (法 ]+1) GE 塌 ,a 


0 


不 会 (次 方 因子 )， 而 如 中 售 p 的 车次 为 忆 [ 丰 ,在 @ 式 两边 比较 的 宕 次 可 知 


po 
中 的 p。 的 短 次 至 多 为 
Do oo 
2 (dt)- Bk 


Ee 1 


矛盾 ! 故 不 含 素 因子 ， 即 v=1， 所 以 a; | &!1， 这 样 我 们 有 {aoyal，…,a4_1) 二 


{1,2,"",k}. 
最 后 我 们 来 导出 一 个 矛盾 . 
由 于 之 4， 利 用 刚 得 到 的 结论 ， 存 在 i ，i。，is 使 得 a; 一 2 0 一 1,2,3), 故 
ni =mh sn—is=2mk, ,ni = hm , 
我 们 指出 (一)? 关 (nm 一 记 )(n 一 i) ,否则 设 
b=n—izsr=b—(n—i),y=—b+(n—i),0<|z|<|y|<kh, 
由 (6 一 7) (5 十 y) 二 大 得 (y 一 Tz)6 二 fy, 显然 有 zx 了 关 y, 则 
Ixy|=61x 一 y| 之 b>n 一 k>(8 一 D)? 宇 |zy| ,矛盾 . 
因此 ,(n 一 i 了 关 (n 一 i ) (nia), Bh mi 天 ma ms,. 
不 妨 设 m2 闫 mi ms, ， 我 人 有 
2(k—Dn >m—(n—kt+1)’> ni) —(n—i)(n—is) 
=4(m,)* —4(m mi ) Am mi t+1)!—4(mi me 4m ms ) 1 
车 /二 2, 则 as 一 4 有 平方 因子 , 故 /之 3, 此 时 有 
2(k— Dam m, >4(mi m, )'=L(n—i)(n—is) 


2 
>in-kt1D?>3(n 一 名) >2m. 


由 mni nt,j 二 1,2,3 得 
hr 这 kmi ms 之 导 一 DD)mi mi >>n, 于 是 这 下 ,这 与 中 > 姑 蔬 盾 ! 
至 此 ， 我 们 证 得 反 设 错误 ， 故 本 题 结论 成 立 . 


【 解 题 思 维 策略 分 析 】 


例 10 〈IMO- 43 预选 题 ) 已 知 正 整数 m,n 之 2，al，a,，…，as 是 整数 ， 且 
其 中 任何 一 个 都 不 是 rz: 的 倍数 . 证明: 存在 不 全 为 零 的 整数 e ，e ，…，e， 使 
etal 十 ezaz 十 … 十 euav 是 m" 的 倍数 其中， 对 于 所 有 的 计 1，2，…，m，|e|<m. 

证 明 设 B 是 所 有 4b 二 (bi,b:，,…,b,) 构 成 的 集合 ,其 中 所 有 5 满足 0<b;<m. 对 
于 bEB, 令 

jb) 一 bal 十 beaz 十 … 十 pa 

车 存在 不 同 的 6,5 € B, 满 足 fb) 三 f(6)Cmod me)， 则 令 ci 一 鼎 一 和 .于 是 ,有 

elal 十 ezaz 十 … 十 ea 一 0(mod m"), 

车 所 有 的 了 (5) 均 模 wm" 不 同 余 ,由 于 | 如 | 一 z, 则 /CO) 模 zz" 的 余数 分 别 为 0,1， 
2，…7z" 一 1. 


考虑 多 项 式 xzro . 令 z 一 em , 则 
heB 


b= 
l= 


zw =1+zrt+z ttm" = 
bEB 
另 一 方面 

1 a= Tl 
总 z 一 UI (十 二 十 zx 各 十 十 二 I Te 


由 于 mai 不 是 m" 的 信 数 ， 所 以 ， 当 z=e** 时 ， 如 x 0. 奢 盾 . 


例 11 (第 32 届 俄罗斯 数学 奥林匹克 题 ) 证 明 : 如 果 正 整数 N 可 以 表示 为 都 是 
3 的 倍数 的 三 个 整数 的 平方 和 ， 那 么 ， 它 必 可 表示 为 都 不 是 3 的 倍数 的 三 个 整数 的 平 
方 和 . 

证 明 由 题 意 可 知 ， 正 整数 N 可 以 表示 为 和 式 

9"(a2 十 刀 十 cz)， 0 
其 中 ,7 为 正 整 数 ，a，5，< 为 整数 ，a 不 是 3 的 倍数 . 

引 理 ”所 有 形 如 和 式 @ 的 正 整数 均 可 表示 为 9 一 (zt 十 六 十 习 ) 的 形式 ,其 中 ,zz， 
yz 为 整数 , 且 z,y,z 都 不 是 3 的 倍数 . 

引 理 的 证 明 : 不 失 一 般 性 ， 可 设 a 十 b 十 c 不 是 3 的 倍数 〈 和 否则， 可 将 a 换 为 
一 上 a)， 有 

9(a2 十 邹 十 c) 一 (4a2 十 4 急 十 4c2) 十 (2 十 4 全 十 4c2) 十 (4c2 十 威 十 4c2) 

(2a+26—c)? 二 (26 十 2c 一 a)? 十 (24 十 2c 一 b)?， 

其 中 ,24 十 26 一 c;26 十 2c 一 a,2a 十 2c 一 6b 都 不 是 3 的 倍数 ,因为 它们 被 3 除 的 余数 都 与 
2(a 十 6 十 c) 相 同 ,而 后 者 不 是 3 的 倍数 . 

为 完成 对 题 中 断言 的 证 明 ， 只 需 将 这 一 引 理 使 用 次 . 


一 0. 


次 瑟 党 疙 丕 生性 涤 油 加 六 站 DO 


辫 囊 市 湾 辟 卫 眉 洋 滑 同 讶 效 O 


202>a" —a">a" (a—1)>a(a—1), 
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例 12 (2003 年 日 本 数学 奥林匹克 题 ) 已 知 两 个 相 异 的 正 整数 a 和 65， 且 5 为 a 
的 倍数 .车 用 十 进 制 表示 ， 则 a 和 6b 都 由 2n 组 成 ， 且 最 大 有 效 位 非 零 、 又 a 的 前 
位 和 ”的 后 ”位 相同 ， 反 之 亦 然 ， 例 如 "一 2，a 一 1234，8 一 3412 (全 人 的 于 个 请 
足 2 是 a 的 倍数 的 条 件 )， 求 < 和 5b. 

解 用 2 个 nn 位 的 正 整数 z 和 y 表示 a 和 5， 则 

4 一 10"z 十 y，0 一 10"y 十 z. 

由 题 设 有 z<y, 且 10"y 十 z 一 za(10"z 十 y), 其 中 2 过 ms<9. 

两 边 同时 加 10"z 十 y 得 

(z 十 y)(10" 十 1) 一 (zz 十 1)(10"z 十 >)。 O 

假设 m 十 1 和 10" 十 1 是 互 素 的 , 则 

10"z 十 y 王 0(mod (10" 十 1)). 

所 以 ,tz 圭 y(mod (10" 十 1)). 

因为 x，y 只 有 n 位 ， 这 与 zx<<y 矛盾 . 

因为 m 十 1<10， 所 以 ，m 十 1 和 10" 十 1 有 一 个 共同 的 素 因子 ， 且 必须 是 整数 2， 
3，5，7 之 一 . 但 2，3，5 不 能 整除 10" 十 1， 故 只 能 是 7 所 以 ， 

力 一 6， 且 7 一 10" 十 1. 

故 式 @ 变 为 

(zx 十 y)7k 一 ?7[(7K 一 1)z 十 妇 , 即 5kz 一 (4 一 1)(y 一 z). 

注意 到 7(k 一 1) 二 10" 一 6, 知 5 和 一 1 互 素 . 

于 是 ,5k 和 k 一 1 也 互 素 . 

所 以 ,y 一 z 是 5k 的 整数 倍 . 

因为 0<y 一 xz<10" 十 1=7k, 则 y 一 z==5k. 

所 以 ,z=k 一 1,y==6k 一 1, 且 

a 一 10"x 十 ?一 10"(R 一 1) 十 (6R 一 1) 


10"[ 才 ao+D 1]+[ ao+D 1]= 革 Go 一 D， 


b=ma=(10" 一 1). 


其 中 ,n 三 3(mod 6)( 因 为 10" 十 1 是 7 的 倍数 ). 

例 13 (CMO- 18 试题) 求 所 有 满足 c 之 2， 过 2 的 三 元 正 整数 组 (a,m,n), 使 
得 a" 十 203 是 a” 十 1 的 倍数 ， 

解 对 于 n,m 分 三 种 情况 讨论 . 

(CD n<m 时 , 由 a" 十 203>a”" 十 1， 有 


所 以 2<a<14. 

当 a=2 时, n 可取 1, 2, …, 7; 

当 a=3 时 , n 可 取 1,.2,，3, 4; 

当 a= 二 4 时 , n 可 取 1, 2, 3; 

当 5<a<6 时 , n 可取 1, 2; 

当 7<a<14 时 ，n 一 1. 

由 a" 十 1 | a" 十 203 可 知 ,， 解 为 (2,2,1)、(2,3,2) 和 (5,2,1). 

《iD mn 一 到 时 ，a" 十 1 | 202， 由 于 202 仅 有 1，2，101，202 共 4 个 约 数 ， 而 "之 
2,， 之 2，a”" 十 1 之 5， 故 四 一 100 或 201， 又 加 志 2， 所 以 解 为 (10，2，2). 

《让 ) n>m 时 ,由 a”" 十 11203(a" 十 1), 有 

a" 十 1|a" 十 203 一 (203a”" 十 203), 即 a" 十 l|a™(a”" 一 203). 

又 Ca" 十 1,a”") 二 1, 所 以 

a 0 

@ 车 a”"<<203, 则 令 nn 一 m 二 之 1, 有 a”" 十 11203 一 a', 所 以 

203 一 a' 之 a”" 十 1， 

202 之 a’ 十 a" 之 a" 十 a 二 a(a”! 十 1) 之 a(a 十 1)， 

2<o 和 13. 

类 似 于 (i) 的 讨论 ， 可 知 (a，m，s) 的 解 为 : 

(2, 2, 3), (2, 6, 3), (2, 4, 4), (2, 3, 5), (2, 2, 7), (3, 2, 1), (4, 
2, 2), (5, 2, 3), (8, 2, 1). 

于 是 ，(a,， m,n) 为 : 

(2, 2, 5), (2, 6, 9), (2, 4, 8), (2, 3, 8), (2, 2, 9), (3, 2, 3), (4, 
2, 4), (5, 2, 5), (8, 2, 3). 

@a””"= 二 203 时 ， 则 a 二 203，n 一 m 二 1， 即 解 为 

(203, m, m+1), m>2. 

@a”™">>203 时 , 令 n 一 m 二 s 之 1， 则 a" 十 1 | a 一 203. 

又 a 一 203 之 a" 十 1， 则 s>m， 由 

an 十 1|a: 十 203am 一 (a 一 十 203)a" 一 (az 十 203)a"， 

《ar 十 1,a") 一 1， 

所 以 a” 十 lla” ”十 203， 

又 s>mSn 一 mmen>>2mSn 一 2m>>0, 此 时 的 解 只 能 由 前 面 的 解 派生 出 来 , 即 
由 (aymsmD) 一 (aymyn 十 2m) 一 … 一 (asm,n 十 2hkm)，, 且 每 一 个 派生 出 的 解 都 满足 a" 十 
1|a" 十 203. 


部 五 党 注 亚 王 性 涤 灌 加 站 症 O 


离 酝 六 活 否 下 恬 涤 油 四 浊 症 O 


综 上 所 述 ,所 有 和解 (a,m,n) 为 : 

(2,2,4k 十 1),(2,3,6k 十 2),(2,4,8k 十 8),(2,6,12k 十 9),(3,2,4k 十 3)， 

《4,2,4k 十 4),《5,2,4 十 1),《8,2,4k 十 3),(10,2,4k 十 2), 《203,m,《2k 十 1)m 十 1)， 
其 中 为 任意 非 负 整数 ， 且 mm 之 2 为 整数 . 

2. 灵活 应 用 约 数 的 性 质 处 理 问 题 

例 14 (第 30 届 俄罗斯 数学 奥林匹克 题 ，3 个 正 整数 中 的 任何 两 个 数 之 积 可 以 
被 该 两 数 之 和 整除 . 证 明 : 这 3 个 正 整数 具有 大 于 1 的 公约 数 . 

证 明 将 这 3 个 正 整 数 分 别 记 为 a, 5，c， 并 记 z 一 (0,c)，y 一 (cya),x 一 (av0). 
假设 a, 5,c 没有 大 于 1 的 公约 数 ， 于 是 ，z，y，z 两 两 互 素 ， 可 设 a 二 kyz, b= 
lzz，c 一 zy， 其 中 上 &，!，7n 为 某 些 正 整数 . 

由 最 大 公约 数 的 定义 知 ，L，m 两 两 互 素 ， 并 且 ky 也 与 lx 互 素 . 但 由 题 中 条 
件 (&yz 十 Lrz)|(kyz。Lzz) 知 

(kyz+lrz)| (ky* lr 2). 

则 (ky 二 Lz) | (ky * lr * 2). 

我 们 指出 , (ky,ky 十 4z) 一 (kyytz) 一 1. 

同 理 ,(Lz,&y 十 iz) 一 1 

故 (Ay 十 lz)|z. 

从 而 ，z=>>ky 十 iz>z 十 y 

经 过 类 似 讨论 ， 亦 可 得 到 zx 宇 y 十 z 和 y 宇 z 十 z<。 但是， 这 三 个 不 等 式 不 可 能 同 
时 成 立 ， 矛盾 . 

例 15 《2005 年 巴西 数学 奥林匹克 题 ) 给 出 正 整 数 a，c 和 整数 5， 证 明 : 存在 
一 个 正 整数 xz， 满足 a 十 x 三 b(mod c)， 即 存在 一 个 正 整数 z， 使 得 c 为 数 a* 十 x 一 b 
的 约 数 . 

证 明 设 i 是 数列 a，a?，a?，a*，…，mod c 的 周期 ， 则 对 任何 正 整数 上 和 充 
分 大 的 正 整数 i， 有 

at 一 ai(mod c). @ 

设 d 一 gcd(!/，c) 表示 !，* 的 最 大 公约 数 ， 则 存在 正 整数 4，v， 满 足 ul 圭 
vd (mod c). 

首先 ， 断 定 如 果 c>>1， 那 么 ， 有 d<c. 

由 d=gcd (!(，c)， 所 以 ，d 入 c. 

反 设 4 一 <, 由 c11, 得 ci. 

如 果 在 一 个 模 周 期 内 余数 两 两 不 等 ， 则 c 之 /. 


从 而 ,c=L. 
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这 说 明 存在 正 整 数 za， 使 得 c | a ， 所 以 ， 

c | ar。(wEN+)， 因 此 ，: 一 < 一 1. 

所 以 ，c>1 意味 着 d<c. 

下 面 对 归纳 证 明 . 

当 c=1 时 ,命题 显然 成 立 . 

假设 对 于 所 有 的 正 整数 >(1 委 > 一 c) 命 题 都 成 立 . 

由 于 此 时 4d<c, 利 用 归纳 假设 , 取 5 一 ii 一 0,1,…,d 一 1) ,存在 一 列 充分 大 的 整数 
列 {no sm … na-1) ,使 得 a" 十 n; 二 i(mod d). 

设 b=gqd 十 r(0<r<d 一 ), 

由 a” 十 n, 三 r 十 md(mod c) 和 式 @@ 有 . 


a™vt# +n,+ilk 三 a" 十 n; 十 角 三 r 十 md 十 lk(mod c). 四 
但 是 当 上 改变 时 ,lk(mod c) 取 遍 4 的 所 有 倍数 ,于 是 ,存在 上 使 得 
lk=(g—m)d(mod c). @ 
把 式 @ 代 入 式 @ 得 


at+& 十 mr 十 大 三 r 十 md 十 (9g 一 )d 一 于 qd 一 5Cmod c). 

因此 , 取 r=n, 十 尼 完成 归纳 证 明 . 

例 16 《2003 年 女子 数学 奥林匹克 题 ) 对 于 任意 正 整 数 n， 记 的 所 有 正 约 数 
组 成 的 集合 为 S,。 证明: S, 中 至 多 有 一 半 元 素 的 个 位 数 为 3. 

证 明 ”我们 考虑 如 下 三 种 情况 : 

(1) n 能 被 5 整除 , 设 d1，d;，…，d。 为 S, 中 所 有 个 位 数 为 3 的 元 素 ， 则 5， 
中 还 包括 5d ，5d: ，…，5d。 这 m 个 个 位 数 为 5 的 元 素 ， 所 以 S, 中 至 多 有 一 半 元 素 
的 个 位 数 为 3. 

《2) 不 能 被 5 整除 ， 且 的 素 因子 的 个 位 数 均 为 1 或 9， 则 S, 中 所 有 的 元 素 的 
个 位 数 均 为 1 或 9， 结论 成 立 . 

(3) ?不 能 被 5 整除 ， 且 n 有 个 位 数 为 3 或 7 的 素 因 子 p, 令 n==p'q， 其 中 g 和 
r 都 是 正 整数 ， 户 和 4 互 素 . 设 S, 二 {al!，as，…，ar) 为 9 的 所 有 正 约 数组 成 的 集 
合 ， 将 S, 中 的 元 素 写成 如 下 方 阵 : 


a ap, ap’, *, ap”, 
az», azp, azp’, ***, asp’, 
ar» aps asp’, "*, arp”. 


对 于 qd; 二 arp'， 选 择 a,p 个 或 a.p 个 ' 之 一 与 之 配对 (所 选 之 数 必须 在 5, 中 ). 设 
ei 为 所 选 之 数 ， 我 们 称 (di,e;) 为 一 对 朋友 . 如 果 di 的 个 位 数 为 3, 则 由 pp 的 个 位 数 是 
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如 果 a 是 正 整 数 ， 目 d, 是 a 十 xr 与 a 十 (n 十 1)? 的 最 大 公约 数 ， 则 当 一 2c 时 ， 
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3 或 7, 知 ea 的 个 位 数 不 是 3. 假设 d; 和 aj 的 个 位 数 都 是 3, 且 有 相同 的 朋友 e 二 a,p'， 
则 {di,dj} 二 {asp“1,asp*!), 因 为 的 个 位 数 为 3 或 7, 所 以 pr 的 个 位 数 是 9, 而 不 
能 被 5 整除 , 故 a. 的 个 位 数 不 为 0, 所 以 ap ,a.p"!， 产 二 asp+! 的 个 位 数 不 同 ,这 
与 d; 和 d; 的 个 位 数 都 是 3 矛盾 ,所 以 ,每 个 个 位 数 为 3 的 d; 均 有 不 同 的 朋友 。 

综 上 所 述 ，S, 中 每 个 个 位 数 为 3 的 元 素 ， 均 与 一 个 S, 中 个 位 数 不 为 3 的 元 素 为 
朋友 ， 而 且 两 个 个 位 数 为 3 的 不 同 元 素 的 朋友 也 是 不 同 的 ， 所 以 ，S, 中 至 多 有 一 半 
元 素 的 个 位 数 为 3. 

例 17 (2003 年 国家 队 培 训 题 ) 求 所 有 的 正 整数 m1， 梗 得 它 的 任何 一 个 大 于 
1 的 正 约 数 具有 a 十 1 的 形式 ， 这 里 a 为 正 整数 ，r 为 大 于 1 的 正 整数 . 

解 设 ” 是 符合 条 件 的 正 整数 ， 则 ”的 每 个 大 于 1 的 约 数 都 符合 条 件 . 

当 n>2 时 ,我 们 可 写 na=ar 十 1(r>>>1,a 之 1) ,使 得 其 中 的 a 取 最 小 值 ,那么 + 为 偶 
数 . 因为 若 -为 奇数 , 则 a 十 1|n, 故 存在 正 整数 5,z(1>1) ,使 得 a 十 1 十 1, 得 a=， 
7 二 b" 十 1, 与 a 的 最 小 性 矛盾 . 因此 ,n 等 于 一 个 完全 平方 数 加 上 1. 

显然 ， 形 如 a 十 1 的 素数 都 符合 条 件 ， 下 面 考虑 n 为 合 数 的 情形 . 

车 n 有 两 个 奇 素 因 子 p，q(p，9 可 以 相同 )， 则 p，g 与 pg 都 符合 条 件 ， 即 存 
在 正 整 数 a, 6，，c， 使 得 p=4a? 十 1，g= 二 4 十 1，pg 二 4c? 十 1， 于 是 

《4a2 十 1)(4 好 十 1) 一 4cz 十 1. @ 

不 妨 设 a<b, 则 由 可知 

ha? (4B 二 1)=4(c—b) (ctb). 

结合 4 十 1 为 素数 ,可 知 4 十 11c 一 b 或 者 4 妨 十 11c 十 b, 故 c 之 4 一 5 十 1. 利用 
a<b, 代 人 @ 式 , 易 知 @ 的 右边 比 左边 大 . 矛盾 . 

又 4 不 是 一 个 符合 条 件 的 数 , 故 合 数 n 二 2p, pp 为 奇 素数 . 此 时 ,存在 正 整数 o,b， 
使 得 

2《ar 十 1)= 本 十 1, 即 a? 十 1=(6 一 a) (6 十 a). 

由 于 十 1 为 素数 ,所 以 ,(6 一 ab 十 a) 一 (1,a2 十 1), 解 得 ao 一 2,0 一 3, 故 n= 二 10. 

综 上 ,符合 条 件 的 数 为 10 或 者 形 如 a? 十 1 的 素数 . 

综 上 可 知 全 二 空 ,n 一 六 

3. 抓 住 最 大 公约 数 条 件 

例 18 (1985 年 第 3 届 美 国 数学 邀请 赛 题 ) 数列 101，104，116，… 的 通 项 是 
an 一 100 十 妈 ， 其 中 za 一 1，2，3，…。 对 于 每 一 个 mw， 用 d 表示 a 与 as+i 的 最 大 公 
约 数 . 求 d, 的 最 大 值 ， 其 中 取 一 切 正 整 数 . 

解 我 们 可 以 证 明 更 一 般 的 结论 : 


4。 达到 最 大 值 是 4a 十 1. 

由 于 d, 是 十 到 与 a 十 (n 十 1)? 的 最 大 公约 数 , 则 

d,|(atn),d,l[at (nt+1)°]. 

从 而 d,1[a 十 (n 十 1)*] 一 (a 十 开 ), 即 

d, | (2n++1). 

又 因为 2(a 十 型) 二 n(2n 十 1) 十 (2a 一 n), 则 由 4d,| (a 十 er),d1(2n 十 1) 得 

d, | (2a—n). 

由 外 ,@ 知 d,|1[(2n 十 1) 十 2(2a 一 n)], 即 d,| (4a 十 1). 

因此 有 1<d, 志 4a 十 1. 

下 面 我 们 证 明 d 可 以 达到 4a 十 1. 

事实 上 , 当 n=2a 时 ， 

a+n:=a(4a+1), 

at+(nt+1)’=(at+1)(4at+1). 

因为 (a,a 十 1)==1, 所 以 

a 十 wr 和 a 十 (n 十 1)? 的 最 大 公约 数 为 4a 十 1. 

所 以 d, 达到 的 最 大 值 为 ta 十 1. 

特别 地 ， 当 a 二 100 时 ，d 的 最 大 值 为 401. 

例 19 (IMO- 28 预选 题 ) A 为 整数 组 成 的 无 限 集 ， 每 一 元 素 cE A 是 至 多 
1987 个 素数 的 乘积 〈 重 数 计算 在 内 )、 证 明 ; 必 存 在 一 个 无 限 集 BCA 及 一 个 正 整数 
5b， 使 B 中 任意 两 个 数 的 最 大 公约 数 为 5. 

证 明 (1) 若 每 个 素数 都 只 是 集合 A 中 有 限 多 个 元 素 的 约 数 ， 那 么 可 取 一 个 A 
的 子 集 B， 使 B 是 无 限 集 ， 且 也 中 每 两 个 数 都 互 素 〈 即 4 一 1). 

具体 构造 B 的 方法 如 下 : 

先 取 元 素 a1 ， 再 取 与 ai 互 素 的 数 cs ， 再 取 与 a1/，as 互 素 的 数 cs， 由 于 A 中 每 
一 元 素 都 至 多 有 1987 个 素 约 数 ， 且 每 个 素数 都 只 是 集合 A 中 有 限 多 个 元 素 的 约 数 ， 
所 以 这 样 的 取 法 是 可 以 做 到 的 . 

一 般 地 ， 当 取 定 a ，a:，*…，a,-1 之 后 ， 再 取 a 与 这 nn 一 1 个 数 互 素 , 

这 样 得 到 的 B= 二 {a1，as，…，as-1，a,，…} 及 0 一 1 符合 题目 的 要 求 . 

(2) 车 存在 素数 户 为 A 中 无 限 多 个 元 素 的 约 数 ， 考 虑 集合 


4 一 人 和 ， P|a, ae4j， 
则 A, 是 无 限 集 . 
这 时 有 两 种 可 能 : 


或 者 存在 无 限 集 B, CA!，B, 中 每 两 个 数 都 互 素 ， 从 而 取 和 集合 B， 使 B 中 的 元 
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素 由 了 中 的 每 个 元 素 的 p 们 组 成 ， 则 也 及 6 一 轧 符合 题目 要 求 . 
或 者 存在 无 限 集 


A:= {z 乞 Py Pips | a， a€EA}. 


如 此 继续 下 去 ， 由 于 A 中 每 个 元 素 至 多 有 1987 个 素 约 数 ， 所 以 最 终 将 得 到 符合 
要 求 的 无 限 集 B 及 数 0. 

例 20 (IMO- 29 预选 题 )》 斐 波 那 契 数 定义 为 

ao 二 0，aui 一 4 一 1，a 一 as 十 ca。 (7 过]1). 

求 第 1960 项 与 1988 项 的 最 大 公约 数 ， 

解 由 ai 一 az 一 1 及 

ankl 一 an 十 ar (n>1) 0 
可 逐步 算出 数列 的 前 28 项 为 : 

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233,377，610，987，1597， 
2584, 4181, 6765, 10946, 17711, 28657, 46368, 75025， 121393， 196418， 
317811, 

对 斐 波 那 契 数 ， 我 们 证 明 

(anyan) 一 amm。 

首先 用 数学 归纳 法 证 明 

《anya-1) 一 1. 

当 m 一 1 时 ,(a ,ao) 一 1， 

当 * 一 2 时 ,(azya) 一 (1,1) 一 1. 

所 以 当 一 1，2 时 ，@ 式 成 立 . 

假设 当 n=k 时 ，@ 式 成 立 ， 即 (ax ,at-1) 二 1. 

则 由 @ 式 (arriyat) 一 (atyar) 一 1 

所 以 对 所 有 自然 数 n,@ 式 成 立 . 

我 们 设 m 之 n, 由 外 式 可 推出 

Gm —=ana met 十 ae ie @ 

由 @ 可 以 看 出 ,am-, 与 a 的 最 大 公约 数 一 定 是 av 的 约 数 ,a, 与 a 的 最 大 公约 数 
一 定 是 a,-1am-, 的 约 数 . 

由 图 ,o。 与 c,-, 互 素 , 则 ao 与 a, 的 最 大 公约 数 也 是 av-, 的 约 数 ,所 以 

《am rn) = (mn 0a). © 

设 m 二 qn 十 r,0<r<n, 则 由 @ 得 (am ,a) 二 (a,,a,). 

注意 到 (m,n) 二 (7r,n). 


由 n>, 继续 上 面 的 过 程 可 得 (am ,a,) 二 aom.»- 
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由 于 (1988,1960) 一 28, 则 
{alg88 ,anseo ) 一 Gess,leeo 一 a2a 一 317811. 


例 21 (IMO- 31 预选 题 ) 数列 {wu} 定义 为 


t=1,u =1, ,=u TD 一 3 4 
证 明 对 任意 自然 数 n, pC(p>1) 有 wntp 二 unriup 十 2unup-1. 求 出 ww 与 wats 的 最 大 公 
约 数 . 

证 明 wtp 二 Wntp!1 十 2un+p-2， 


Unt2 = Untl 2un. 

将 以 上 各 式 分 别 乘 以 ww，us，…，us-1!， 得 

UUntp—= itntp 1 +2 Untp 2 

Ualntp-—1 = UsUntp—2 2U2 Untp—3» 

Up—1Unt2 =Up—1dntl + 2up—1 ln, 

相 加 得 

Urtp =Untp-1 (WU ua) + untp 2 (Ut 2 Wa) + ut Cp 2up2) + 2up 1 un 

=UntiuUp + 2up_1un. 

在 上 式 中 取 p=3 得 

Unt3 =Untius 2uUndz = Bunt + 2un. 

从 而 ww+s 与 w 的 最 大 公约 数 为 

unta sn) =d |3unti. 

由 二 1,w 二 1 是 奇数 ,及 tw 一 -1 十 2us-z 可 推出 zw 均 为 奇数 ,从 而 由 zm 一 
-1 十 2uw-z 可 知 


Wn 9 Uni) = (Un dn 2 ) = 


=(us)=1. 


于 是 由 diw,d|3wuti 得 d|3, 即 d= 二 1 或 3. 

再 由 wts 二 Wntz 十 2uwt19Untz 二 Wnt1 十 2un， 相 加 可 得 
Urt3 = Bntl 二 2un. 

由 此 易 得 , 当 且 仅 当 31n 时 ,31u. 

1, 若 3hn; 

3, 车 3|n. 


例 22 (IMO- 26 预选 题 ) 设 S, 一 Du 十 各), 求 S, 与 Sa 的 最 大 公约 数 ， 


所 以 有 4 一 (wyzo+s) 一 


次 吾 刺 潍 合 了 六 滋 洪 问 浒 将 O 


离 互 六 洋 亚 玫 性 活 让 同 萃 症 O 


解 由 于 S,=1 十 1 一 2， 

S: 一 (1 十 17) 十 (2 十 27) 一 2。81 一 2 。(1 十 2)4， 
Ss 一 2。34 十 (35 十 37) 一 2 。64 一 2 。(1 十 2 十 3)4， 

Si 一 2。64 十 (4 十 和) 一 25。54 一 2 。(1 十 2 十 3 十 4)4. 
由 此 猜想 ， 

S,=2(1 十 2 十 … 十 n)!. 

下 面 用 数学 归纳 法 证 明 . 

nm 一 1 时， 显然 成 立 . 

假设 wn 二 k 时 ，Q@ 式 成 立 ， 那么 n= 二 k 十 1 时 ， 

Siti 二 2(1 十 2 十 … 十 (十 (8 十 1)5 十 (十 1)? 


= 二 CED 二 (kt 十 (kD 


一 于 (二 D4[K 十 8CtHD 十 SC 二 1D)5] 


=1 (4D (kt 二 8k? 十 24k? 十 32k 十 16》 


(k++1) Ck+2)’ 


wl oo 


三 2[1 十 2 十 … 十 十 (k 十 1)]. 
所 以 n=k 十 1 时 , 〇 式 成 立 . 
于 是 对 所 有 自然 数 ,CD 式 成 立 . 
因此 S. =2 。 [ze ] ,s. 2 。 [as+2 
(1) 当 n=2k 时 ， 


da 一 (S,,Sw) 一 (2 [eT ,2 。 [ses+2]) 


一 (244(24 十 1) ,2。81A4(64 十 1)47). 
因为 (2 十 1,6k 十 1) 二 1, 所 以 d= 二 2k*((2k 十 1)* ,81). 
当 上 k= 二 3t 十 1 时 ， 
(2k+1)=(6t+3)=81(2:+1). 


到 一 81 
和 


所 以 d 二 2 。81k' 二 2* 81 


当 Az#3t 十 1 时 ，d 一 2lt 一 到. 
(2) 当 n 一 2k 十 1 时 ， 


S,=2[(2k+1) (k++1)], Ss, =2[3(2k+1)(3k+2)]. 


因为 (3 十 2,2k 十 1) 二 1, (3k& 十 2,k 十 1) 二 1, 所 以 

d=2(2k+1)(3:,(k+1)). 

当 k==3t 十 2 时 ,k 十 1==3(t 十 1)， 所 以 

d=2nt » 3:=162nt. 

当 了 3t 十 2 时， d= 二 2nt. 

例 23 (1988 年 第 22 届 全 苏 数 学 奥林匹克 题 ) 数列 {a,) 由 如 下 关系 式 定义 : 

ao 一 0,a 一 P(ao ,mn 一 1,2，， 
其 中 P(z) 为 某 个 正 整 数 系数 的 多 项 式 . 

证 明 对 于 任何 两 个 具有 最 大 公约 数 4 的 自然 数 m 和 &， 数 a, 和 ax 的 最 大 公约 数 
都 是 ov. 

证 法 1 先 证 明 如 下 的 引 理 : 

如 果 整 数 数列 a 二 0，al，as，as，… 具 有 性 质 ， 

对 任何 下 标 mk 宇 1， 都 有 

(anyat) 一 (an-tyat)， @ 
则 必 有 (am yar) 三 a4. 
其 中 d=(m,k), 记 号 (x,y) 表 示 z+ 和 y 的 最 大 公约 数 . 

事实 上 , 由 (Cm,k) 三 (m 一 k,k), 我 们 可 从 任何 数 对 Cm,k) 开 始 ,反复 运 用 Gm,k) 一 
《m 一 k,k), 即 由 数 对 中 的 较 大 者 减 去 其 中 的 较 小 者 ,而 保持 较 小 者 不 动 , 终 将 得 到 数 对 
(qd,0) ,其 中 d==(m,k). 实际 上 ,这 正 是 通常 的 驾 转 相 除 法 . 

这 样 , 由 @ 式 即 可 推 得 

(anwyat) 一 (awkyat) 一 … 一 (adyao) 一 ad 

下 面 再 来 证 明 问题 本 身 . 

记 PCP(P…(P(z))…)) 一 P,(z), 则 P,(z) 为 整 系数 多 项 式 , 且 有 


an 一 王 。 人) 及 an 一 也 kr(ak) ,mm>k, 

车 记 P,(z) 一 oa 十 zxQ,(z), 则 Q,(z) 也 是 整 系数 多 项 式 . 

下 面 只 需 再 验证 〇 式 成 立即 可 - 

对 mA>1, 我 们 有 

(amsat)=(Pn Cai) ar) = amt tam (At) ya) = an a). 
因而 Q@ 式 成 立 ， 

由 引 理 , 即 有 (anyat) 一 au 其 中 4 一 (mA). 

证 法 2 我们 用 数学 归纳 法 证 明 : 

对 一 切 自然 数 m<n 和 kn， 有 


离 互 党 茵 否 毛 性 汶 洪 同 潍 症 O 


离 互 这 涤 荡 开 性 活 进 同 滤 交 O 


5,， 2X3:X5, 2X3X7，2:X3X7，2X5X7，2X3X11 这 7 个 数 ，3 的 奇数 倍 3X 
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(ayakr) 一 au [Oy 
其 中 d= Cm,&). 

当 ” 一 1 时 ,结论 显然 成 立 . 

假设 对 一 切 nx<n 结论 成 立 , 我 们 证 明 当 n 二 mm 十 1 时 结论 也 成 立 . 

如 果 m<r, 且 <, 那么 由 归纳 假设 可 知 ,等 式 @ 成 立 . 

如 果 m= 二 二 no 十 1,@ 显 然 成 立 . 

剩 下 只 要 考察 m 或 者 &, 其 中 一 个 等 于 no 十 1, 而 另 一 个 不 超过 m 的 情形 . 

为 确定 起 见 , 设 m=no 十 1,h<<no. 

那么 加 二 m 一 1 室 m 一 k 二 mo 一 k 十 1 之 1, 即 m 一 k 是 不 超过 no 的 自然 数 . 

因此 ,由 于 (m,k) 二 (mm 一 k&,k) 及 归纳 假设 ,有 


ad 二 Qtm dm hh = (dm-k ak). @ 
所 以 为 了 证 明 当 m 二 mo 十 1,k<no 时 ,等 式 @ 成 立 ,只 要 验证 
(anyat) 一 (an-tyQak). 


由 已 知 条 件 得 a 二 Pw 《ar) ,其 中 记号 P,(z) 同 证 法 1. 又 记 

P,(z)=a,+zxQ.(z), 
则 同 证 法 1, 有 

(am sk) = (amk sar). 

于 是 由 @ 式 有 (am ,ai) 二 as. 

因而 @ 式 对 m= 二 mw 十 1，k<<no 成 立 . 

从 而 对 所 有 mn， kn，@ 式 成 立 . 

例 24 (IMO- 18 试题) 求 出 同时 满足 如 下 条 件 的 集合 S 的 元 素 个 数 的 最 大 值 : 

(1) S 中 的 每 个 元 素 都 是 不 超过 100 的 正 整 数 ; 

《2) 对 于 S 中 任何 两 个 不 同 的 元 素 4a，5， 都 存在 S 中 的 元 素 c， 使 得 a 与 c 的 最 
大 公约 数 等 于 1， 并 且 8 与 c 的 最 大 公约 数 也 等 于 1; 

(3) 对 于 S 中 任意 两 个 不 同 的 元 素 4a。，b， 都 存在 S 中 异 于 a，6 的 元 素 d， 使 得 
4 与 d 的 最 大 公约 数 大 于 1， 并 且 45 与 4 的 最 大 公约 数 也 大 于 1. 

解 ” 最 大 个 数 为 72. 

将 不 超过 100 的 每 个 正 整数 ”表示 成 

n=2" «3 »。5% »。7% »1l” 。g, 
其 中 9 是 不 能 被 2，3，5，7，11 整除 的 正 整 数 ，w ，as ，as，as，a;s 为 非 负 整数 . 

我 们 选取 满足 条 件 “a ，a: ，as，as，as 中 恰 有 1 个 或 2 个 非 零 ” 的 那些 正 整数 
组 成 集合 S， 即 S 中 包括 50 个 偶数 2，4，…，98，100, 但 除去 2X3X5, 2:X3X 


1，3X3，…，3X33 共 17 个 数 ， 最 小 素 因 子 为 5 的 数 5X1，5X5。5X7，5X1l， 
5X13，5X17，5X19 共 ?7 个 数 ; 最 小 素 因 子 为 7 的 数 7X1, 7X7, 7X11, 7X13 
共 4 个 数 ; 以 及 素数 11， 从 而 ，S 中 总 共有 (50 一 7) 十 17 十 ?十 4 十 1 一 72 个 数 . 

下 面 证 明 如 此 构造 的 S 满足 题 述 条 件 . 

条 件 (1) 显然 满足 . 

对 于 条 件 〈2)， 注 意 到 在 [a, 纪 的 素 因子 中 至 多 出 现 2，3，5，7，11 中 的 4 个 
数 ， 记 某 个 未 出 现 的 数 为 zp， 显然 bpE S， 并 且 

(pS pLab)=1,p,DEp,La,b)=1. 

于 是 ， 取 c 二 p 即 可 . 

对 于 条 件 (3)， 当 (a,6) 二 1 时 , 取 a 的 最 小 素 因 子 p 和 4 的 最 小 紊 因 子 q, 易 见 
pg, 并 且 pg9€ {2,3,5,7,11). 于 是 ,pg€ 5, 并 上 且 

(pqra)>p>1,(pq,b)>q>1. 

asb 互 过 保证 了 pg 异 于 a ,6b. 从 而 , 取 d= 二 pg 即 可 . 

当 (a,6) 二 e>1 时 , 取 记 为 e 的 最 小 素 因 子 ,9 为 满足 q+[a, 的 的 最 小 素数 , 易 见 
p 陶 q, 并 且 p,q€E {2,3,5,7,11). 于 是 ,pq€ S, 并 且 

(pq'0)>(p,a)=p>1,(pq;D)>(p,0)=p>1. 

g 人 [a，6] 保证 了 pq 异 于 a，b.， 从而， 取 d= 二 pg 即 可 . 

下 面 证 明 任意 满足 题 述 条 件 的 集合 S 的 元 素数 目 不 会 超过 72. 

显然 ，1 4 S， 对 于 任意 两 个 大 于 10 的 素数 p，q， 因 为 与 p»，9 均 不 互 素 的 数 
最 小 是 gg， 已 大 于 100， 故 据 条 件 (3) 知 ，10 与 100 之 间 的 21 个 素数 11， 
13，…，89，97 中 最 多 有 一 个 出 现在 S 中 ， 记 除 1 和 这 21 个 素数 外 的 其 余 78 个 不 
超过 100 的 自然 数 构成 集合 T， 我 们 断言 T 中 至 少 有 7 个 数 不 在 S 中 ， 从 而 S 中 最 
多 有 78 一 7 十 1 一 72 个 元 素 . 

(i) 当 有 某 个 大 于 10 的 素数 p 属于 S 时 ，S 中 所 有 各 数 最 小 素 因 子 只 可 能 是 2， 
3，5，7 和 妃 运用 条 件 (2) 可 得 出 以 下 结论 : 

@ 若 7pES,， 因 2X3X5，2:X3X5，2X3?X5 与 7p 包括 了 所 有 的 最 小 素 因 子 ， 
故 由 条 件 (2) 知 ，2X3X5, 2*X3X5, 2X3:X5 攻 S; 车 7p 4 S, 注意 2X7p> 
100, 而 PES， 故 由 条 件 (3) 知 7X1, 7X7, 7X11, 7X13 E S. 

@ 车 5pES, 则 2X3X7, 2?X3X7 4 S; 车 5p 4 S, 则 5X1, 5X5 5S. 

@2X5X7 与 3p 不 同属 于 S. 

@2X3p 与 5X7 不 同属 于 S. 

@ 车 5p, 7p 4 5S, 则 5X7& S. 

当 p=11 或 13 时 ， 由， 加，@@， 人 @ 可 分 别 得 出 至 少 有 3，2，1,， 1 个 全 中 的 


离 屯 这 滩 否 下 性 涟 灌 回 江 站 O 


次 百 束 活 革 征 性 淤 涟 站 入 着 


数 不 属 于 S， 合计 7 个; 当 z 一 17 或 19 时 ， 由 @，@，@@ 可 分 别 得 出 至 少 有 4，2， 
1 个 工 中 的 数 不 属 于 S， 合计 7 个 ; 当 p>>20 时 ， 由 @，@，@ 分 别 有 至 少 4，2，1 
个 工 中 的 数 不 属 于 S， 合 计 也 是 7 个. 

(iD 如 果 没有 大 于 10 的 素数 属于 S， 则 S 中 的 最 小 素 因子 只 可 能 是 2，3，5， 
7. 于是， 下 面 7 对 数 中 的 每 对 都 不 能 同时 在 S 中 出 现 ， 

(3,2X5X7),(5,2X3X7),(7,2X3X5),(2X3,5X7),(2X5,3X7),(2X7,3X 
5),(22X7,32X5)。 

从 而 ，T 中 至 少 有 7 个 数 不 在 S 中 . 

综 上 所 述 ， 本 题 的 答案 为 72. 

4 关注 最 小 公 倍 数 性 质 

例 25 《〈1987 年 第 5 届 美 国 数学 邀请 赛 题 ) 设 [r,s] 表 示 正 整数 + 和 的 最 小 公 
倍数 . 求 有 序 三 元 正 整 数组 (a,5,c) 的 个 数 ,其 中 [a,5]==1000, [6,c]= 2000, [ec， 
aj=2000. 

解 ” 由 [a,8]==1000,[5,cJj==2000s[c,a] 二 2000 可 知 :a,b,c 均 为 2"。5" 型 的 数 . 

不 妨 设 4 二 2™ 5" ,0 一 2m 5 ,c 一 2m 5m.。 

由 [4a,6] 二 23。53,[6,cj 二 [cwaj 王 2+:。53 及 最 小 公 倍数 的 性 质 可 得 


max{mi ,m2)=3,max(mz ,m3} =4,max{ma ,mi} 一 4， 


max{m ,n2}=3,max{nz ,n3}=3,max{ns ,nm}=3. 

由 此 可 知 ，ms 二 4，m 和 mz 中 必 有 一 个 是 3， 此 时 另 一 个 可 取 0，1，2 或 3， 
不 计 重复 ,一 共有 7 种 不 同情 况 . 

mn，na，ns 中 必 有 两 个 数 是 3， 此 时 第 3 个 数 可 取 0，1，2 或 3， 不计 重 复 ， 一 
共有 10 种 不 同情 况 . 

从 而 满足 本 题 条 件 的 数组 (a, 5，c) 共有 7 .10 一 70 个) 

例 26 《1991 年 澳大利亚 数学 竞赛 题 ) M, 为 1，2，…，n 的 最 小 公 倍数 (如 
AM 一 1，M 一 2，M: 二 6，M, 二 12，Ms 二 60，Ms = 二 60)， 对 什么 样 的 正 整 数 n， 
M,-1 一 M, 成 立 ， 证 明 你 的 结论 . 

解 若是 某 个 素数 的 寡 ， 即 "一 闪 ， 户 是 素数 ， 则 

M, 一 [1,2,…，z 一 1, 四 一 LM， ,四 一 LM 1 ,p]=pM, i. 

此 时 M， 天 NM,. 

若 ?” 不 是 某 个 素数 的 寡 . 设 "一 ap,1<a<<m,1<p<cm, 则 

a<n—1,6<n—1. 

青 令 (a,6)=1, 则 a | M1, 6 Mi 


所 以 n=ab | Mi. 
3 A 


于 是 M. 一 Mi. 

因此 ，M,_, 一 M, 的 充 要 条 件 是 : 自然数 ”不 是 某 个 素数 的 宪 . 

例 27 《1997 年 加 拿 大 数学 奥林匹克 题 ) 有 多 少 对 正 整 数 z，y 满足 条 件 
(x,y)=5!1 [zx,y]=50!. 

解 设 7 到 47 之 间 的 素数 7,，11, 13, 17, 19, 23,29, 31, 37, 41, 43, 47 
依次 用 pl，p:，*…，piz 表 示 ， 则 

51=23 。3L。5! 。 E24 . ni .ee » pl, 

501=2% + 35。 多 的 

由 于 xz1501，y | 501， 所 以 zx，y 具有 下 面 的 形式 : 

X=2" 3 5 ph Pi, 

y=2" 3 5 ph 
其 中 max{n;,m;} 是 501 的 第 i 个 素数 的 指数 ,min{n;,m:} 是 51! 的 第 i 个 素数 的 指数 . 

在 不 考虑 r<y 的 情况 下 ,mw(i 一 1,2,…,15) 的 选取 方式 有 两 种 ,所 以 zx 的 个 数 为 25 个 . 

当 工 选 定之 后 ,y 是 唯一 确定 的 . 

又 当 z 取 定之 后 ,得 到 y, 有 z<y 或 zx 之 y 两 种 可 能 . 

故 满足 题 设 条 件 的 正 整 数 对 有 2 一 2* 个 . 

例 28 (1992 年 加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ) 若 nyaiyaz，……at 是 整数 ,过 Qi 
qz 之 …>ar>0, 且 对 于 所 有 的 i 与 ,a; 和 a; 的 最 小 公 倍数 不 超过 n. 证明 对 于 "1<i<< 
k,iai<n. 

证 明 我们 对 i 用 数学 归纳 法 . 

(1) 当 i 二 1 时 ,由 题 设 a1<n, 所 以 i 二 1 时 结论 正确 . 

《2) 假设 结论 对 小 于 或 等 于 i 一 1 的 正 整数 都 成 立 . 

若 对 于 某 些 整 数 p 和 9g， 

[qi-1,4;]= pa =qgai. 

因为 ai-'>ai; 则 g>p. 

如 果 g<i, 则 

i(g—p)>i>q, 即 (i—Dg>ip, < 

由 归纳 假设 可 推出 


io =iat * Lia = 


=(i— Daii<n. 


如 果 gq 宇 i, 则 由 归纳 假设 有 
ia:<qa;=[ai i sa Sn. 


离 酝 党 苏 否 毛 心 注 沽 加 站 症 O 
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于 是 结论 对 i 成立. 
由 (1)，(2), 对 所 有 的 1<i<k,ia:<<n 成 立 . 
例 29 (1990 年 国家 集训 队 培训 题 ) 设 al ,as，,…,a, 为 正 整数 , 均 不 超过 2n,n 关 


全 证 明 min [arvoi]<6([ 县 | 二 1). 记 号 [civoi] 表 示 w 和 a 的 最 小 公信 数 . 
TSi<jSm 
证 明 (1) 车 a1,a，,…,a, 中 有 一 个 是 另 一 个 的 倍数 , 则 
in, [a; ,a]<2n<6([ 号 |+1) 
成 立 . 
(2) 若 wu ,az，…aw 中 每 一 个 均 不 是 其 他 数 的 倍数 ， 
车 a;<n, 则 用 2ai 代替 a;, 于 是 总 可 以 假定 
{ayaz，…ao} 一 (2 十 1 十 2,…2m) 一 A. 


G) 车?la+1, 则 总 oo+DEA. 


,Min Lana I< [tl nt]=3t =6([s]+1). 


(ii) 车 21n 十 2. 
当 n>4 时 , 写 (nt+2)EA. 


,nn ,Loa [nt2, nt2) ]=3(nt+2)=6( [至 ]+1). 
当 n=2 时 ,A={3,4}), 则 
[3,4]=12=6([ 子 ]+1)- 
由 以 上 ,命题 得 证 . 
例 30 (1994 年 第 20 届 全 俄 数学 奥林匹克 题 ) 求 证 对 于 正 整 数 &,m 和 nn, 有 
[ksm]* [mn] * [nsk [km,n]’. 
这 里 [a,65,…,z] 表 示 正 整数 a,5,…,z 的 最 小 公 倍数. 
证 明 设 k,m,n 的 素 因子 标准 分 解 式 为 
k= lm +711 一 开 w“ 二 1. 
这 里 il, 2，… ,由 为 素数 ,a ,BR y=1, 2,…,t) 为 非 负 整 数 . 则 


[ksm] = TT pr ,Lm = TT pr ,nk] = I pe, 
i=]1 i=] i=l 


1 上 
[gymsn] = 了 pe ,Lkymsn = I pes. 
ii | 


将 wy (Is<isz 中 最 小 的 一 个 记 为 x ,最 大 的 一 个 记 为 六 ,中 间 一 个 记 为 
诬 , 即 有 ay <<B* <y*. 
于 是 有 
max(a;sB) +max(B,y;) +mak(yis0:) = 所 十 y* 十 y* =B* 十 2y% 
>27¥ =2max(ai,B, ,7;). 


这 样 就 有 


[ksm]* [m,n] 区 [n,k] i TT pr tet taste 
=I 
4 
工 [ppmve 47 一 [k,m,n]’. 
i1 


【模拟 实战 】 


1.，100 个 正 整数 之 和 为 101101, 则 它们 的 最 大 公约 数 的 最 大 可 能 值 是 多 少 ? 证 明 你 
的 结论 . 

2. 两 数 之 和 为 667, 它 们 的 最 小 公 倍数 除 以 最 大 公约 数 所 得 的 商 等 于 120, 求 这 两 数 . 

3. (第 48 届 斯 洛 文 尼 亚 数学 奥林匹克 题 ) 马 休 先 按 顺 序 写 出 了 1 到 10000 的 全 部 数 
字 , 然 后 擦 去 了 那些 既 不 能 被 5 整除 ,又 不 能 被 11 整除 的 数 , 在 剩 下 的 数 中 ,位 于 
第 2004 位 的 数 是 多 少 ? 

4. (第 32 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 题 ) 正 整数 N 不 能 被 81 整除 ,外 是 可 以 表示 为 都 是 
3 的 倍数 的 三 个 整数 的 平方 和 . 证 明 : 它 也 可 以 表示 为 都 不 是 3 的 倍数 的 三 个 整数 
的 平方 和 . 

5.(IMO - 29 预选 题 ) 若 ~ 是 1059,1417 与 2312 被 d 除 后 的 余数 ,这 里 d 是 大 于 1 的 
整数 , 求 d 一 r 的 值 . 

6. (2006 年 法 国 国家 队 选 拔 考试 题 ) 设 Al ,As，,…,A, 是 nn 个 等 差 数 列 ,每 个 等 差 数 列 
由 有 项 组 成 , 且 任 两 个 等 差 数列 至 少 有 2 个 公共 元 素 , 车 这 些 等 差 数 列 中 有 5 个 的 
公差 为 di ,而 其 他 的 等 差 数列 的 公差 为 d,, 其 中 0<b<<n. 证 明 : 


<2(e ea) 
(2003 年 白俄罗斯 数学 奥林匹克 题 ) (1) 若 正 整数 EC 之 3) 满 足 :有 大 个 正 整数 ， 
使 得 任意 两 个 不 互 素 ,任意 三 个 互 素 . 求 上 的 所 有 可 能 值 . 
(2) 是 否 存在 一 个 无 穷 项 的 正 整 数 集 , 满 足 (1) 的 条 件 ? 
，(〈IMO - 45 预选 题 ) 一 个 从 正 整数 集 N+ 到 其 自身 的 函数 满足 :对 于 任意 的 m,n€ 
N+ ,C2 十 n)? 可 以 被 fm) 十 fm) 整除 .证明 :对 于 每 个 EN+ ,有 f(n) 一 nn. 


1, 


a 


5 


的 生生 
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第 十 章 ” 裴 蜀 定 理 


【基础 知识 】 


裴 易 定理 设 4a,5,d 是 整数 , 则 (a,65) 二 4 的 充 要 条 件 是 d1a,d15, 存 在 整数 u,v， 
使 得 wa 十 w=d. 

推论 1 《a,6) 二 1 的 充 要 条 件 是 ,存在 整数 v,v, 使 得 ua 十 wb 二 1. 

从 而 , 当 (a,6) 二 1 时 ,ua 十 ww 可 表示 所 有 整数 . 由 此 ,又 得 到 下 面 的 推论 . 

推论 2 ”a,6 均 为 正 整 数 时 ,(a,5b) 二 1 的 充 要 条 件 是 ,存在 正 整数 u,v, 使 得 ua 一 
w=1. 

裴 蜀 定理 还 可 以 推广 至 多 个 数 的 最 大 公约 数 : 

对 于 任意 的 正 整数 a ,a:,…,a, ,存在 整数 ,ks，,…,k, ,使 得 

锯 ai 十 如 az 十 … 十 las 一 (alyaz 和 yan). 


【典型 例题 与 基本 方法 】 


例 1 (第 1 届 国 际 数学 奥林匹克 题 )(1) 已 知 整数 a,5,c,d 满足 ad 一 bc 二 1. 求 


证 :4 是 既 约 分 数 ( 即 a+6 与 +d 互 素 ). 


庄 囊 达 潍 慰 卫 性 涟 潮 回 计 并 O 


(2) 证 明 对 任意 自然 数 ，, 分 数 纪 2 十 4 不 可 约 ( 即 为 既 约 分 数 )， 
证 明 (1) 由 于 a(c 十 d) 一 c(e 十 念 一 ad 一 pc 一 1, 这 说 明 c 十 d 与 a 十 6 互 素 , 即 
2 是 既 约 分 数 、 


(2) 注意 到 (14n 十 3) 一 2(7n 十 1) 二 1, 由 裴 罚 定理 , 知 14n 十 3 与 74 十 1 互 素 , 即 
(7nt+1,14n+3)=1, 
21z 十 4 


〈21z 十 4,14z 十 3) 一 (7z 十 1,14m 十 3) 一 1. 故 1z 十 3 不 可 约 . 


例 2 (2000 年 普 特 南 数学 竞赛 题 ) 设 n 之 m 之 1,n,m 为 整数 . 证明: 2 Cx 
为 整数 . 


证 明 ”本题 的 关键 是 如 何 表示 (myz). 
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由 裴 蜀 定理 知 ,存在 r,t:EZ, 使 得 mr 十 nt 二 (m,?). 故 本 


名 -Cr 2 .Cr=r。 到 .Cr 十 iCz 一 rCoi 二 tiCnEZ 


例 3 ”已 知 一 个 角 的 度数 为 180- ,其 中 是 不 被 3 整除 的 正 整数 . 证 明 这 个 角 可 以 


用 圆规 与 直 尺 三 等 分 . 
证 明 因为 ”与 3 互 素 ,由 斐 蜀 定理 ,有 


1 一 xn 一 3v， 

其 中 ,u,v 均 为 正 整 数 , 从 而 
G0 0 180° , 
n n 


这 表明 先 作 角 等 于 u。60"(60" 角 可 用 圆规 和 直 尺 作出 ), 然 后 再 减 去 vo。 280 


( 琶 - 是 已 知 角 ) ,就 产生 6 的 角 , 即 ]80 的 于 . 

法。 并 不 是 每 一 个 久 才 能 用 尺 规 三 等 分 的 ,例如 60 的 角 就 无 法 用 尺 规 三 等 分 ,此 
时 n=3. 

例 4 证 明 :存在 一 个 有 理 数 革 ,其 中 d<100, 能 使 [&* 筷 ] 一 [&， 38] 对 于 


A 一 1,2,…,99 均 成 立 . 这 里 [zx] 表 示 实 数 的 整数 部 分 , 即 不 超过 z 的 最 大 整数 (可 参见 
本 书 第 十 五 章 ). 

证 明 首先 注意 到 73 与 100 互 素 ， 因此 有 c,d 存在 ， 使 73d 一 100c=1. 

下 证 对 于 任 一 kE {1,2,…,99) , 题 设 结论 成 立 . 


事实 上 ,可 设 |[ 分 ]=, 由 于 4<100， 


73 kc_k(73d—100c)_ kk 
1004 d 100d 100d” 


73k_ kel 
所 以 ,0<jo0a<a 


kc PL a 
注意 到 | 全 | 一 …, 则 千 <" 十 1 一 a d. 
所 以 18< 和 < 人 mt Da 


从 而 [1 一" 一 [全 


-x 十 


= 
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【 解 题 思 维 策 略 分 析 】 


1， 适 时 运用 裴 罚 定理 
, 例 5 《1965 年 第 5 届 全 俄 数 学 奥林匹克 题 ) 给 定 两 个 互 素 的 自然 数 p 和 gq. 整数 
7 如 果 能 表示 成 x 二 pz 十 qy 的 形式 ,其 中 z,y 为 非 负 整数 , 则 称 是 “好 的 ”, 在 相反 的 
情况 下 , 则 称 是 “ 坏 的 ”. 

(1) 证 明 存在 整数 c, 使 整数 与 c 一 n 中 始终 一 个 是 好 的 ,一 个 是 坏 的 . 

(2) 坏 的 非 负 整数 共有 多 少 个 . 

解 (1) 如 果 p,q 是 互 素 的 自然 数 ,那么 每 一 个 整数 = 都 能 表示 为 z 二 pz 十 gy 的 
形式 . 
并 且 若 z=a,y=b 满足 上 式 , 则 有 z= 二 p(a 一 gt) 十 q(6b 十 pt) (t€2Z). 
同时 ,对 于 0xz<q 一 1, 存 在 唯一 的 表达 式 . 

我 们 可 以 把 每 一 个 整数 z 与 整数 对 (zt,y) 相 对 应 , 这 里 0 过 z< 委 一 1,z= 记 z 十 qy， 
同时 不 同 的 数 与 不 同 的 数 对 相对 应 ,而 且 仅 当 y 之 0 时 ,z 是 好 的 . 

如 果 数 一 pz 十 gy(O0<z<e 一 1) 是 好 数 ,那么 xz’ 二 (gq 一 1 一 +)p 十 (一 1 一 y)g 就 是 

坏 数 , 反 过 来 ,如 果 z 是 坏 数 , 则 z 是 好 数 . 而 且 点 (z,y) 和 点 (9 一 1 一 z, 一 1 一 y) 关 于 点 


(myoo) 一 (2 二 ,一 到) 对 称 ,而 数 = 和 z' 关 于 点 < 一 zn 十 goy 一 加 一 -9 对 称 ,因为 
z 十 zx 一 加 9 一 户 一 9 一 2zo 一 c. 

所 以 ,好 数 = 对 应 于 坏 数 =' 一 < 一 =, 反 过 来 也 对 ， 

(2) 因为 最 小 的 好 数 是 0, 那 么 最 大 的 坏 数 将 是 c, 所 以 共有 1 一 外 一 JX9 一 D 


个 坏 数 . 
例 6 〈2008 年 全 国 高 中 数学 联赛 题 ) 设 f(z) 是 周期 函数 , 工 和 1 是 f(z) 的 周期 
且 0<T<1. 证 明 : 


(1) 若 了 为 有 理 数 , 则 存在 素数 ,使 是 /x) 的 周期 ; 


(2) 若 了 为 无 理 数 , 则 存在 各 项 均 为 无 理 数 的 数列 {a } 满足 1>a, 之 as+1 >0(n 二 
1,2,…), 且 每 个 ov(z 一 1,2,…) 都 是 f(z) 的 周期 . 


证 明 (1) 车工 是 有 理 数 , 则 存在 正 整数 mm,z, 使 得 T 一 六 且 (m;z) 一 1. 从 而 ,由 
裴 蜀 定理 知 ,存在 整数 =,b, 使 得 ma 十 nb 一 1. 于 是 ， 
车 一 22 士 叱 一 o6T 一 aeX1+6T 是 F(z) 的 周期 


m 


又 因 0<T<1, 所 以 ,m 之 2. 


设 户 是 mm 的 素 因子 , 则 
m=pm (oo EN+ ). 


从 而 , 户 =m “去 是 (zx) 的 周期 


(2) 若 工 是 无 理 数 , 令 aa 一 1 一 [于 ]T, 其 中 ,[z 表 示 不 超过 实数 工 的 最 大 整数 ， 
则 0o<aw< 天 1, 且 ai 是 无 理 数 . 


人 
由 数学 归纳 法 易 知 ,au 均 为 无 理 数 且 0<a, 一 1. 


又 二 一 [十 ]<1, 故 1<a,+[ 庆 即 art=1— [二 p<o.. 
因此 ,fav} 是 递减 数列 . 
接 下 来 证 明 : 每 个 a, 是 (zx) 的 周期 


事实 上 , 因 1 和 了 是 jz) 的 周期 ,所 以 a =1 一 [去 ] 亦 是 7(z) 的 周期 .假设 ws 


是 7Cz) 的 周期 , 则 at: 一 1 一 [之 |, 也 是 了 (z) 的 周期 


由 数学 归纳 法 ,已 证 得 a, 均 是 了 (x) 的 周期 . 

例 7 (2005 年 德国 数学 奥林匹克 题 ) 在 平面 上 的 每 个 整 点 (z,?)(z,y 都 是 整数 ) 
处 放 一 夫 灯 ,当时 刻 :一 0 时 , 仅 有 一 旨 灯 亮 着 当 :一 1,2,… 时 ,满足 下 列 条 件 的 灯 被 
打开 ;至少 与 一 费 亮 着 的 灯 的 距离 为 2005. 证 明 : 所 有 的 灯 都 能 被 打开 . 

证 明 设 最 初 亮 灯 为 0, 对 某 点 A,O4 一 (z,y). 

2005: 一 13572 十 14762. 

《1357,1476) 一 (1357,119) 一 (1357,7X17) 一 1. 

令 a 一 (1357,1476) ,5 一 (1476,1357),c 一 (1357, 一 1476),d 一 (1476, 一 1357). 

若 在 上 时 刻 A 被 点 亮 , 则 在 下 一 时 刻 4 十 a,A 十 5b,A 十 c,A 十 d 分 别 被 点 亮 . 

只 须 证 对 任意 的 A, 存 在 p,q,r,sEZ, 使 

04 王 如 十 中 十 re 十 到. @ 

因为 (1357,1476) 一 1, 由 裴 蜀 定理 知 , 存 在 mro,zoyrEZ, 满 足 

过 一 1357mzo 十 1476zo yy 一 1357xwo 十 1476w. 

令 m=mo 十 1476k,n 二 no 一 1357k,u 二 wo 十 1476l,v 二 ww 一 13571(k,1€EZ). 

2|(m—W)O2| (mo 一 十 1476k 十 13572) 人 ?2| (mo 一 ww 十 人 )， @ 

21(x 一 由) 全 2| (ww 一 和 十 1476! 十 1357&) 人 2| (wo —no tk). @ 


显然 存在 &,LEZ 满足 式 @,@. 
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则 


p+r=m, 信守 


PpP—r=v, lg—s=u, 
| p= a ' 一 对 2， 
7 3 一 愤 5 到 

显然 ,p,q,r,sEZ 满足 式 @. 

所 以 ,总 可 经 过 有 限 次 操作 使 A 被 点 亮 . 

例 8 (2007 年 国家 队 培训 题 ) 是 否 存在 正 整数 a,5 满足 a 不 整除 b" 一 n 对 所 有 
的 正 整 数 n 成 立 ? 

证 明 不 存在 . 

下 面 证 明 , 对 于 任意 的 正 整 数 a,b 均 存在 正 整数 n 使 得 a |b 一 n. 

我 们 对 a 归纳， 

(1) 当 a==1 时 显然 成 立 . 

(2) 假设 小 于 a 时 成 立 , 当 为 a 时 ， 

Gi) 存在 素数 户 满足 p|(a,b) 时 , 设 a 二 plao,phao, 取 >1 使 ao1p' 一 1, 再 取 b 二 
好 ,由 归纳 假设 知 ,存在 正 整 数 mw 使 得 ao | 邵 一 mo. 这 样 

0 = —m=br" —m = 一 mm 一 (大 一 1D)m 三 bm — pino (mod ao)， 

记 ? 一 加 no, 则 ao| 久 一 2 又 2 一 me 力 15, 故 产 | 妨 ,六 |m 这 样 p'16" 一 n。 

所 以 alb" 一 n. 

(iD 不 存在 素数 记 满 足 p1(a,b), 即 (4,58) 二 1 时 , 则 br® 二 1(mod a). 

设 d 二 (a,g(a)), 则 d<a, 由 归纳 假设 知 ,存在 正 整数 m 使 得 416" 一 no. 故 对 于 
任意 正 整数 使 得 dbn+ere 一 [no 十 kogp(a)]. 

由 斐 蜀 定理 知 ,存在 正 整数 z,y 使 得 zp(z) 一 ya=d. 取 

ko=kr,b" th = (mod a). 

而 mo 十 hb， gla) 二 mo 十 kt，g(a) 三 mo 十 kd(mod a), 故 

当 取 遍 mod 弓 的 一 个 完 系 时 ,6b%+%r9 一 [mo 十 如 p(a)] 取 饥 mod a 意义 下 被 d 
整除 的 那 部 分 剩余 系 ; 特别 地 ， 存在 正 整 数 使 得 

abo+arw 一 [mo 十 tog(a)]， 
此 时 取 "一 m 十 &z。9p(a) 即 符合 题 意 . 

由 (i) (ii) 可 知 当 其 为 a 时 也 成 立 . 

由 数学 归纳 法 可 知 ,对 于 任意 的 正 整数 a,5 均 存在 正 整数 使 得 a |r 一 n, 即 不 存 


在 正 整数 <, 满足 不 整除 ”一 n 对 所 有 的 正 整数 成 立 . 
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2.， 进 行 转化 运用 裴 蜀 定 理 
例 9 (1988 年 国家 集训 队 选 拔 考试 题 ) 设 /(x) 王 37 十 2, 证 明 :存在 正 整 数 m, 使 
得 fooo (m) 能 被 1988 整除 ,其 中 f(z) 表 示 fCfC…f(z)…)). 


4 

证 明 ” 先 由 不 动 点 知识 求 出 Fo (m) 的 表达 式 ,再 由 题 设 数字 特征 分 析出 (3"， 
1988) 二 1(n 为 自然 数 ). 

由 题 设 知 ,迭代 不 动 点 为 z= 一 1, 再 由 数学 归纳 法 知 0” (mn) 二 3%(n 十 1) 一 1, 则 

Joeo (mo) 一 3 (mm 十 1) 一 1 一 3 十 3Im 一 1. 

因为 (3 ,1988) 一 1, 由 斐 蜀 定理 推论 2 可 知 ,存在 自然 数 u,v, 使 得 1988v 一 
31%9v 二 1, 则 1988|(1 十 3u) ,从 而 ， 

1988|[(3m 一 1)(1 十 3v)]. 

令 m==(3% 一 1)v, 则 1988|f% (Cm). 

例 10 (IMO - 26 试题 ) 设 n,k 为 正 整数 ,(&,n) 二 1, 且 0<k<n, 再 设 M= (1， 
2,"…,n 一 1}. 现 对 集合 M 中 的 每 个 i 涂 上 蓝 色 或 白色 , 且 满 足 : 

(a) i 和 nn 一 i 要 同色 ; 

(b) 当 i 了 kk 时 ,i 和 |k 一 让 要 同色 . 

求证 :所 有 的 数 都 同色 . 

证 明 由 (A,z) 王 1, 借助 裴 蜀 定理 分 类 可 证 所 有 的 iE M 与 & 同色 .讨论 过 程 中 要 
注意 由 〈b) 可 得 两 个 结论 :一 是 M 中 & 的 整数 倍 与 & 同色 ;二 是 i>k 时 ,i 与 i 一 gk 
同色 (i 一 qk 之 0). 

据 题 设 可 知 存在 整数 z,y 使 得 i 二 zk 十 yn. 由 1 过 in 一 1 可 知 ,x,y 的 取 值 无 外 
乎 以 下 三 种 情形 : 

(1) xz>0,y=0; (2) xz>0,y<0; (3) z<0,y>0. 

(1) 时 结论 成 立 ,而 (3) 可 化 为 《2)》 讨论 . 因为 由 (a) 可 知 ,i 和 nn 一 i 二 (一 zx) 十 
(一 y 十 Dn 同色 .车 一 y 十 1 一 0, 则 化 为 (1). 车 一 y 十 1<0, 就 化 为 《2). 综 上 可 知 只 须 
讨论 (2). 

对 于 (2) 〈 必 有 xz 之 一 内 ,这 时 又 分 为 三 类 : (iD k==i; (ii) 有 >i 《〈 诈 ) < 对 
于 〈i), 由 《〈1) 显然 成 立 . 当 〈ii) 出 现时 ,由 带 余 除 法 可 知 ,i 二 qk 十 i ,0<i < (9， 
iEZ). 

车 i=0, 则 由 (1) 结论 成 立 . 车 1<i <k, 由 条 件 《(b) 可 知 ,i 和 i 二 i 一 qk 一 
(zx 一 q) "十 yn 同色 ,用 i 代替 i 讨论 就 化 为 (ii. 

当 (ii) 出 现时 ,由 条 件 《b) 可 知 ,i 和 一 i 二 (一 f 十 1)k 一 yn 同色 ;再 由 条 件 
(a) 可 知 ,i 和 让 ==n 一 (一 让 二 (Zz 一 Dk 十 (y 十 Dn 同色 . 若 y 十 1 二 0, 则 结论 成 立 . 若 
yy 十 1<0, 又 化 为 情形 (2). 继续 对 z 分 (i)，(ii)，(iii) 三 种 情况 考虑 ,这 样 经 过 有 限 


尊 吾 达 涟 全 也 恰 洋 洽 同 和 净 O 


离 百 说 还 丕 下 性 洋 消 同 闪 症 O 


次 讨论 后 (因为 y<0, 且 每 讨论 一 次 y 增加 1, 这 样 若 干 次 后 变 为 0) ,总 可 得 到 ;i 和 < 全 
同色 , 即 i 和 同色. 

例 11 《〈2004 年 美国 数学 奥林匹克 题 ) 设 a1,a:,…,a, 是 整数 ,它们 的 最 大 公约 
数 等 于 1, 设 S 是 具有 下 述 性 质 的 一 个 由 整数 组 成 的 集合 : 

(1) a;€S,i=1,2,° ,ns 

(2) ai 一 aj€S,1<i,j<<n(i,j 可 以 相同 ); 

(3) 对 任意 整数 x,yES, 若 zx 十 yXES, 则 一 yE S. 

证 明 :S 等 于 由 所 有 整数 组 成 的 集合 . 

证 明 ”将 命题 加 强 :我 们 证 明 对 任意 :EZ, 数 (a1 ,az,…，,av)tE S, 这 里 (41 ,as，*…， 
4) 表示 al，,… ,a 的 最 大 公约 数 ,在 n 二 1 时, (a1) 二 a1. © 

对 归纳 予以 处 理 . 当 一 1 时 , 先 证 对 任意 :EN" , 均 有 wtE S. 事实 上 ,在 条 件 
(2) 中 令 ;一 /一 1, 就 有 0ES, 结 合 a1€5 及 条 件 (3) 可 知 一 aiE S; 现 在 设 一 a1 ,0， 
aly2a (一 1)ai 都 属于 SCGtEN" ), 则 由 (一 D)aiES, 一 aaES 及 (t 一 2)aES, 利 
用 条 件 (3) 可 知 (: 一 1D)a 一 (一 ai) 一 taiE S. 所 以 ,对 任意 1EN" , 数 talE S. 进一步 ， 
由 0ES,taES 知 0 一 taiES, 即 一 taES. 所 以 ,对 任意 +tEZ, 均 有 taiE S, 命 题 D 对 
7 二 1 成 立 ， 

当 z 一 2 时 ,由 前 已 证 :对 任意 zx,yEZ, 均 有 zalE S,yas ES. 下 证 ;对 任意 如， 
如 EZ, 均 有 ai 十 zazES. @ 

为 此 对 k= || 十 |k。| 予 以 归纳 . 当 k=0 时 ,一 心 一 0, 命 题 @ 显 然 成 立 ; 当 & 一 1 
时 ,由 士 aES, 士 ES 知 @ 成 立 : 当 k 一 2 时 ,由 条 件 (2) 知 w 一 azES, 结 合 ai， 
一 azES 及 条 件 (3) 可 知 w 一 (一 az) 一 al 十 azES, 再 由 0,a 十 aaES 知 0 一 (ai 十 
az) 一 一 qi 一 azES, 结 合 一 2aiES, 一 2xzES 可 知 @ 成 立 . 现在 设 @ 对 0,1,2,…,k 一 1 
都 成 立 ,考虑 之 3) 的 情形 . 这 时 ,|&i | 十 | 名 | 之 3, 故 | 扩 | 与 | 心 | 中 必 有 一 个 不 小 于 2， 
不 妨 设 | | 之 2. 车 和 之 2, 由 归纳 假设 知 (& 一 1)at 十 kas€S, Ck 一 2)a1 十 kzas€ 5S, 结 
合 一 aiES 及 条 件 (3) 知 ( 护 一 Dai 十 ea 一 (一 ai) 一 Aiai 十 lzazES, 若 太 委 一 2, 由 
归纳 假设 知 (如 十 1)ai 十 kaz € S, (ks 十 2)al 十 kpaz € S, 结 合 a1 ES 及 条 件 (3) 知 
( 有 十 Da 十 haz 一 Qi 二 kiai 十 kzas€S. 从 而 命题 四 对 上 成 立 . 这 表明 命题 @ 是 正确 的 . 

由 命题 @ 及 斐 蜀 定理 , 知 对 任意 :EZ, 均 有 (a ,az)tE S, 即 命题 对 n 二 2 成 立 . 

现在 我 们 设 命题 对 1,2,…,n 一 1 都 成 立 ,考虑 n( 之 3) 的 情形 . 此 时 , 记 (ai， 
Ga yo) 一 di (a2 43 0 ) =di (daa) =d (ala244." 41) =ds. 由 归 
纳 假设 可 知 ,对 任意 ,t,t EZ, 都 有 di ES,dsts€ 5S,dsts ES. 

由 4d 及 di,ds,d; 的 定义 知 d 一 (di dz) 一 (d ,ds) 二 (ds ,ds). 设 di 二 zid ,i=1,2， 


3, 则 z1 ,zs ,Zz 两 两 互 素 , 故 zt1 ,zz ,zxs 中 必 有 一 个 为 奇数 ,不 防 设 zs 为 奇数 . 下 证 :对 
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任意 三 Z, 存 在 ma ,ma ysEZ, 使 得 
dimit+d2zm:—=dams 且 四 ma 一 dz 一 对 @ 
事实 上 ,对 任意 tEZ, 由 (zizz) 一 1, 可 知 存在 yEZ, 使 得 zy 一 上 mod x2); 于 是 ， 
令 1! 二 2z1y 一 ty 就 有 L 十 二 0(mod 2xz1),! 一 {二 0(mod 2zz). 而 由 zs 为 奇数 ,及 zi,zz， 
Zs 两 两 互 素 , 可 知 (zs 本。 于 是 存在 ms EZ 使 得 mszs 三 i(mod 2zizz:). 因此 ， 


令 m= ,m= , 则 ma ymsEZ, 且 miymavms 满足 @. 


Tl 
Be 知 dim € S,dsm; € S,dim +d2m: =dsma€ S, 从 而 
结合 条 件 (3), 知 dt 一 dum 一 dums€S. 所 以 ,命题 对 n 成立. 
综 上 可 知 ,对 任意 上 EZ, 数 (al,az,…,av)tE S, 这 样 ,由 题 给 条 件 (a，…,av) 一 1， 
故 每 个 整数 上 都 属于 S ,命题 获 证 . 


【模拟 实战 】 


1，(1989 年 全 国 高 中 数学 联赛 题 ) 集 合 M 一 {ulu 二 12m 十 8n 十 和 ,m,n,LE2Z) 与 N= 
{ulu= 二 20p 十 16g 十 12r,p,q,rEZ) 的 关系 为 ( ) 
A.M=N BMEN,NEM C.MCN D. MON 

2. (2000 年 全 国 高 中 数学 联赛 题 ) 平 面 上 整 点 ( 纵 、 横 坐标 都 是 整数 的 点 ) 到 直线 ?一 


号 z 十 专 的 距离 中 的 最 小 值 是 ( 。 ) 


V34 V34 击 二 
A BE B D. 
3.C 是 复数 集 , 设 集合 A={z|z* 二 1,zEC} ,B= =1,wEC},D= {zw|zE A, 


wE B). 求 D 的 元 素 个 数 . 

4 数列 fn (zx) 二 有 (f(z)), 其 中 f(x) 二 2 十 1,nEN. 试 证 :对 任意 的 n€111,12， 
13,…}, 必 存在 一 个 由 nn 唯一 确定 的 mo。€E {0,1,…,1993) ,使 得 1995| fmo》. 

5， 给 定 正 整 数 a,b,c, 定 义 函 数 f(z,y,z) 二 azt 十 by 十 cz, 其 中 工 ,y,zEZ 试 求 f(x， 
,2z) 的 最 小 正 整数 值 . 

6. 车 bg 互 素 , 且 p,q€EN, 则 存在 最 小 的 m= 二 pg 一 p 一 q 十 1, 使 得 对 所 有 nn 之 m,n 都 
可 写成 4 二 px 十 qy(x，,y 是 非 负 整 数 ). 

7. ( 胡 生 森 老 师 根据 第 26 届 IMO 预选 题 改编 )m 个 盒子 中 各 放 若干 个 球 ,每 次 在 其 
中 n(n<m) 个 盒 中 各 加 一 球 ,证 明 : 当 (m,n) 二 1 时 ,不 论 开 始 的 分 布 情况 如 何 ,总 
可 按 上 述 方法 进行 有 限 次 加 球 后 ,使 得 各 盒子 中 的 球 数 相等 . 

8. (IMO - 40 试题 ) 确 定 所 有 的 正 整 数 对 (n, 思 ) ,满足 : 记 是 一 个 素数 ,n<2p, 且 (p 一 
1)" 十 1 能 够 被 z :整除 . 
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离 末 膏 潍 否 于 性 泗 进 同 并 站 Oo 


离 互 营 泛 否 开心 姻 沁 加 入 省 O 


第 十 一 章 ” 互 素数 与 欧 拉 函数 


【基础 知识 】 


1， 互 素数 

(DD 若 (ayaz，…an) 一 1, 就 叫做 ayaz，…,a, 互 素 (也 叫做 互 质 ) ,这 个 数 叫 互 
素数 ( 互 质数 ). 

特别 地 ,1 和 任何 整数 互 素 ; 相 邻 两 个 整数 互 素 ; 相 邻 两 个 奇数 互 素 ; 对 素数 p, 若 
不 能 整除 a , 则 p 与 a 互 素 . 

(2) 车 (a,8)==1, 则 (a 土 b,a)==1, (a 士 6,ab)==1. 

(3) 若 (a,b) 一 1,albc, 则 al|c. 

《4) 车 alc,ble,(a,b)==1, 则 ablc. 

(5) 车 (a,8)==1, 则 (6,ac)=(6,c). 

(6) 车 (a,b)==1,cla, 则 (c,b)=1. 

《7) 车 (a 二 1, 则 (a, 扩 ) 二 1. 

(8) 若 a1,42，,… ,am 中 的 每 一 个 与 ,bs，,…,b, 中 的 每 一 个 互 素 , 则 (alias…aw， 
bib2***b,)=1, 

2， 欧 拉 函 数 

小 于 闷 且 与 im 互 素 的 正 整数 的 个 数 叫做 欧 拉 函 数 , 记 作 p(zz). 


着 m= 下 入, 则 gm)=m 证 (1 一 到) 其 中 旋 是 素数 ,a 是 正 整 数 ,(i 一 1， 
2 

当 m 为 素数 时 ,p(zz) 一 mm 一 1. 

当 m 为 素数 ,k 汶 正 整数 时 ,gp(m*) 二 m1(m 一 1). 

车 (a 二 1, 则 gla,b)==p(a)， g(5b). 


【典型 例题 与 基本 方法 】 


例 1 (1987 年 第 21 届 全 苏 教学 奥林匹克 题 ) 求 出 这 样 一 一 组 五 个 不 同 的 自然 数 ， 
使 得 其 中 任意 两 个 数 互 素 , 且 任意 若干 个 数 ( 多 于 1 个 ) 之 和 为 合 数 . 


Pp 解 我 们 考虑 一 般 的 情形 : 
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设 ayaz,…，*a 这 个 数 满 足 4aj; 二 i。n!l 十 1,i 二 1,2,*… sn. 
则 这 ”个 数 中 任意 两 个 数 都 互 素 . 
否则 , 若 (aiyw) 一 d>>1, 则 由 
ai=i* nl +1=pd, 
四 = "nl! +1=qgd, 
得 (i 一 Dn!l =(p—q)d. 
于 是 d|(i 一 Dn! 
由 名 可 知 ,d 不 是 2,3,…,n 的 约 数 ,又 由 于 |i 一 j|<n, 于 是 只 有 dd 二 1, 即 ai 与 aj 


Se 
次 互 之 滋 全 五 性 洗 测 同 凌 关 O 


互 素 . 
此 外 ,a1,as，…san 中 任意 & 个 数 之 和 一 定 能 被 & 整除 . 

因此 ,ai==i*n! 十 1,i 二 1,2,…,n 是 满足 题 设 条 件 的 个 数 . 

特别 地 ,n 二 5 时 ,这 五 个 数 为 121,241,361,481,601. 

例 2 (第 22 届 伊 朗 数学 奥林匹克 题 ) 设 ai ,az,…，*as(z>1) 是 不 全 相等 的 自然 
数 . 证 明 :有 无 穷 多 个 素数 p, 对 于 每 个 ,存在 EN+ ,满足 P| (af 十 $ 十 … 十 a )。 


证 明 ”可 以 假设 a1,a:，…,a, 是 互 素 的 . 要 不 然 , 令 d 一 (ayaz an) ,af 一 全 


到 

如 果 尹 | (各 4… 十 oa ,就 可 以 得 到 p1 Caf 十 5 十 … 十 a4). 

若 结论 不 成 立 , 设 { 广 ,加 ，… 思 } 是 { 叶 十 时 十 … 十 o| EN+ } 的 所 有 素数 因子 集 
合 ,存在 一 个 数 志 满 足 phj,j 二 1,2,*…*，n. 

令 4=p( (pi pap,)). 

数 a 满足 b==au>t. 

考虑 数 c 二 of 十 必 十 … 十 es,q 取 户 中 的 一 个 . 

若 w 能 被 g 整除 ,因为 56>>t, 就 得 到 at 三 0C(mod gq ). 

车 ai 不 能 被 g 整除 ,就 得 到 a? 三 1(mod 9 ). 

所 以 ,c 模 9: 的 余数 就 是 0,1,…,n 中 的 其 中 一 个 . 

因为 不 是 所 有 的 a; 都 能 被 4 整除 ,所 以 ,qite. 故 对 于 所 选 定 的 pc 都 不 能 被 9 整 
除 . 所 以 ， 

cep pa ps). 

可 以 找 一 个 足够 大 的 5 使 得 c 变 得 足够 大 (ai 不 全 是 1) ,矛盾 . 

例 3 (IMO- 45 预选 题 ) 设 是 一 个 大 于 1 的 固定 的 整数 ,m 一 4k? 一 5. 证 明 : 存 
在 正 整 数 o,p, 使 得 如 下 定义 的 数列 {z。) : 

Jo 一 9ZI 一 0Tat2 一 n+l 十 Toy72 一 0 1 


其 所 有 的 项 均 与 m 互 素 . 


证 明 取 4a=1,6=2k? 十 k 一 2. 

因为 很 :二 5(mod m) ,所 以 ， 
26=4k’ 十 2k 一 4 寺 2k 十 1(mod m)， 

4 二 4 有 十 饮 十 1 志和 十 6 三 委 十 4(mod m). 
又 因为 m 是 奇数 ,所 以 ,8 寺 b 十 1(mod 1m). 


由 于 (5,m) 二 (2k? 十 k 一 2,4k* 一 5) 二 (2k? 十 k 一 2,2k& 十 1) 二 (2,2k 十 1) 


《br,m) 二 1, 其 中 为 任意 正 整 数 . 

下 面 用 数学 归纳 法 证 明 . 

当 n 宇 0 时 ,有 zx, 三 b7(mod m). 

当 n=0,1 时 ,显然 结论 成 立 . 

假设 对 于 小 于 的 非 负 整数 结论 也 成 立 , 其 中 x 之 2, 则 有 

Th To tz to = b+)? * Fb (mod m). 
因此 ,对 于 所 有 的 非 负 整数 ”, 有 (zuvzz) 一 (如 ,mm) 一 1 

例 4 怎么 样 的 正 整数 满足 pg(2z) 二 p(3z). 

解 设 z=2*3y, 其 中 ,6 为 非 负 整数 ,6hy. 

车 5>0, 则 

27)=g(2°+1) » g(35) » yg(y) =2 «371 » 2gy), 

P37) =p(2°) » p35+1) » g(y)=2! » 3 » 2g(y). 

因而 (2z) 天 9p(3z). 所 以 ,在 (2z) 一 p(3z) 时 ,0 一 0,z 一 2y. 
这 时 ,P(2z) 一 2。p(y),9(3z) 一 2p(2)。Pp(y). 

因而 (2) 一 2 ,ao>0. 

故 z 一 2"y，a 为 正 整数 ,6+y. 


例 5 证明:g(m) 一 于" 不 可 能 成 立 , 


离 互 这 洗 否 捷 性 泗 灌 同 洒 并 0 


证 明 若 0D 一 二 m, 则 4|7 


设 n 二 2ph… 如 5 ,pi; 为 奇 素数 ,a 之 2, 则 

2 一 2 pn (加 一 1)…( 思 一 1)， 
于 是 记 思 … 谓 一 2( 加 一 1)…( 思 一 1). 

上 式 右边 为 偶数 ,左边 为 奇数 ,矛盾 ! 

故 不 存在 w 使 得 gC) 一 二 


例 6 设 t(n) 表 示 正 整数 的 因数 个 数 ,求证 :p(n) *r(n) 之 n. 


1, 所 以 


证 明 设 n=pr 2… 扩 ,a 为 非 负 整数 . 
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注意 到 r(m) 一 (om 十 1)(az 十 1)…(a: 十 1D) 过 2， 
glm=n(1 一 去) (下 )…(:) 


>n(1 一 十)(1 一 证)…(! 一 去 )= 笃 ， 


于 是 ,g(z)。rCD 之 于 。 2 一 相 


例 7 车 (m,n)=2, 则 glmn) 二 2p(m) * gln). 
证 明 设 贡 =2%%,n 二 21, 这 里 a 之 1, 且 (2, 刀 一 1,(2,1) 二 1,(k,1) 二 1. 于 是 ， 
pmm) =p2 RD) =9(2+ p(k) pL) 

=2:p(k) gD) =2" [2 p(k) » pl)] 

=2 + plm) * pm). 


【 解 题 思维 策略 分 析 】 


1， 灵 活 运 用 互 案 数 的 性 质 

例 8 (第 30 届 俄罗斯 数学 奥林匹克 题 ) 方 程 z" 十 a1x” 十 azx" 十 "十 aw-1Z 十 
,二 0 的 系数 ol ,as，…,an-1 ,an 名 为 非 零 整数 , 证 明 : 如 果 该 方程 有 n 个 整数 根 , 且 它 
们 两 两 互 素 , 则 a 与 a, 互 素 . 

证 明 假设 a, 1 与 a, 不 互 素 ,于 是 ,它们 有 公共 的 素 约 数 p, 亦 即 a 二 pm,an 一 
Pk, 其 中 m,k 为 整数 , 设 方程 的 个 整数 根 为 工 1 , 工 :，… ,zn。 

由 二 十 qiz"! 十 azx 十 十 a 1 十 a 二 (XY 一 T1)(X 一 T2)"…(ZX 一 x,) 得 

ZizZawezn 一 士 a 一 士 加 

上 式 表明 zi ,zzz 均 非 零 ,而 且 由 该 式 和 题 意 知 zi ,zz，…vzw 中 恰 有 1 个 是 
记 的 信 数 ,不 妨 设 其 为 mi, 由 韦 达 定理 知 

Dans ee 


上 式 左 端 除了 第 一 项 zzzs…z, 之 外 ,其 余 各 项 都 是 zi 的 倍数 ,因此 ,都 是 p 的 倍 
数 ;而 右 端 是 请 的 倍数 ,因此 ,zzzs…ze 也 是 p 的 倍数 , 即 zz ,zi,…,ze 中 有 1 个 是 p 
的 倍数 , 故 该 数 就 与 zx 有 公共 的 质 约 数 p, 从 而 不 互 素 ,此 与 题 意 相 矛盾 . 

所 以 ,a 与 a 互 素 . 

例 9 (2005 年 国家 集训 队 测 试题 ) 求 所 有 的 正 整 数组 (a,m,n) ,满足 :a>1,m 过 
n, 且 a" 一 1 的 素 因 子 集合 与 a 一 1 的 素 因 子 集合 相同 . 

解 记 S(n) 为 正 整 数 n 的 不 同 素 因子 构成 的 集合 . 先 证 明 一 个 引 理 . 

引 理 ” 若 正 整数 62>1, 为 素数 ,上 且 SCop 一 1) 一 SC 一 D), 则 p 二 2,b 十 1 是 2 的 方 害 . 
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离 本 这 海 否 笑 性 茵 汪 同 滤 交 CO 


次 互 术 省 否 笑 性 活 进 澡 芳 症 O 


引 理 的 证 明 : 假 设 为 奇 素数 ,由 于 


十 br 十 十 6 十 1 二 677 一 1) 十 … 十 (5 一 1) 十 p. 

车 PM8M 一 1, 则 (86? 十 52 十 … 十 6 十 1,6 一 1 二 (p,6 一 1) 二 1, 从 而 

SCp-1 十 … 十 6 十 1) 拭 SG 一 1) ,矛盾 ! 

车 p16 一 1, 设 6 一 1=pr 45,t1EZ1+ ,pk, 则 

ww—l=(1tp l=pe pr tt0 (ps0) 

=p" tl+tp "tt* 7),TEL!. 

因为 (1 十 声 率 x,6 一 二 (1 十 pr sp *t)=1, 所 以 S(b:— DES(4—1), 
矛盾 ! 

所 以 ,p=2,B 一 1=(6 一 1) (6 十 1). 

车 45 为 偶数 , 则 (6 一 1,6 十 1)==1, 故 SC 十 1) 守 SG 一 1) ,矛盾 ! 


所 以 6 为 奇数 , 九 一 1 一 4 .1 寻 1. a Gri 


因为 ( 怒 1, 续 }) 一 1, 帮 寻 ! 没 有 奇 素 因 于 [否则 S(5 二 DESC5 一 ), 荐 盾 ], 即 


6b 十 1 是 2 的 方 赛 . 
回 到 原 题 , 设 (m,n)==d, 可 设 n=kd, 由 m<n 知人 > 之 1. 熟 知 
(a*—l,a"—1)=a”® —1=a/—1, 
于 是 我 们 有 
S(o" 一 1) 一 S(o" 一 1) 一 SC(o" 一 1l,o" 一 1D)) 一 SCad 一 1). 
令 5=at, 则 b>1; 且 SC6 一 1)=S(6 一 1). 
任 取 k 的 素 因 子 p, 则 
b—1|b—1,b—1|4—1, 
故 S(2 一 1) 一 SC 一 1). 
由 引 理 知 ,p 二 2,a? 十 1 二 6 十 1 是 2 的 方 寡 . 由 名 的 任意 性 知 & 一 2vrEZ+. 
车 r 宕 2, 则 SC(6 一 =S(8 一 1)=S(b' 一 DD=S(p7 一 ). 
仍 由 引 理 知 ,如 十 1 是 2 的 方 等 ,但 大 十 1 二 2(mod 4), 如 十 1>2. 矛盾 ! 
所 以 ,r=1,k 二 2. 
设 ad 十 1 二 2',LEZt+ ,1 之 2, 则 a 为 奇数 . 
若 d 为 偶数 , 则 a 十 1 三 2(mod 4) ,不 可 能 , 故 4 为 奇数 ， “ 


如 果 d>1, 由 于 全 二 a! 一 et? 十 … 十 1 为 大 于 1 的 奇数 ,这 与 af 十 1 一 2 


矛盾 ! l 
所 以 d=1,n=kd 二 2, 由 m<n 知 :m= 二 1,4a==2/ 一 1.. f 


反之 , 当 a=2 一 1(! 之 2),m 一 1,n 二 2 时 ， 

由 2 一 1 一 (a 一 D(a 十 1 二 24 (a 一 ]), 知 

S(a—1)=S(a—1). 

综 上 知 ,所 求 的 (a,m,n) 二 (2' 一 1,1,2) ,LEZ! ,! 之 2. 

例 10 (IMO-45 预选 题 ) 已 知 从 正 整数 集 N+ 到 其 自身 的 函数 少 定 义 为 


gn) = Bum EN 

其 中 (k,n) 表 示 上 和 n 的 最 大 公 因 数 . 
(1) 证 明 :对 于 任意 两 个 互 素 的 正 整数 mm, 有 ymn) 一 ylm)y《n) 3 
(2) 证 明 :对 于 每 一 个 a€ N+ ,方程 Wz) 一 az 有 一 个 整数 解 ; 
(3) 求 所 有 的 a€ N+ ,使 得 方程 Wz) 一 az 有 唯一 的 整数 解 . 
解 (1) 设 m,n 是 两 个 互 素 的 正 整数 , 则 对 于 任意 一 个 kEN: ,有 
(ksmn)= (km) (k,n). 


故 ylrm) 一 Dm = Dm sn. 

对 于 每 一 个 ke (1, 2，… i 有 唯一 的 有 序 正 整数 对 (r,s) 满 足 
r=k(mod m),s=k(mod 7) ,1<r<m,l<s<n. 

这 个 映射 是 双 射 . 

实际 上 ,满足 1] 和 r 和 mw, 上 <s 入 ”的 数 对 (r,s) 的 个 数 为 mn. 

如 果 所 振 名 (mod m) ,三 ka(mod n) ,其 中 心 ,E {1,2,… mn} , 则 
k=k2 (mod min). 

所 以 ,有 二 k。 

因为 对 于 每 一 个 &E {1,2,…,mn} 和 它 对 应 的 数 对 (r,s), 有 
(km)=(rm) (kn) = (smn), * 


加 
则 ylrm) 一 2 krm) han) a 学. (rm) (ssn) 


= DermD em = pm yn). 


(2) 设 * 一 如 ,其 中 尹 是 素数 ,a 是 正 整数 . 2 (&,n) 中 的 每 一 个 被 加 数 都 具有 p 
的 形式 ,p' 出 现 的 次 数 等 于 区 间 [1,p"] 中 能 被 p' 整除 但 不 能 被 p! 整除 的 整数 的 
个 数 . 

于 是 ,对 于 /二 0,1,…,a 一 1, 这 些 整 数 的 个 数 为 如 一 一 加 全 .所 以 ， 


离 互 术 泗 下 二 性 涟 灌 巾 并 交 oO 


离 五 党 洗 否 开心 泗 证 由 共 症 O 


a 
DEIAP) EP+ pp pT) 
名 

=(at+Dpr—ap!. 

对 于 任意 的 a€E N+ , 取 p= 二 2,a 二 24a 一 2, 有 

人 22 2) 一 2 。22-2、 

所 以 ,z 一 22 是 方程 Wz) 一 az 的 一 个 整数 解 . 

(3) 取 a 一 p, 可 得 yp?) 王 pr! ,其 中 为 素数 . 如 果 aEN+ 有 一 个 奇 素 因数 p， 

则 z==2 区 ?pr 满足 方程 %(z) 一 az 

实际 上 ,由 (1) 及 式 @ 可 得 

V2 pr) =p2$ 2) YC pr) I 2 pot a Zp 


因为 p 是 奇数 ,所 以 , 解 -==2 节 pr 和 工 二 2*! 不 同 . 

于 是 ,车 y(z) = 二 azx 有 唯一 的 整数 解 , 则 a 二 2 ,a 二 0,1,2,…。 

下 面 证 明 , 反 之 结论 也 是 正确 的 . 

考虑 Wx) 二 2z 的 任意 整数 解 z, 设 zx 一 2 ,其 中 8 汪 0,1 是 奇数 .由 (1) 及 式 @ 
可 得 

2 =27 =y7) =y(21) =g(2) (Ll) = (B+2) 2 gD). 

由 于 ! 是 奇数 ,由 少 的 定义 ,可 得 JK7) 是 奇数 个 奇数 的 和 ,还 是 奇数 . 所 以 y(L) 整 
除 /. 

又 由 WD)>1(>D, 可 得 !=1=y(D). 

于 是 ,有 p=211 一 2 二 2a 一 2, 即 zx 一 22-? 是 方程 p(x) 二 az 的 唯一 整数 解 . 

因此 ,y(z) 二 az 有 唯一 的 整数 解 当 且 仅 当 a 一 2 ,a 二 0,1,2,…. 

2， 善 于 运用 欧 拉 函数 的 性 质 

例 11 〈IMO-32 试题 ) 设 ?是 大 于 6 的 整数 , 且 a1,as,…,as 是 所 有 小 于 nn 且 与 
7 互 素 的 自然 数 ,如 果 aw 一 ai 一 aa 一 az 一 … 一 ax 一 ai>0, 求 证 = 或 者 是 素数 或 者 是 2 
的 某 个 正 整数 次 宕 . 

证 明 显然 c: =1. 

因为 (" 一 1,m) 王 1, 所 以 at 一 ”一 1. 

令 d=az 一 al 二 0. 

(1) 当 az=2 时 ,d=1. 

从 而 a; 二 i,ai 二 k==n 一 1. 

由 已 知 ,ai 一 1,az 一 2,…,a 一 上 是 所 有 与 mn 一 A 十 1 互 素 的 自然 数 ,因而 ”是 素数 . 


(2) 当 as==3 时 ,d=2. 
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此 时 ws 一 5,a 一 7,…… 从 而 a1 ,az,…，as 都 是 奇数 ,m 一 上 十 1 是 偶数 . 
因为 与 小 于 n 的 奇数 互 素 ,所 以 ”是 2 的 某 个 正 整数 次 宕 . 

(3) 当 az>>3 时 ,首先 az 不 可 能 是 合 数 . 

车 as 是 合 数 , 则 a: 二 pq,p>>1,g>>1. 


因为 (az,n)=1, 则 (pq,n)=1, 即 有 (pn) 二 1, (gq,n) 二 1. 


于 是 p,q 应 为 {al vaz,…，ax} 中 的 两 个 元 素 ,而 bp<az,9<az, 这 是 不 可 能 的 


所 以 a 是 不 能 整除 n 的 最 小 素数 . 

因为 ca 之 3, 所 以 3 与 2 不 可 能 再 互 素 ,于 是 必 有 3|n. 
由 于 存在 自然 数 m, 使 得 "一 1 一 ax 一 1 十 md, 所 以 
n=2 二 md. 

即 有 3td. 

因为 oz 一 1 十 d,3+az, 所 以 3N 十 d. 

于 是 d 满足 d 三 1(mod 3). 

所 以 有 311 十 2d. 

如 果 1 十 24<n, 则 as 二 1 十 2d, 此 时 有 

《as 7) >3. 

与 (asym) 一 1 矛盾. 

如 果 1 十 2d4>>m, 则 必 有 

?一 1 一 1 十 4. 


邯 小 于 nn 且 与 n 互 素 的 自然 数 只 有 ai 一 1,az 一 1 十 d, 即 其 个 数 p(n) 二 2. 


令 n== 反 有 序 … 太 ,其 中 轧 二 pe 二 … 过 p, 且 是 素数 ,ai ,i 二 1,2,…,t 是 自然 数 , 则 


由 欧 拉 函 数 性 质 可 得 pCn) 二 I po (pi—l). 


由 p(n) 二 2 可 得 "一 3, 或 4, 与 az>3 矛盾 . 
综 上 所 述 ,n 是 素数 或 是 2 的 某 个 正 整数 次 宕 . 


例 12 (2006 年 伊朗 国家 队 选 拔 考试 题 ) 设 请 是 一 个 素数 , 求 所 有 自然 数 mn 使 得 


力 |p(z), 且 对 所 有 满足 Ca,z) 一 1 的 ca, 有 zl Ca? 一 1). 


解 设 "一 Hm, 则 pln) = He = [pnp Dl 


显然 ， plg(n) 的 充 要 条 件 是 ， 存在 某 个 pi: 或 菜 个 满足 p1(p; 一 
而 对 任意 的 a,(a,n) 二 1, 有 


2| (a 学 一 DD 名 搞 | (a 多 一 DD (=1,2,…,m) pp) | 2 2 


下 面 分 情况 讨论 : 


离 本 澡 涤 伙 医 恬 涟 浊 加 站 尊 O 


凡 盏 刻 潍 侣 卫 疏 涟 六 同谋 交 0 


(1) 至 少 有 两 个 ps,p, 满足 pi(pi 一 1),p|(p, 一 1). 
teEN, ,Lt EN,. 


奢 9( 如 | 2220 二 1,2,…,m) sn 满足 条 件 . 


(2) 恰 有 一 个 pi ,满足 p1 (pi 一 1). 
设 如 1 p( 奏 )(eEN+). 


GD phn, 由 时 ,pr | 下 到, 与 gCpt)| 2 矛盾 . 故 a 不 满 必 条 件 . 
Gi pln, 不 妨 设 记 二 
ee 


着 wm 一 1, 此 时 p12 人 2 与 pCp) 


(3) 没有 满足 pl(p4 一 1), 则 pln. 
不 妨 设 pi 二 


此 时 入 -| pCP8 ), 但 各 局 上 全 型 ,与 gCpt )| 下 瑟 着 盾 . 故 不 满足 条 件 . 


例 13 (2004 证 本 部 数学 奥 订正 先是) 设 PEN+ d(n) 表 示 n 的 所 有 正 约 数 的 
个 数 ,p(nm) 表 示 1,2,…,n 中 与 互 素 的 数 的 个 数 . 求 所 有 的 非 负 整 数 c, 使 得 存在 正 整 
数 n, 满 足 d(n) 十 p(n) 二 n 十 c, 并 且 对 这 样 的 每 一 个 c, 求 出 所 有 满足 上 式 的 正 整 数 n. 

解 设 n 的 所 有 正 约 数组 成 的 集合 为 A,1,2,…,n 中 与 n 互 素 的 数组 成 的 集合 为 
B. 由 于 1,2,…,n 中 恰好 有 一 个 数 1€ANB, 所 以 d() 十 p(n 十 1, 故 c=0 或 1. 

(1) 当 c=0 时 ,由 d(n) 十 p(n)==n 知 ,1,2,…,n 中 恰好 有 一 个 不 属于 AUB. 如 
果 为 偶数 , 且 二 8, 则 nn 一 2,n 一 4 都 不 属于 AUB, 此 时 不 满足 方程 ;如 果 n 为 奇 
数 , 则 当 为 素数 或 1 时 ,qd(n) 十 pln) 二 n 十 1[ 属 于 情形 (2)], 当 为 合 数 时 , 设 "一 
pq'1<p<q,p,g 都 是 奇数 , 若 9 之 5, 则 2p,4p 不 属于 AUB, 此 时 不 满足 方程 . 

综 上 可 知 ,只 有 当 nw<8,n 为 偶数 ,或 n<9,n 为 奇 合 数 , 才 有 AD+p(m)=m, 直 
接 验 证 可 知 :n 只 能 是 6,8 和 9. 

(2) 当 c==1 时 ,由 d() 十 p(n) 二 n 十 1 知 ,1,2,…,n 中 每 个 数 都 属于 AUB, 易 
知 ,此 时 "一 1 或 素数 都 符合 要 求 . 对 于 = 为 偶数 ( 非 素数 ) 时 的 情形 ,同上 讨论 可 知 ， 
7<4( 考 虚数 mn 一 2 即 可 ); 若 n 为 奇 合 数 , 设 n 二 pq,3 二 p<gq,p,q 都 是 奇数 ,这 时 2p 攻 
AUB, 矛 盾 . 直接 验证 知 ,n=4 符合 要 求 . 

所 以 ,满足 d(n) 十 gln) 二 n 十 1 的 为 1,4 或 素数 . 


2 和 2 矛盾 , 故 ” 不 满足 条 件 , 


注 ANMB={1} 是 显然 的 , 故 c<1. 当 ” 为 素数 时 , 易 知 d(n) 十 p(n) 一 n 十 1; 当 为 


合 数 时 ,对 充分 大 的 合 数 ,找到 足够 数量 的 小 于 的 合 数 ,使 之 既 非 的 约 数 ,又 不 与 外 器 

7 互 索 是 容易 的 ,这 时 dn) 十 p(n) 关 n 十 cc 二 0 或 1). 此 问题 的 一 般 情 形 是 取消 整数 <c 目 林 

为 “ 非 负 ” 的 限制 。 “ 

【模拟 实战 】 

1. (IMO- 24 试题 ) 设 a,b,c 为 两 两 互 素 的 正 整 数 .证明 2abc 一 ab 一 bc 一 ca 是 不 能 表 的 
示 为 zbc 十 yca 十 zab 形式 的 最 大 整数 (其 中 z,y,z 是 非 负 整 数 ). 可 

2. (IMO- 33 预选 题 ) 证 明 对 任何 整数 m, 存 在 无 穷 多 组 整数 (7,y) ,使 得 问 
(1) x 与 y 互 素 ; 题 
(2) y 整除 ?十 m3 


(3) 工整 除 y? 十 m， 

， (1990 年 第 19 局 美国 数学 奥林匹克 题 ) 假 设 项 链 A 有 14 个 珠 ,B 有 19 个 珠 .证 明 
对 于 每 一 个 奇数 n 之 1, 能 够 找到 一 种 方法 ,使 之 能 用 数组 {n,n 十 1,n 十 2,…，n 十 
32} 中 的 数 给 每 个 珠 标 上 一 个 数 , 使 得 每 个 数 恰 好 用 上 一 次 , 且 相 邻 的 珠子 标的 数 
互 素 . (这 里 一 个 项 链 可 以 看 成 是 一 些 珠 围 成 的 一 个 圆 ,其 中 每 个 珠 与 男 外 两 个 珠 
相 邻 ) 

4， 以 p(n) 表 示 与 自然 数 n 互 素 且 小 于 n 的 自然 数 的 个 数 . 

(1) p'q 是 两 相 异 的 素数 ,证 明 p(pq) 一 (p 一 1) Cg 一. 
(2) 利用 (1) 的 结论 , 求 满足 p(pq) 二 3p 十 g 时 的 ,9 之 值 . 

5. (1988 年 加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ) 序 列 {S,} 构 造 如 下 :S 一 (1,1},S: 一 人 (1,2， 
1} ,Ss 二 {1,3,2,3,1}) ,一 般 地 , 若 Se 一 {alyazy av}, 则 St 一 {ayal 十 azyaz， 
az 十 aaa 十 ovya}. 在 Sisss 中 有 多 少 项 等 于 1988? 

6，(IMO- 47 预选 题 ) 已 知 zxE (0,1), 令 yE (0,1), 且 ? 的 小 数 点 后 第 n 位 数字 是 x 
的 小 数 点 后 第 2" 位 数字 . 证 明 : 若 zx 是 有 理 数 , 则 > 也 是 有 理 数 . 

.证 明 : 不 存在 非 负 整 数 & 和 m, 使 得 &! 十 48 二 48(k 十 1)”. 
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第 十 二 章 ” 欧 拉 定 理 . 费 马 小 定理 


【基础 知识 】 


1.， 欧 拉 定 理 

设 m 之 2, 且 (a,m) 二 1,g(m) 为 欧 拉 函 数 , 则 ar" 志 1(mod zm). 

事实 上 ,车 设 ri ,rs，,… ,ram 是 模 m 的 一 个 简化 剩余 系 ,由 于 (a,m) 二 1, 所 以 ar ， 
aray…arrm 也 是 模 mm 的 一 个 简化 剩余 系 . 


梁 豆 入 滋 竺 五 幅 滋 江 回潮 关 0 


所 以 ar * ars “ee argm riraeergm (mod m) ,Mp m| (ao 一 1)rira…ergm。 
又 (parira…rzm ) 一 1, 所 以 ma|arm 一 1, 故 arm 王 1(mod m). 
2 定义 


设 m>1 是 一 个 固定 的 整数 ,a 是 与 m 互 素 的 整数 ,存在 整数 &,1<hk<m, 使 a 三 
1(mod m) , 则 称 具 有 这 一 性 质 的 最 小 正 整 数 ( 仍 记 为 ) 为 a 模 m 的 阶 . 

a 模 m 的 阶 & 具有 如 下 性 质 : 

(1) 设 (a,m) 二 1,k 是 a 模 m 的 阶 ,zwv 是 任意 整数 , 则 a* 寺 a*(mod m) 的 充 要 条 
件 是 uw 三 v(mod &)， 

特别 地 ,a* 三 1(mod &) 的 充 要 条 件 是 |u. 

(2) 设 (a,m) 二 1,a 模 m 的 阶 为 , 则 数列 a,a?，…,at ,at+!,… 是 模 m 的 周期 数 
列 ,其 最 小 正 周期 为 ,而 个 数 a,a?,…,a* 模 m 互 不 同 余 . 

(3) 设 (a,m) 二 1, 则 a 模 m 的 阶 整除 欧 拉 函 数 pCm). 

3.， 费 马 小 定理 

设 记 是 素数 ,上 且 (a,p) 三 1, 则 a”! 寺 1(mod 力 ). 

注 : (1) 对 于 任意 的 整数 a 和 任意 的 素数 p, 有 a? 三 a(mod p)， 

事实 上 , 若 (a, 力 天 1, 则 pla, 这 时 结论 显然 成 立 . 车 (a,p) 二 1, 则 由 欧 拉 定理 ,有 
arn =1(mod p), 又 g(p)=p 一 1; 所 以 a”! 二 1(mod p). 

(2) 费 马 小 定理 是 欧 拉 定 理 当 m 为 素数 时 的 特例 . 

(3) 费 马 小 定理 的 逆 命 题 不 成 立 ,即使 得 2 二 2(mod n) 成 立 的 nn 并 不 一 定 是 素 


数 . 能 使 此 式 成 立 的 合 数 =” 称 为 伪 素 数 . 
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【典型 例题 与 基本 方法 】 


例 1 证 明 341 是 伪 素 数 . 

证 阴 341 二 11，。31 是 合 数 . 由 费 马 小 定理 得 

21 圭 2(mod 11) ,2 三 2(mod 31), 所 以 

2 =(21)1=2" =2 . (21)?=2 + 27=21=2(mod 11)， 
及 2 二 (23)1 二 2 二 2，1024 二 2 ， 1 二 2(mod 31). 

由 以 上 二 式 即 得 2H 二 2Cmod 341) , 即 说 明 341 是 伪 素 数 . 

例 2 (2005 年 德国 数学 奥林匹克 题 ) 设 Q(n) 表 示 正 整数 n 的 各 位 数字 之 和 . 证 
明 ;Q(Q(GQ(20052 ))) 一 7. 

证 明 ”显然 Q(n) 三 n(mod 9). 

而 2005”5 寺 (9X222 十 7)*5 二 72%5 二 75X334+1(mod 9). 

由 欧 拉 定理 ， 

7*9 一 75 王 1(mod 9). 

所 以 ,2005”* 志 7(mod 9). 

故 QQ(Q(2005?w )) ) 生 20052%5 王 7Cmod 9)， 

又 200525<(104)20 一 1082 ,所 以 ,200525 至 多 有 8020 位 . 

故 Q(200525)<9X8020 一 72180. 

于 是 ,Q(20052 ) 至 多 只 有 5 位 . 

因此 ,QQ(20052 ))<<9X5 一 45. 

从 而 ,QQ(Q(20052 ))) 入 3 十 9 一 12. 

又 Q(Q(Q(2005*5))) 二 7(mod 9), 所 以 ,Q(Q(Q(20052 ))) 一 7. 

例 3 〈1990 年 国家 集训 队 训练 题 ) 求 出 所 有 小 于 10 的 正 整数 M, 使 得 5 整除 
1989M 十 Ms89 . 

解 考虑 mod 5. 

1989M=( 一 1)M(mod 5). 

车 M=5, 则 M3 二 51% 二 0(mod 5),1989” 二 1989 三 一 1(mod 5), 则 

S1989™ + Ms. 

于 是 M5. 

由 费 马 小 定理 ,5 是 素数 ,又 M#5 且 1 和 M<9, 则 (5,M) 一 1, 于 是 

M'%=M(mod 5). 

若 M 为 奇数 , 则 51M 一 1, 因 而 M 一 1- 

车 M 为 偶数 , 则 5HM+1, 因 而 M4. 


山西 这 洋 全 五 惧 洲 测 回 萤 壮 0 


离 末 阅 淘 亚 括 眉 薄 注 攻 江 痢 O 


于 是 M=1 或 4. a 
例 4” 求 7 与 7” 的 末 三 位 数字 . . 这 
解 ” 求 一 个 数 的 末 三 位 数字 ,就 是 求 这 个 数 除 以 1000 的 余数 . 
因为 P(1000) 一 p(23。53) 一 22。52。4 一 400. 
所 以 ,由 欧 拉 定理 ,有 7” 圭 1(mod 1000). 
从 而 7"=74 5 三 15 王 1(mod 1000) , 即 
7'w% 的 末 三 位 数字 为 0,0,1. 

因为 7。7?%9 一 7 三 1] 天 1001(mod 1000) ,所 以 


7%%=1001==143(niod 1000). 


故 7%” 的 末 三 位 数字 为 1,4,3. 


注 为 了 求 7?” 的 末 三 位 数字 ,应 当先 求 7”* 的 末 三 位 数字 . 因为 后 者 可 借助 欧 


拉 定 理 很 快 求 出 结果 . 5 
ZT 十 如 十 Ty 十 y= 二 147157 ， 
例 5 (第 34 届 美国 数学 奥林匹克 题 ) 证 明 ; 方 程 组 B42yty 二 ye 167 
有 整数 解 . 


证 明 将 方程 两 端 相 加 ,再 同时 加 上 1, 可 得 
(z 十 ?十 1): 十 四 一 14757 十 157!9 十 1. 
下 面 证 明 , 式 @ 两 边 模 19 不 同 余 . 


选择 模 19 是 因为 2 和 9 的 最 小 公信 数 为 18, 由 费 马 小 定理 , 当 a 不 是 19 的 倍数 


时 ,as=1(mod 19). 
特别 地 ,(z')* 寺 0 或 1(mod 19), 于 是 ,有 
2 二 一 1,0,1(mod 19)， 
经 计算 可 得 
N= 一 8,—3,—2,0,1,4,5,6,7,9(mod 19). 
由 费 马 小 定理 有 
14722 十 1572 十 1 圭 1478 十 157; 十 1 三 一 53 十 5; 十 1 圭 14(mod 19). 
因为 2 十 rw 关 14(mod 19) ,所 以 , 式 @ 无 整数 解 . 


例 6 〈CMO - 24 试题 ) 求 所 有 的 素数 对 (p,q) ,使 得 pq|(5? 十 59). 


解 若 2|pgq, 不 妨 设 p=2, 则 2g| (5 十 5°)=>g| (5 十 25). 
由 费 马 小 定理 知 g| (5 一 5) ,得 g|30, 即 9 一 2,3,5. 

易 验 证 素数 对 (2,2) 不 合 要 求 ,(2,3),(2,5) 符 合 要 求 . 

若 pq 为 奇数 且 5|zg ,不妨 设 p 二 5, 则 

591(55 十 59) 一 g| (5 一 :十 625)。 


0 


当 g=5 时 ,素数 对 (5,5) 符 合 要 求 . 

当 gz#5 时 ,由 费 马 小 定理 有 gl(5”' 一 1), 故 gq1626. 由 于 9 为 奇 素数 ,而 626 的 奇 
素 因子 只 有 313, 所 以 ,9 一 313. 

经 检验 ,素数 对 (5,313) 符 合 要 求 . 

车 p,q 都 不 等 于 2 和 5, 则 pgj(5” 十 5 ), 故 

577!1 二 5"! 圭 0(mod 力 ). 

由 费 马 小 定理 得 

5 生生 (mod p). 

由 式 D;@ 得 

571=—1(mod p). 

设 p 一 1=2*(2r 一 1),g 一 1==2:(2s 一 (k,lsr,s 为 下 整数 

车 k<1, 则 由 式 @,@@ 易 知 

1 =1" D5 ) erD 

5 DarD 一 (5 一 1)2 一 1 
=(—1)”!=—1(mod 加 )， 

这 与 p 尖 2 矛盾 . 因此 ,> 

同 理 ,k<i, 矛 盾 . 

此 时 不 存在 符合 要 求 的 (p,q). 

综 上 ,满足 题目 要 求 的 素数 对 (p,q) 为 (2,3),(3,2),(2,5),(5,2), (5,5), (5, 
313),(313,5). 

例 7 (1988 年 加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ) 设 整数 不 能 被 5 整除 ,证 明 xz’ 一 
工 十 k 不 能 写成 两 个 次 数 较 低 的 整 系数 多 项 式 的 乘积 . 

证 明 对 x 一 x 十 k 的 分 解 有 两 种 可 能 : 

丰 一 了 十 & 一 (Z 十 a)(zt 十 pz 十 cz2 十 dz 十 e)， 

Txtk=(r tarth) (zr tcr +dzrte). 
上 两 式 的 字母 系数 都 是 整数 . 

对 于 第 一 种 可 能 : 

一 a 为 zx’ 一 x 十 的 根 , 所 以 有 一 (a 一 a) 十 k=0. 

由 费 马 小 定理 ,51a’ 一 a. 

从 而 大 能 被 5 整除 ,与 上 不 能 被 5 整除 矛盾 . 

对 于 第 二 种 可 能 ， 3 

比较 等 式 两 边 同 次 项 系数 ,得 


a 十 c 一 0， 
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效 瑟 党 严 否 王 性 注 记 区 站 效 O 


离 五 六 涤 否 捷 心 泗 进 同 工 交 DO 


ac 十 0 十 d 一 0 

e 十 ad 十 pc 一 0， 

ae 十 bd 一 一 1， 

be=k. 

由 前 三 式 得 c 二 一 a,d 二 a? 一 b,e 二 2ab 一 a ,代入 后 两 式 得 
3a?b+1=at+b: ,ab(2b—a’)=k. 

于 是 有 


k=2a(3a’b+1—a!)—ab 2(a5 一 a) 十 5a30. 

仍 由 费 马 小 定理 ,51a5 一 a, 从 而 能 被 5 整除 ,与 不 能 被 5 整除 矛盾 . 

所 以 在 上 不 能 被 5 整除 时 ,zx 一 zx 十 k 不 能 分 解 成 两 个 次 数 较 低 的 整 系数 多 项 
式 的 积 . 

例 8 《〈IMO - 40 试题 ) 确 定 所 有 的 正 整数 对 (n,p) ,满足 ， 

是 一 个 素数 ,n<2p, 且 (p 一 1)" 十 1 能 够 被 n?"!' 整除. 

解 当 n=1 时 ,由 于 (p 一 1)" 十 1=p, 显 然 能 被 1 生 : 一]1 整除 ,于 是 (n,p) 二 (1,p) 
是 一 组 解 . 

当 " 一 2 时 ,由 于 (如 一 1) :十 1 一 大 十 2 十 2, 若 能 被 2 六 ! 整 除 ,必须 pr 为 偶数 ,又 p 
是 素数 ,于 是 p= 二 2, 于 是 (n,p) 二 (2,2) 是 另 一 组 解 . 

下 面 考虑 n 宇 2,p 之 3 的 情形 . 

当 素 数 p 之 3 时 ,(p 一 1)" 十 1 是 奇数 , 若 能 被 z 整除 , 则 ”也 是 奇数 ,z 天 2 从 
而 ,n<2p. 

记 g 为 n 的 最 小 素 因 子 , 则 由 xn"'|(p 一 "十 1, 可 知 

g|(p—1)"+1,(p—1)"=—1(mod gq), 晶 (g,p—1)=1. 

由 4 的 选取 可 知 (n,p 一 1) 二 1. 

于 是 存在 整数 u,v, 使 得 un 十 v(q 一 1) 二 1. 

由 Fermat 小 定理 ,gq|(p 一 1)"' 一 1, 于 是 

p—1l=(p—1)! =(p—D” : (p—D)*" ?=(—1)" * 1*(mod q). 

由 9 一 1 为 偶数 ,n 为 奇数 可 知 « 为 奇数 ,从 而 

Pp 一 1 三 一 1(mod 9), 即 p 二 0Cmod 9)- 

这 表明 g1p, 进 而 有 plg, 即 证 得 9 一 妃 

于 是 可 以 得 到 p”!|(p 一 1)? 十 1==p?(p*? 一 Cp 十 … 十 C83p 一 C8 十 1). 

上 式 中 括号 内 , 除 最 后 一 项 是 1 之 外 ,其 余 各 项 均 能 被 p 整除 . 

从 而 p 一 1<2, 即 如 一 3, 此 时 "一 3. 


所 以 (n,p) 一 (3,3) 是 一 组 解 . 
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本 题 有 三 组 解 (n,p) 一 (1,p),(2,2),(3,3). 
例 9 (2007 年 意大利 国家 队 选拔 考试 题 )pp 为 大 于 3 的 素数 ,证 明 : 
(1) 《p 一 1)* 十 1 至 少 含有 一 个 不 同 于 p 的 素 因子 ， 


(2) 设 (p 一 1)? 十 1= 全 扣 ,其 中 ,pi,ps，…,p, 是 互 不 相同 的 素数 ,at sas，…* sa 


i=] 
为 正 整数 , 则 2 pa 之 名 
证 明 (1) 因为 (p 一 ?十 1 


(p—1+DU2—D Pp—D 十 (一 1)2 
十 (一 1 一 ( 放 一 1) 十 匡 


el 
=p2 Di(p—1) 


i=0 


1 
= p[1+ (p—2) 2)(p— 1 


i=l 


> 罗 01 十 2Xz bd =F, 


又 人 Di(p—1)'= Sa ip) 三 p 2 全; 
名 


0 


=p—pxP2 Ld = p(mod 加 )， 


所 以 ,(p 一 1)* 十 1 含有 不 同 于 请 的 素 因子 . 

《2) 假设 q( 关 pp) 是 (p 一 1)? 十 1 的 另 一 个 素 因子 , 易 知 9 天 2， NN 
(p—1)*=1(mod q). 

又 因为 gj[(p 一 1)? 十 1], 所 以 (p 一 1,q)==1. 

故 由 费 马 小 定理 得 (p 一 1)"! 三 1(mod gq). 

设 (gq 一 1,2p) 二 d, 则 由 (p 一 ”三 1(mod q),(p 一 1)"' 二 1(mod q) ,得 
(p—1)*=1(mod 9). 

这 是 因为 ,一 定 存在 正 整数 ,满足 

s 一 min{zEZ+ |(p—1)*=1(mod 9)}. 


设 2p 二 as 十 6(0<<b<<s 一 1), 则 由 (Pp 一 1)* 圭 (p 一 1)“1t 三 (p 一 1)*(mod q) 及 s 的 
定义 知 5 一 0, 即 s12p. 

同 理 ,s| (9 一 1). 

所 以 ,s| (2p,g 一 1). 

故 (p 一 ?二 1(mod gq). 


痪 禁 这 区 导 五 性 海江 同 兴 症 O 


庚 豆 沉 潍 辟 卫 疏 溢 测 加 涝 并 0 


又 因为 (gq 一 1,2p) 二 d, 所 以 ,d 为 1,2,p 或 2p. 

(D 车 d=1 或 p, 则 (p 一 ?二 1(mod 9g) ,与 g|[( 加 一 1)2 十 匡 矛 盾 . 
(ii 车 d=2, 则 (8p 一 1)? 寺 1(mod g) , 故 

(p—D)*!=1(mod 9), 

(p—1)?=(p—1)(mod q). 

由 此 知 ,(p 一 1)* 十 1 志 p(mod qg) ,矛盾 . 

因此 , 必 有 d=2p. 

于 是 ,2p1(g 一 1) ,得 g>>p. 

设 (p 一 1)? 十 1 的 所 有 素 因子 为 p;(i==1,2,*…,n). 

令 B=ailogppi; 则 疡 二 所 . 


由 于 函数 工 一 让 在 [<, 十 cc) 上 单调 递增 , 则 
ai 办 =Bln p* TES Bln p its -Bp. 


因此 ， Bap >22 B. 
此 外 ,由 于 


Dp = Balog, p: =log,[(p 一 D* 二 1] 之 plog(p 一 1D 之 艰 ， 


于 mp > 2 > 多. 


【 解 题 思维 策略 分 析 ]】 

1， 灵 活 运用 欧 拉 定理 

例 10 (2005 年 国家 队 集 训 测 试题 ) 设 co ai，…awyzoyziyzo(nZ22) 均 为 束 
数 ,r( 宇 2) 为 整数 ,满足 p> ajrt=0,k=1,2,°,7. 


证 明 ; 对 正 整数 mE {7 十 1,7 十 2,…,27 十 ]) ,都 有 六 azys0(mod mm) 


和 


证 明 任 取 产 中 mm, 其 中 户 是 素数 ,a 之 1, 则 由 g(r) 二 p71(p 一 1), 知 
gp°)| (一 一双) 


因为 要 加 <r+1, 所 以 加 <r, 于 是 /> 之 p>>a. 


对 任意 ,j= 二 0,1,2,…,n, 车 |zj; 则 由 n> 加 a 得 三 z} (mod 加 ); 若 压 


去 ; 则 由 wo)| (mm 一 加 ) 和 欧 拉 定理 ,得 z==1(mod 加 ). 从 而 也 有 
Zz? = (mod 加 ) ,j=0,1,2,°",n, 


因为 加 <r, 所 以 由 上 式 及 题 设 可 得 
p> ai 三 > aiz =0(mod pr). 
由 于 上 式 对 任意 加 | m 成 立 , 故 za| 六 aiz7 ,从 而 命题 得 证 . 


例 11 (2006 年 国家 队 集训 测试 题 ) 求 所 有 的 正 整 数 对 (av ,使 得 < 二 一 


是 整数 ， 

解 车 a 为 任意 正 整数 ， 则 (a,1) 显 然 是 原 问 题 的 解 . 下 面 我 们 证 明 原 问 题 没有 
其 他 解 ， 

假设 (a,m) (n 之 2) 是 原 问题 的 一 个 解 , 则 存在 某 正 整数 ,使 得 

(at+1)"—a"=kn, 

由 于 a 和 a 十 1 互 素 ,由 上 面 的 方程 可 知 ,m 肯定 和 a ,a 十 1 都 互 素 , 

由 欧 拉 定理 可 得 

(a 十 1D)wm 王 ar 心 王 1Cmod n). 

令 d= 二 gcdln,g(n)). 由 Bezout 不 等 式 ,存在 整数 a 和 PB 使 得 d 二 an 十 Bp(n). 

由 (a 十 "=a"(mod ) 和 (a 十 D)”" 志 ar” 三 1(mod n) 可 推出 

(at+1):=(a+1) "=a"th" =a (mod n). 

显然 d>>1 (否则 a 十 1 二 a (mod nm)》 推出 "一 1)， 同 时 注意 到 p(CD<m 所 以 d< 
.因此 (ayd) 是 原 问题 的 另 一 个 解 ， 并 且 1<d<n， 重 复 上 述 过 程 ， 我 们 就 得 到 了 一 
个 无 穷 递 降 正 整数 序列 ， 而 这 是 不 可 能 的 ， 因 此 上 面 的 假设 是 错误 的 ， 即 没有 ?>1 


的 解 . 
例 12 (1991 年 国家 集训 队 测 验 题 ) 设 d,a,n 为 自然 数 , 且 3 委 d 委 2 , 求 
证 dta? 十 1. 
证 明 假设 dla” 十 1; 则 4d|(a” 十 1)(a? 一 1), 即 
dlaz” 一 1， O 
显然 有 (avad) 一 |. ® 


考虑 以 d 为 模 的 数列 {a*(mod d)}. 显然 由 中 ,@@ 可 得 1 
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dla”™ tt—at, a +*=at(mod d). 

于 是 2"1 是 模 周 期 数列 {at(mod d)} 的 一 个 周期 . 

设 T,(d) 是 {at(mod qd)) 的 最 小 正 周 期 , 则 T,(4d)|2"+. 

由 网 拉 定 理 :车 (4a,m) 二 1, 则 ar” 三 1(mod m) ,其 中 plm) 是 欧 拉 函数 ,可 知 
T,(d) |g(ad). 

从 而 TC) |(2"11 ,gp(qd)). 

注意 到 p(d) 入 d 一 1, 而 4 和 2 ,所 以 g(d)<2"'. 

因此 (2"+! ,gp(d)) 才 2". 

又 (2 ,gld))|2", 于 是 Td)|2". 

所 以 ,{at 《mod d)} 以 2" 为 一 个 周期 , 即 有 a” 二 1(mod qd). 

于 是 ,az 十 1=1 十 1=2(mod d). 

又 由 假设 d|(a” 十 1), 从 而 2 二 0Cmod d) ,这 与 题 设 d 之 3 矛盾 . 
这 一 矛盾 说 明 daha” 十 1). 

例 13 《〈1993 年 国家 集训 队 选 拔 考试 题 ) 对 素数 p 汪 3， 定 义 


妇 
Fop)= DD er, fp) = (2), 


这 里 {z} 一 zx 一 [z] 表 示 z 的 小 数 部 分 . 求 /(p) 的 值 . 
解 作 120 除 以 p 一 1 的 带 余 除 法 : 
120=g(p—D) +r,0<r<p—2. 
因为 素数 p 之 3， fa 力 是 奇数 . 由 于 120 与 加 一 1 是 偶数 ， 所 以 7 是 偶数 . 


亲生 记 溢 避 吾 恢 溢 江 回 潜 辣 0 


定义 GCp)= 5 kr, 
根据 费 马 小 定理 ,对 于 & 一 1,2,…, 姑 ,有 re-:= 王 1(mod 加 ,所 以 


F(p)=G(p) (mod p). 

=1 /FW 1 /GH) 
fp | p }=z-{ Pp }: 
以 下 分 两 种 情况 讨论 . 
情形 I := 一 0. 


三 
2 二 

此 时 有 GP) 一 > 如 = 后 
kl 

f(D 下 一 (人 各 于-- 声 : 一 万 


情形 I :二 0. 
因为 > 是 偶数 ,所 以 对 mod p, 有 


GCp) 一 1+2 二 十 (2 


二 (b 一 Dr 十 (一 2" 十 … 十 (2 一 2 


(bp 一 Dr 十 (p 一 2 十 …… 十 (证 ) (mod p). 


， 1 
2G(p)=G(p)+G(p)= 3 (mod p). 
i 


又 因为 同 余 方程 xz" 二 1(mod p) 的 互 不 同 余 的 解 不 超过 7 个 ,0<r<p 一 2, 所 以 至 
少 存 在 一 个 eaE {1,2,…,p 一 1} 使 得 a’ 关 1(mod 力 ). 

我 们 有 

2aG(p) 一 (1。a)" 十 (2。a)r 十 … 十 ((b 一 1)a)" 生 2G(D)Cmod p). 

(这 是 因为 1'a,2，a,…,(p 一 1)a 对 于 mod p 两 两 不 同 余 , 构 成 了 模 p 的 剩 
余 系 . ) 

于 是 2a 一)G(p) 三 0(mod p). 

又 由 于 2(a’ 一 1) 半 0《mod 加 ,所 以 有 

G(p)=0(mod p). 


此 时 有 /4p)= 吉 一 (如)== 去 . 


下 面 寻求 属于 情形 I 的 素数 p 宇 3， 即 满足 p 一 1 | 120 的 素数 p 宇 3， 这 些 察 数 是 
3, 5, 7, 11, 13, 31, 41, 61. 


而 其 他 素数 属于 情形 工 . 
综 上 所 述 ， 本 题 的 答案 为 
p 3|5|7|1|13131 | 4 | 6 | 其 他 奇 素数 
1 和 1 1 1 下 起 1 1 
fp) li1i|IM|2|2||3 | 2 


2 灵活 运 用 费 马 小 定理 

例 14 《〈2005 年 国家 队 培训 题 ) 求 所 有 的 整 系数 多 项 式 f(z) ,使 得 对 所 有 正 整 
数 n, 都 有 fCm)12" 一 1. 

解 ”假设 f(z) 不 为 常数 ,不 妨 设 f(z) 首 项 系数 为 正 , 则 存在 正 整数 N, 使 得 当 
XN 时 ,f(z) 之 2. 

任 取 一 个 正 整 数 n,n>N, 取 f(n) 的 素 因 子 p, 由 于 了 (nm)12" 一 1, 所 以 2" 二 1(mod 
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又 由 于 fCn+p) 二 f(n) 寺 0(mod 力 ), (za 十 广 )|2r+e 一 1, 所 以 2"+e=1(mod pp) ,从 
而 2 二 1(mod p). 

由 费 马 小 定理 ,2* 二 2(mod p), 从 而 1 二 2(mod p) ,矛盾 ! 

所 以 f(z) 为 常数 , 设 f(x) 二 a. 

由 于 f(1)|2' 一 1, 即 al1, 知 a= 土 1. 所 以 所 求 整 系数 多 项 式 为 

f(z)=1 和 f(z)= 一 1. 

例 15 〈2006 年 保加利亚 国家 数学 奥林匹克 题 ) 设 记 是 使 得 p? 能 整除 2 和 :一 1 
的 素数 ， 证 明 : 对 任意 自然 数 n， 整 数 (p 一 1)(p! 十 2") 至 少 有 三 个 不 同 的 素 因 子 . 

证 明 因为 (p 一 1)1p!, 所 以 ,p 一 1 和 p! 十 2" 的 最 大 公 因 子 是 2 的 知 . 

下 面 证 明 :p 一 1 和 p! 十 2" 都 至 少 有 一 个 奇 因子 . 

设 p 一 1=2:, 即 p=2: 十 1, 若 s 宇 3 是 的 一 个 奇 因子 , 则 

力 一 2 十 1 一 (2 十 1)A. 

所 以 ，p 不 是 素数 ， 矛 盾 . 

因此 ，Ak 一 2， 由 此 得 

2 和 :一 1 一 2 一 1 一 (28 一 1)(22 十 1) 一 … 

一 (22 一 1)(22 十 1)(22” 十 1)…(22 十 1)。 @ 

因为 当 [>z 时 ,(22 十 1,28 十 1) 一 1, 上 且 27 一 1<p=2* 十 1, 所 以 ,大 不 能 整除 式 
〇 ,矛盾 . 

因此 ,p 一 1 不 是 2 的 守 . 

设 p! 十 2" 二 24, 则 k>n, 且 pl! =2"(2:-" 一 1)。 

所 以 ,加 | (2" 一 1) ,其 中 ,mm 一 上 一 站 

设 t 是 满足 p1(2' 一 1) 的 最 小 正 整数 , 则 :|m. 

又 由 费 马 小 定理 知 t| (p 一 1). 

令 p 一 1=4z, 则 

2 生 : 一 1 一 (2 一 1D)(2k5 十 2 十 … 十 2 十 1)。 

因为 2 生 1(mod p), 则 有 

2 十 242 十 … 十 2 十 1] 王 / 夭 0(mod 力 ). 

于 是 ,p*1(2' 一 1), 这 意味 着 声 1(2" 一 1), 即 pr|p1, 矛 盾 . 

因此 ，z 一 1 和 p! 十 2" 都 至 少 有 一 个 奇 因子 .而 这 些 因子 是 不 同 的 ， 所 以 ， 
(p 一 1)(p! 十 2") 至 少 有 三 个 不 同 的 素 因子 . 

例 16 (第 18 届 亚太 地 区 数学 奥林匹克 题 ) 已 知 p(p 之 5) 为 素数 . 从 pXp 的 棋 


盘 上 任 取 思 个 方 格 ,使 得 所 取 方 格 不 能 位 于 同一 行 (可 以 位 于 同一 列 ), 记 这 样 的 取 法 
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数 为 .求证 :|7. 
证 明 注意 到 7 二 C2 一 p， 故 只 须 证 明 


Cp2— Dp —2) oo [pp—1)]—(p—1)!=0(mod p). O 
考虑 多 项 式 
jz) 一 (z 一 1)(z 一 2)。…。[z 一 (P 一 1)] 

一 2p 1 十 sw azp 2 十 十 9 工 十 so。 @ 


则 式 @ 等 价 于 f(p?) 一 s 夺 0C(mod p'), 即 1p? 二 0(mod p!). 
从 而 ,sl 硅 0(mod pp?). 
由 费 马 小 定理 知 , 对 a€E {1,2,…,p 一 1}, 有 a” ! 志 1(mod p). 
则 xz! 一 1 三 (zx 一 D(z 一 2) [x (p—1D)](mod p). @ 
比较 式 @ 左 端 和 式 @ 右 端 各 项 系数 ， 可 得 
pls(1<i<p—2), ，% 皇 一 1(mod p). 
另 一 方面 ,在 式 @ 中 , 令 z 一 记得 
s =f(0)=(—D”'(p—1)! =(p—1)! =/f(p) 
=pr sp-2 pr 二 "十 $1p 十 so. 
于 是 ,pr ' 十 sp-zap? 十 十 ss Pp? 二 一 s1p. 
由 p 之 5,p|s2, 得 5 二 0(mod p*). 
因此 ,结论 成 立 . 
例 17 (第 20 届 韩国 数学 奥林匹克 题 ) 试 求 所 有 的 素数 对 (p,q), 使 得 加 | 


《 思 十 g% 十 1). 


而 ， 


证 明 显然 ，p 取 gq. 

不 妨 设 p<g. 

当 p=2 时 ， 由 g' 十 5 二 5 二 0 (mod gq)， 知 g 只 可 能 取 5. 

经 检验 ， 知 (p,q) 二 (2,5) 符 合 条 件 . 

当 p、g 都 是 奇 素数 时 ， 由 pr? 十 1 三 0(mod 9), 知 

gl (pi—pr ?二 …—p+1),p*?=1(mod q). 

另 一 方面 ， 据 费 马 小 定理 得 p"' 寺 1(mod 9). 

车 gcd(2p,q 一 1)=2, 则 大 二 1(mod qg) ,于 是 ,p 三 1(mod 9) 或 p 三 一 1(mod g). 从 


0 二 pr! 一 p*? 十 … 一 志 十 1 三 1 或 p(mod 9) ,矛盾 . 

车 gcd(2p,g 一 1) 二 2p, 即 9 二 1(mod p), 则 

0 二 p* 十 g 十 1 三 p?* 十 1 十 1 二 2(mod 记 ) ， 同 样 导 致 矛盾 . 
因此 ， 所 求 的 所 有 满足 条 件 的 素数 对 为 (2,5) 和 (5,2). 


离 本 党 杰 否 壬 性 泛 汪 加 洪 交 O 


离 五 党 汶 否 手心 汶 洛 加 并 交 O 


是 整数 [这 里 p(n) 表 示 1 到 nn 中 与 互 素 的 正 整数 的 个 数 ]. 


即 p11+5, 但 plnonls,, 矛 盾 ! 


特别 地 ，p(n) 是 p; 一 1 的 倍数 ， 由 Fermat 小 定理 得 


所 以 =n 一 太一 1(mod pi). 


i 六 A ep pitt Pipa"pei tl 
所 以 六 + 二 十 … 十 二 十 


31(p 一 2), 记 S={y 一 Zz’ 一 1|z,y€2Z,0<n,y<p 一 1}. 


np 一 1, 则 有 m3 闫 mn? (mod p). 


例 18 (2008 年 国家 集训 队 测 试题 ) 设 整数 n 二 1，n 整除 2rm 十 3rm 十 … 十 
， 记 让，p:，…， pr 是 n 的 全 体 不 同 子 . 求证 ; 
1+1l4...+1 1 


pz Pit pipp 


解 设 5=2"" 十 37" 十 … 十 nr"”. 若 存在 素数 ,使 户 |n, 设 n= 二 prm, 则 
1 十 sw 二 0 十 lx 十 2 十 3rm 十 … 十 (m 一 ])wm 


pi pt 1 1 
=22 Opt = Dr” 


j=0 #=0 j=0 4=0 


=mp 3 kr™ =0(mod 力 ) ， 


所 以 可 设 n 二 pi1pe…p:， 其 中 志 二 ps 二 … 过 pr 为 不 同 素数 ， 因 此 
p= pi1—D (ps—D (ps—1), 


pe (6 pi), (zr,pi)=1, 
x = 
0(mod pi),(x,pi)>1, 


因为 pjn,n|s,, 所 以 户 |1 十 丰 1 由 此 可 知 


Pipa"""pe (对 十 亚 ee 必 21), 


pi1 pr: p 


pe Pipe* 为 整数 
全 (1999 年 第 16 届 巴 尔 干 地 区 数学 奥林匹克 题 ) 设 p>>2 为 素数 ， 使 得 


证 明 S 中 至 多 有 思 一 1 个 元 素 为 p 的 倍数 . 
证 明 ” 先 证 明 一 个 引 论 . 
引 理 设 志 >2，p 为 素数 ， 且 pp 三 2(mod 3), 则 对 任意 整数 m,n, 如 果 1<m<< 


证 明 引 理 如 下 : 
事实 上 , 设 p=3k 十 2, 即 p 一 1 二 3& 十 1,kEN, 又 设 m3 闫 ni (mod 力 ). 
设 t 是 满足 同 余 式 m' 二 n'(mod p) 的 最 小 正 整 数 , 则 易 证 对 任意 正 整 数 7, 若 m 


nlmod p)， 则 有 :|r， 从 而 r | 3. 

另 一 方面 ， 由 费 马 小 定理 ，m?”! 二 1(mod p),n”' 二 1(mod p), 则 

mitl=n¥tl (mod 力 ) ， 

rl (3 十 1)。 

而 r|3, 则 -一 1. 

这 表明 mm 一 z(mod p) 与 1<m<n<p 一 1 矛盾. 

从 而 引 理 得 证 . 

下 面 证 明 本 题 . 

由 引 理 可 知 ， 当 nn 跑 遍 思 的 一 个 完 系 时 ，z? 也 跑 遍 模 p 的 一 个 完 系 ， 从 而 ， 对 
0<<y<p 一 1 的 每 一 个 整数 y， 都 存在 唯一 的 TE {0,1,…,p 一 1} ,使 得 

zx’=y —1(mod p). 

这 表明 ， 集 合 S 中 至 多 只 有 个 元 素 是 p 的 倍数 

注意 到 S 中 ,0 二 1 一 0 一 1 二 3 一 2 一 1 被 表示 了 两 次 ， 从 而 S 中 至 多 只 有 pp 一 1 
个 元 素 为 p 的 倍数 

例 20 (IMO- 46 预选 题 ) 求 所 有 的 正 整 数 xn 过 1), 使 得 存在 唯一 的 整数 
a(0<a<xn!) 满 足 a" 十 1 可 以 被 n! 整除. NS 

解 ) 是 素数 . 

如 果 "一 2， 则 有 唯一 的 整数 < 一 1. 

如 果 n>>2， 且 n 为 偶数 ， 则 a” 是 完全 平方 数 ， 因 此 ，a" 十 1 模 4 的 余数 为 1 或 
2 而 n! 可 以 被 4 整除， 故 不 存在 满足 条 件 的 整数 a. 

车 n 为 奇数 ,假设 n= 二 pp 是 素数 ， 且 对 某 个 正 整数 a (0 二 a p1), 使 
得 加 |(a? 十 1). 

由 费 马 小 定理 ， 有 a? 十 1 二 (a 十 1) (mod 力 ). 

因此 , 户 | (a 十 1). 

下 面 证 明 :健生 没有 小 于 p 的 素 因数 9 
p 
假设 存在 素数 g<p， 满 足 q| 生生. 


de a 


1 

由 于 对 寺 一 分 (一 o) 为 林 数 ,所 以 ,9 为 奇数 
Ed 

于 是 ,有 a? 三 一 1(mod q). 

从 而 ,有 a* 寺 1(mod g). 

因此 ,a 与 gq 互 素 , 且 a7! 寺 1(mod gq). 

设 d=(g 一 1,2p), 则 有 a’ 圭 1(mod q). 


痪 瑟 这 洋 亚 笑 心 滋 泪 加 站 尊 O 


离 互 膏 活 革 萎 性 注 洪 同 站 症 O 


因为 gq<p, 所 以 ,d 二 2, 则 a 三 土 1(mod 9). 
当 4a 三 1(mod 9g) 时 ,有 
2 3 (一 a)'==1(mod q) ,矛盾 ; 


当 1Gmod 9) 时 ,有 


i 全 (一 a)' 二 p(mod g), 即 g|p, 矛 盾 . 

2 十 1 没 ar+1 y 
由 于 二 | 没有 小 于 的 素 因 数 , 且 (p 一 D! |(a 十 1) (生生) ,所 以 
(p—D! |(a 十 1)， 


又 因为 pl(a 十 了 ), 所 以 ,p! |(o 十 1). 

于 是 ,存在 唯一 的 整数 a==p! 一 1. 

车 是 奇数 , 且 为 合 数 , 设 为 n 的 最 小 素 因数 , 自 pjn! ,ze+lml. 
因为 20<< 戎 < 所 以 

n! =1X2X.XpX.X (2p) XXn, 有 a>2. 

设 m= 型 .对 于 任意 满足 4 三 一 1(mod pim) 的 整数 a, 记 


=—1+pr-!imk. O 
则 a? =( 一 1 十 pr -imk)? 


二 一 1 十 prmk 十 bp (— Dr iCsp Vmk)’ 
一 一 1 十 加 M. 
其 中 ,M 是 整数 . 这 是 因为 对 于 所 有 的 j 宇 2 和 a 之 2, 均 有 (a 一 1)j 之 a. 
于 是 ,如 |(a* 十 1). 
从 而 ,加 |(c" 十 1). 下 
又 因为 mi (a 十 1), 所 以 ,m| (a 十 1). 
考虑 到 m 与 p 互 素 , 则 对 于 满足 式 @ 的 a 均 有 n! |(a" 十 1). 但 在 区 间 [1,n!] 中 
有 p(p>2) 个 整数 满足 式 , 即 = 二 1,2,…, 思 ,与 a 的 唯一 性 矛盾 . 
例 21 (2005 年 国家 队 集 训 队 测试 题 ) 设 n 是 正 整 数 ，F, 二 2” 十 1 证明; 对 
n 之 3， 数 F, 有 一 个 素 因子 大 于 2"+? (n 十 1). 
证 明 ” 先 证 一 个 引 理 . 
引 理 设 志 是 FF 的 任 一 素 因子 , 则 p 具 有 形式 2"+1x, 十 1，z, 是 正 整 数 . 
引 理 的 证 明 : 设 记 是 下 , 的 任 一 素 因子 ， 则 p 取 2. 设 2 模 思 的 阶 是 &， 由 


2” 二 一 1(mod p), ® 
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得 22 二 1(mod 力 , 故 丰 2rf ,所 以 有 是 2 的 寡 , 设 一 2 ,其 中 0<I<n 十 1. 若 发 mw 


则 将 28 生 1(mod p) 两 边 反复 平方 若干 次 ,产生 2 三 1(mod 加 ,结合 @ 得 1 一 是 呈 
一 1(mod p) ,这 不 可 能 . 故 必须 /二 x 十 1, 即 阶 &=2"". 林 
由 费 马 小 定理 27! 三 1(mod 思 ,所 以 2" |p 一 1, 故 一 1=2"11z, 引 理 得 证 . 
回 到 原 题 , 设 数 
下 一 所 如 @ 
则 由 引 理 知 ， 户 一 2:1z; 十 1， 故 由 @ 知 入 
2 十 1 宇 (2++! 十 1)@+~+e 之 2o+D+ + 十 1( 用 二 项 式 展开 ) 论 
即 有 
< ©® 


另 一 方面 ,由 二 项 式 展开 知 ， 
Pr=(2"tz+ LD) =1+2"tiari(mod 2%+?), 
由 于 wn 之 3 时 ,2" 之 2n 十 2, 故 由 @ 模 2” 得 到 


1 三 2” 十 1 一 立 三 让 《1 十 2"+taizi) 
=1+2" > aizi(mod 2212)， 
即 2 >» aizi=0(mod 22+2)， 
所 以 > aizi 王 0(Cmod 2"+!), 


故 有 六 ori>2+ 
从 而 , 必 有 某 个 ,使 


昌 


zi 2 >2". @ 


i=l 


由 @,@,@ 得 
和 
2 zx; > wu< 


各 
从 而 有 羡 之 2(a 十 D), 故 
p=2"1z;+1>2"1(2n+2)=2"17 (n+1). 


例 22 (2004 年 国家 队 集 训 队 测试 题 ) 试 定 出 所 有 满足 如 下 条 件 的 正 整 数 m: 


对 于 m， 存 在 素数 p， 使 得 对 任意 整数 n, 数 "一 m 都 不 是 p 的 倍数 . f 


2 
7 十 1 


痪 本 六 冰 否 下 心 活 进 同 渡 症 O 


解 mm 一 1 不 存在 素数 p， 使 得 对 任意 #，pin 一 1( 如 4 二 十) 
下 证 对 mn 之 2, 均 存在 相应 素数 ,使 对 一 切 正 整数 ,有 pw" 一 mm 
设 素 数 glm,q | m. 注意 到 


A oe ). 


m 


取 素 数 p， 使 忆 到 1, p¥1(mod ro)， 则 冲 到 1 Cm— 1)，, 即 plm—1, 
m?=1(mod p). 

车 存在 整数 ,使 "三 m(mod p), 则 

n=m'=1(mod 力 ) ， ©_ 


故 (n,p) 志 1, 由 费 马 小 定理 知 
mp !=1(mod p). ©® 
由 O@ 得 wor 和 "三 1(mod p). 
由 gqt+'p 一 1, 结 合 @ 知 (mq, 记 一 1) |mm, 因 此 加 三 1Cmod 旋 ), 从 而 m 寺 "三 
1(mod p). 因此 


0 =1tmt tm"!=g(mod p), 


所 以 p==q. 从 而 plm, 与 p11 十 m 十 … 十 m""! 矛 盾 ! 

所 以 对 任意 n, ph" 一 m.。 

例 23 (CMO-23 试题 ) 试 确定 所 有 同时 满足 

+3"? (mod p") ,p+’=3"+? (mod q') 
的 三 元 数组 (p,q,n) ,其 中 p,q 为 奇 素数 ,n 为 大 于 1 的 整数 . 

解 易 见 (3,3,n)(n 二 2,3,…) 均 为 满足 要 求 的 数组 . 假设 (p,q,n) 为 其 他 满足 要 
求 的 一 数组 , 则 p 关 9q,p 关 3,q 隆 3. 不 妨 设 g>>p 宇 5. 

如 果 w=2, 则 gp 一 3 和 , 即 儿 | (pr 一 3?)(p? 十 3?). 由 于 4g 不 同时 整除 p? 一 3: 和 
产 十 3 , 故 史 | 产 一 衬 或 他 | 产 十 3 但 0< 产 一 呈 <9 ,去 ( 户 十 32)< 太 < 他, 巴 慎 ! 

因此 n>3. 由 pg 一 3 ,gr | p+ 一 3"? 知 

加 | zt+2 十 gr+2 一 3e+2 oq I Te —3"t2, 

又 p<q,p,q 为 素数 , 故 

prq” | pg —3"+? 60 
因此 得 prq"<pr 十 g 一 3""<2g" ,从 而 如 <<29. 

由 gp 一 3 及 p>>3 知 Tp" 一 3 之 p"r?, 从 而 g<p'+3 ,结合 p"<2g 
有 "<2p"*<p*+, 因 此 n<3 十 生 , 故 w=3. 这样 


ple 3 ,9 |p —3°. 
且 由 5 一 3; 二 2X11X131 易 知 p>5. 由 户 |g 一 3 知 p1lg 一 35. 由 费 马 小 定理 知 
plgr”!—3e! ;因此 力 | gp 一 3GD. 

如 果 (5,p 一 1)==1, 则 plg 一 3. 由 


全 一 ‘十 g’ 。3 十 g? ，3? 十 g* 3 十 3: 寺 5X3t(mod p)， 


g—3 


以 及 p>>5 知 不 整除 二 于 ,因此 轧 1g 一 3. 由 |r 一 3 知 


g<p’ 一 3<p’ 一 (p)1<qi ,矛盾 ! 
所 以 (5,p 一 1) 关 1, 即 51p 一 1, 类 似 可 得 519 一 1. 由 (qz 一 3)=1( 因 g>p 衬 及 


P| 一 知 F | 如 = 全 ,从 而 
< 外 二 和 一 世上 二 如 。3 十 关 。32 十 户 。33 十 34. 
由 51p 一 1 及 5 |g 一 1 知 p 之 11，g 之 31.。 因此 
¢ <p'[1+ 3+(3) +(3) +(3) ] < “< 
p 


p ~ p 


4 

从 而 p>>( 忆 ) 和 F， 因此 

5 5 

2 ee 3 + 人 < +( 失 ) ‘< 
这 与 DO， 即 加 @ | p’ 十 g 一 3 矛盾 . 

综 上 ，(3,3,n)(n 二 2,3,…) 即 为 所 有 满足 要 求 条件 的 三 元 数组 . 

例 24 (2008 年 国家 集训 队 选 氢 考 试题 ) 数列 {z} 定 义 为 :zi 二 2, zo 一 12， 
zis 二 6znh1 一 Zn(n 二 1,2,…). 设 户 是 一 个 奇 素数 ,q 是 zy 的 一 个 素 因子 .证明 : 若 q 天 
2, 则 9 之 2 一 1. 


证 法 1 易 知 (3+) 一 (3— 2V2)")(n 之 1). 设 正 整 数 a,,b, 由 (3 十 


2V2)" 二 a 十 b, V2 定义 , 则 (3 一 2V2)" 二 a 一 b, V2. 由 此 易 知 
一 加 ,4 一 2 天 一 1(2? 过 1). 
设 q 尖 2, 下 面 证 明 q 之 2p 一 1. 由 于 g|zo, 即 q|5,，, 从 而 数列 {5,} 中 有 被 4 整除 的 
项 , 设 d 为 最 小 的 正 整 数 ,使 qbs. 我 们 需要 下 面 的 引 理 . 
引 理 ”对 正 整数 , 当 且 仅 当 4d1n 时 ,有 gl6b 
引 理 的 证 明 :对 整数 a,5,c,d, 我 们 用 记号 a 十 bY2 三 c 十 d V2(mod 9) 表 示 


商 吾 刺 潍 辟 卫 帐 滋 测 加 六 站 O 


亲生 泌 泗 车 五 疏 涟 沿 回 秩 效 O 


事实 上 ，@ 的 右边 为 
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b=d(mod gq). 
车 dln, 设 n=du; 则 a 十 b, V2 二 (3 十 2V2) 人 < 二 a3(mod q), 故 b= 二 0(mod 9). 
反 过 来 ,车 g|6,, 设 n 一 du 十 r,0<r<d. 车 r 宇 1, 则 由 


an —=(3+2Y2)"=(3+2V2)* » (3+2V2)"=ay (a,+b, V2) (mod q), 
可 知 ab, 二 0Cmod g). O 

但 3 一 2 如 二 1, 而 gq|bs, 故 9g 不 整除 a3. 因为 g 是 素数 ,所 以 9 不 整除 cv, 进 而 Cg， 
民 ) 二 1, 故 由 @ 知 :916,, 与 d 的 定义 矛盾 ! 所 以 r= 二 0, 即 dm. 引 理 得 证 . 

因为 gq 是 素数 ,所 以 C;(1<i<g 一 1) 都 是 g 的 倍数 . 由 费 马 小 定理 知 , 3? 三 3(mod 
;121 三 2(mod 9q), 因 g 冯 2, 故 由 此 得 2 扣 三 士 1(mod q). 由 二 项 式 定理 得 


(3 十 2V2)4 = > CG » 37 (2Y2)'=3"+ (2Y2)" 
er 


二 3 十 2? ， 2Y2==3 土 2V2(mod 9g). © 
因而 ,类 似 于 @ 的 处 理 可 得 
(3 十 2V2)7 =(3+2V2)’=3+2V2(mod 9). @ 


由 @ 得 : (az -1 十 bx_1W2)(3 十 2V2) 寺 3 十 2V2(mod 9g) ,所 以 

3a¢-1+4by -1 三 3(mod g)， 

2ay -1 二 +3b7-1 夺 2(mod gq)， 
进而 有 q|bz-1. 

因为 gq15,, 故 由 引 理 得 d1p. 因为 g 是 素数 ,所 以 d= 二 1 或 p. 若 4 二 1, 则 glb 一 2， 
这 与 假设 不 符 , 故 d=p. 但 glbx-1, 故 由 引 理 知 dlq 一 1, 即 pq 一 1, 从 而 plg 一 1 或 
plg+1. 注意 到 gq 一 1 和 9 十 1 都 是 偶数 ,于 是 有 4 之 22 一 1, 证 毕 . 

证 法 2 这 一 解法 ， 是 广西 南宁 二 中 学 生 、 获 2007 年 中 国 西部 数学 奥林匹克 第 
一 名 的 潘 锦 钊 同学 给 出 的 . 


设 w 二 则 wa 王 1，az 一 6，ao+z 一 6ao+l 一 an 


该 数列 的 特征 方程 为 之 一 6z 十 1 一 0， 两 个 特征 根 为 一 3 十 2VZ，p 一 3 一 2VZ. 
由 此 易 知 


“= Cn 一 1，2，-…)， @® 
(1) 利用 通 项 公式 @， 我 们 证 明 ， 对 m 宇 2，n 宇 1， 有 
amtn 一 Gom+lGa 一 CnQa -1。 © 


Cot prt) ap)— (a"—p") (a —p 1) 
(a—B)” 


artrti + pt Cart t+ pt"—1)+ eg" (二 十 a 有 
(ac 一 8) 
"t=tt Ft —aB(a™t"! Rs ) 
Ce 一 8)z 
et"(a—p)—p"+"(a—B) 
(ao 一 875 
一 全 人 一 一 @ 的 左边 


(2) 我 们 证 明 , 对 m,n 之 1， 有 


(anyan) 一 aomm， © 
这 里 (x,y) 表 示 xz,y 的 最 大 公约 数 . 

为 证 明 @, 我 们 先 证 明 : 

车 mln, 则 

amjan;[ 从 而 (a an) 二 aom.w. ] (2) 


不 妨 设 m 之 2, 并 设 n 二 mk,k 为 正 整 数 . 当 k 一 1 时 四 显然 成 立 . 设 am am , 则 由 
@ 知 ， 

anttHD 一 Gok+tQm 一 QokQm-1y 
是 o 的 倍数 , 故 由 归纳 法 知 av |am 对 所 有 成 立 ,从 而 @ 得 证 . 

其 次 证 明 : 对 n 宇 1, 有 

(anrant1)=1. 四 

当 m 一 1 时 ,@@ 显 然 成 立 . 设 @ 在 "一 上 时 成 立 , 则 有 

(atHiyatr2) 一 (atrly6atHi 一 at) 一 (atHtyati) 一 1， 
即 @ 在 n=k 十 1 时 也 成 立 , 故 由 归纳 法 知 @ 成 立 . 

现在 我 们 证 明 @. 可 设 m 一 x 之 1, 且 nn 二 1, 否 则 @ 可 由 @ 或 @ 推 出 来 . 由 加 及 @@ 
可 得 

(am van)= (am-ntiGn —am nde 1 9G) = (dmd ?Gn) = (Gm-n Qn). 四 

由 @@, 并 利用 求 (m,z) 的 欧 几 里 得 算法 ,以 及 @,@ 中 的 结果 , 便 不 难 推出 @ 中 说 
的 等 式 (细节 请 读者 自己 完成 ). 

(3) 下 面 证 明 ， 

对 任意 奇 素数 p， 有 

P| aa 四 

事实 上 ， 由 @ 得 
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千 避 这 溢 生 所 届 溢 测 同 这 并 O 


离 本 这 滩 丕 捷 心 泛 汪 同和 站 着 O 


aT pT) (a BH)_ we 二 8 一 Ce 十 B) 
4 Ce 一 8 (ao 一 8)5 


_(3+2V2)*+(3—2V2)*—6 
32 


由 二 项 式 定理 可 得 
(3+2V2)?+(3—2V2)? =2(C%3?+C23r7(2V2)?+Cs3r (2 V3) t+) 
=2 . 3*=2X3=6(mod p). 

(我 们 应 用 了 plCs 对 1<i<p 一 1, 及 费 马 小 定理 . ) 

故 ”324asj1a 地 二 6 一 6 寺 0(mod 力 ). 

因 请 是 奇 素数 , 故 由 上 式 即 得 四 . 

回 到 原 问题 . 设 g1zp,q 过 2, 则 glap. 车 g<2p 一 1, 则 (p,93+) 一 (p, 哇 +)=1, 从 
而 由 @ 推 出 o 与 4 中 及 a 中 都 互 束 ( 注 意 a1 一 1), 故 (ap,ariad)=1. 

但 四 表明 glasia 中 ,又 qlas; 从 而 q|(as,asla 中 ), 矛 盾 . 故 gq 之 2p 一 1. 证 毕 . 

注 前 一 种 解法 中 的 引 理 ， 是 @ 的 一 个 推论 . 


【模拟 实战 】 

1.， (1988 年 第 51 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 题 ) 证 明 当 素数 p 宇 7 时 ，p! 一 1 能 被 240 
整除 . 

2. (IMO- 26 预选 题 ) 设 上 这 2，m， 几 ，…，mu 为 自然 数 ， 满 足 ns | 2 一 1， mm | 
2 一 1 2 一 1， mm | 2% 一 1 证明 加 二 ns 二 … 二 二 1, 


3. (第 18 届 韩 国 数学 奥林匹克 题 ) 求 所 有 的 整数 m 和 ?使 得 mn| (3" 十 1) ,mn| 
(3"+1). 


4 (第 38 忆 加 拿 大 数学 奥 林 玫 元 是 ) 设 是 素数， 证 明 全， er 一 多 1) (mod 六 


5。( 第 54 届 波 兰 数学 奥林匹克 题 ) 求 所 有 整 系数 多 项 式 W， 满足， 对 于 每 个 正 整 数 
n， 整 数 2" 一 1 可 以 被 W(n) 整 除 . 

6. (第 36 届 奥 地 利 数 学 奥林匹克 题 ) 设 是 定义 在 {0,1,…,2005} 上 的 函数 , 取 值 于 
非 负 整数 ,对 任意 满足 定义 域 的 变量 x, 都 有 f(2z 十 1)==f(2z),f(3z 十 1)== 
f(37),f(5z 十 1) 二 (5z). 问 :这 个 函数 最 多 能 取 到 多 少 个 函数 值 ? 

7，(IMO - 32 预选 题 ) 在 n! 的 十 进 制 表 示 中 ， 从 个 位 数 算 起 第 一 个 非 零 数字 记 为 
av， 问 是 否 存在 自然 数 N， 使 得 aw+1，an+:，anw+3，… 是 周期 数列 ? 

8. (1972 年 第 33 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ) 设 n 为 大 于 1 的 整数 ， 求 证 2" 一 1 不 能 被 


7 整除 . 
2 二 一 


9，(IMO - 29 预选 题 ) 设 g(n) 定 义 如 下 :g(1) 一 0,g(2) 一 1,g(n+2)=g(n) 十 g(n+t 
了 十 1(n 之 1). 证 明 若 x>5 为 素数 , 则 ngCn) (gCn) 十 1). 

10，(IMO- 13 试题 ) 试 证 对 于 数列 {2" 一 3},n 二 2,3,4,…, 至 少 有 一 个 无 穷 子 列 存 
在 ,其 中 的 项 两 两 互 素 . 

11, (2007 年 爱沙尼亚 国家 队 选 拔 考试 题 ) 设 为 大 于 或 等 于 2 的 自然 数 . 证明 : 若 


存在 正 整数 5， 使 得 = 是 某 个 素数 的 若干 次 等 ， 则 n 必 为 素数 . 


12.(〈IMO - 31 预选 题 ) 试 求 所 有 的 自然 数 上， 使 得 由 ”一 1 个 数码 1 和 1 个 数码 7 构 
成 的 每 一 个 十 进 制 表示 的 自然 数 ， 都 是 素数 . 

13. (CMO- 14 试题) 设 m 是 给 定 的 整数 ， 求 证 ， 存在 整数 <，2 和 &， 其 中 5 均 
不 能 被 2 整除 ，&>0， 使 得 2m 二 a 十 b”? 十 k，213%。 

14. 已 知 m，n 为 正 整数 并 且 (m,n) 二 1. 设 {a1yaz，… sat},{b ,bo，…,b,} 分 别 是 模 m 
与 模 n 的 缩 系 . 证明; 5S 二 {mb; 十 naj |1<i<s,1<j<t} 是 模 mn 的 缩 系 . 

15， 已 知 正 整数 kt 这 2， 思 ， 加 ，…， 加 为 奇 素数 ， 且 《a， 思 pe…pr) 二 1. 证明， 
am 一 1 有 不 同 于 Pp ，ps，…，pi 的 奇 素 因数 . 

16，(IMO - 34 预选 题 )》 对 正 整数 nn， 如果 对 任意 aEN+* ， 只 要 | w 一 1， 就 有 天 | 
a" 一 1， 则 称 具有 性 质 PP. 
(1) 求证 ， 每 个 素数 都 具有 性 质 P; 
(2) 求证 ， 存在 无 穷 多 个 合 数 具有 性 质 P. 

17, 设 户 为 奇 素数 ，a,，nEN+， 并 且 a? 一 1 是 pr 的 倍数 ， 证 明 : a 一 1 是 加 -的 倍 
数 。 又 问 ， 当 pp 二 2 时 ， 命 题 是 否 依然 成 立 ? 


18. (IMO- 44 试题 ) 设 是 素数 . 证明 : 存在 一 个 素数 9， 使 得 对 任意 整数 ">， 数 


1 一 力 不 是 9 的 倍数 . 
19. 〈IMO - 40 试题 ) 确定 所 有 的 正 整数 对 (n,p), 满 足 :p 是 一 个 素数 ,n 才 2p, 且 
(2p 一 1)" 十 1 能 够 被 nr”' 整除. 


< 


离 互 这 汶 否 开 性 涟 语 司 站 省 O 


第 十 三 章 ”中 国 剩 余 定理 


【基础 知识 】 


定义 1 设 太 (x) 为 整 系数 多 项 式 (1<j<k) ,我 们 把 含有 的 一 组 同 余 式 f; (zx) 三 
0(mod mj) (1<j<k) 称 为 同 余 方 程 组 . 特别 地 , 当 f;(z) 均 为 z 的 一 次 整 系数 多 项 式 
时 ,该 同 余 方程 组 称 为 一 次 同 余 方程 组 . 若 整数 c 同时 满足 

万 (c) 三 0(mod m;),1<j<k, 

则 剩余 数 M.= {zx|zEZ,z 三 c mod m}( 其 中 ==[m ,ms，,… ,m4]) 称 为 同 余 方 程 组 的 
1 一 个 解 ,写作 z 寺 c(mod m). 

中 国 剩 余 定理 ” 设 wm ，m。，…，m 是 两 两 互 素 的 正 整 数 ， 那 么 ， 对 于 任意 整 

数 gal ，as，…，as， 一 次 同 余 方 程 组 


X=ai (mod m1 ) ， 


离 互 膏 潍 否 括 心 妖 灌 加 站 症 O 


ZX 三 gas (mod zz )， 


X=as (mod mx) 
必 有 解 ， 且 解 可 写 为 
Zz 三 M Nial 十 Mz Nzast***+ M:Niar (mod m). 


这 里 m= 二 mim2…m4，M; 一 下 (1<i< 忆 ,以 及 Ni 满足 MijN; 二 1(mod zu),1<g 扫 


&( 即 N; 为 Mi 对 模 z; 的 逆 ). 

〈 注 :中 国 剩余 定理 又 叫 孙 子 定理 . ) 

证 明 分 为 两 个 步骤 来 证 明定 理 . 

(1) z 三 Mi Na 十 Mz Nzas 十 … 十 MiNiar(mod m) 是 同 余 方 程 组 z=a; (mod xm;) 
(1<j<<k) 的 解 . 

事实 上 , 设 zx 二 Mi Nia 十 Mi Nzas 十 … 十 MiNiar(mod m),zEZ. 由 于 mj|M.(i 关 
站 以 及 mlm, 故 对 1<j<kR 有 z= 二 MjNjaj(mod mj), 而 MjNj 二 1(mod m), 所 以 x 二 
aj (mod m;). 


9 从 而 z 的 确 是 同 余 方 程 组 的 解 . 
人 


(2) 设 整数 zx,y 同时 满足 方程 组 , 即 x 三 a; (mod mj) (1<j<<),y 二 aj (mod mj) 
(< 和 6), 则 有 zr 三 y(mod m). 

事实 上 ,由 z 三 yaj(mod my) 可知 mj|(z 一 y) (1<j<&). 

又 msm2，…sms 两 两 互 素 , 则 

mmz*“in 《Zz 一 y): 亦 即 m| 《x 一 >). 

故 x 三 y(mod m). 

综合 (1)，(2) 可 知 ， 定 理 得 证 . 

定理 1 ( 拉 格 朗 日 定理 ) ” 设 记 是 素数 ,，n 是 非 负 整 数 ， 多 项 式 f(x) 一 
anz" 十 … 十 a1zx 十 ao 是 一 个 模 pp 为 n 次 的 整 系数 多 项 式 《 即 p 全 a,)， 则 同 余 方 程 

f(x)=0(mod p) (%) 
至 多 有 nn 个 解 (在 模 的 意义 下 ). 

证 明 ”我 们 对 用 归纳 法 . 

当 w=0 时 f(z) 二 ao ,因为 phao, 故 同 余 方 程 ( * ) 无 解 ,命题 成 立 ， 

设 当 n=/ 时 命题 成 立 , 则 当 n=!/ 十 1 时 , 若 命题 不 成 立 , 即 同 余 方程 (* ) 至 少 有 
! 十 2 个 解 , 设 为 zx 二 cuycz，…vcttz(mod p). @ 

我 们 考虑 多 项 式 

jz) 一 ec) 一 ai(CzH 一 cf 十 ai( 环 一 d) 十 … 十 al(Z 一 ci) 

一 (z 一 cl)(a+liz 十 …) 一 (一 cUAKCz)， 

其 中 心 z) 是 ! 次 多 项 式 并 且 首 项 系数 aii 满足 piaiti ,从 而 由 归纳 假设 知 ! 
方程 

h(x)=0(mod p) ® 
至 多 有 /个 解 ,但 由 0,@ 可 知 同 余 方程 四 车 少 有 ! 十 1 个 解 

caycsy…yctH(mod 力 ) ， 
矛盾 ! 故 当 x 一 /十 1 时 命题 成 立 . 

综 上 所 述 ,命题 得 证 . 

定义 2 ”假设 a, m 为 两 个 互 素 的 正 整数 ， 则 存在 最 小 的 正 整数 /， 使 a' 三 
1(mod za)[ 由 欧 拉 定 理 可 知 这 样 的 ! 存在 且 不 超过 9(zz)], 则 称 ! 为 a 对 模 m 的 阶 . 

定理 2 若 ! 为 a 对 模 m 的 阶 ，* 为 某 一 正 整数 ， 满 足 a 三 1(mod m), 则 * 必 为 ! 
的 倍数 . 

证 明 由 阶 的 定义 可 知 之!， 故 可 设 ;二 kl 十， 这 里 REZ*，, 而 0<Uo< 

用 反 证 法 证 明定 理 2， 反 设 ?十 *， 则 lo 二 1. 

从 而 a: 二 a*1% 圭 〈a)4oao (mod m). 

由 于 4 三 1 (mod m)，a! 圭 1 《mod m)， 所 以 


~" 人 


° 


次 互 永 洗 否 开心 泗 沿 同 泪 交 O 


离 邓 阅 注 还 甘心 活 滞 岂 站 症 O 


aa 王 1 (mod m). 


于 是 我 们 找到 了 一 个 比 / 小 的 正 整数 1。， 满 足 a% 圭 】 (mod m) ， 这 与 ! 为 对 模 
m 的 阶 的 取 法 及 阶 的 定义 相 矛 盾 ， 从 而 反 设 不 成 立 ， 定 理 2 得 证 . 

以 上 介绍 的 都 是 一 些 知识 、 方 法 ， 经 常 在 解决 数论 问题 中 起 着 突破 难点 的 作用 . 
另外 有 一 些小 的 技巧 则 是 在 思考 、 解 决 问题 中 起 着 排除 情况 、 辅 助 分 析 等 作用 的 ， 
有 时 甚至 起 到 意 想不到 的 效果 .如 

定理 3 

并 (Ee 8) (n 为 奇数 时 ); 

三 0(mod 4)(z 为 偶数 时 ). 
全 9)(3|n 时 ); 


了 


三 0(mod 3)(3+m 时 ). ， 
【典型 例题 与 基本 方法 】 
z=1(mod 7)， 
例 1 ad 8)， 
Z 三 3(mod 9). 
解 由 于 7，8，9 两 两 互 素 ， 则 知 同 余 方程 组 有 解 . 
M=7 .8 .9 一 504,M 一 中 72,M: 一 中 4 一 63,M, 一 204 一 56. 从 而 
Mi 1 1 1 4—_4 4(mod 7)， 


» 72 7°10+2 2 8 7+l 


夺 一 ] 三 7(mod 8)， 
M 而 6° #3 和 si 
故 x 三 4。72，1 十 7，63，1 十 5。56， 3 二 57(mod 504) 为 所 求 . 
例 2 今 有 数 不 知 总 ， 以 5 累 减 之 无 剩 ， 以 715 累 减 之 剩 10， 以 247 累 碱 之 剩 
140, :以 391 累 减 之 剩 245， 以 187 累 减 之 剩 109， 问 总 数 若 干 ? 
ZX 三 0(mod 5)， 
Zz 三 10(mod 715)， 
解 设 总 数 为 z-， 则 有 辣 余 式 组 1 z 二 140(mod 247)， 
了 245(mod 391)， 
I 三 109(mod 187). 


5(mod 9). 


因 5，715，247，391，187 不 两 两 互 素 ， 但 有 i 
| 246 0 


《5,715) 一 5|(10 一 0),(715,247) 一 13|(140 一 10)， 
(715,187) 一 11|(109 一 10),(391,187) 一 17|(245 一 109). 
从 而 [5,715,247,391,187] 王 [5,143,19,23,17], 且 5,143,19,23,17 两 两 互 素 ， 
Xx 三 0(mod 5)， 
Zz=10(mod 143)， 
故 原 同 余 方式 组 的 等 价 同 余 组 有 解 . 等 价 的 同 余 式 组 为 4z 志 140 寺 7(mod 19)， 
Zz 三 245 二 15(mod 23)， 
Xz 夺 109 寺 7(mod 17). 
此 时 M 一 5。143。19。23。17 一 5311735. 
蝴 M- 兹 -外 - 交 
于 是 Mi 二 3(mod 5) ,Mi 二 49(mod 143),M; 二 一 1(mod 19)， 
M‘=1(mod 23),M;=—7(mod 17). 
故 工 三 3。1062347，0 十 49。37145，10 十 (一 1) * 279565。7 十 1。230945。15 十 
《一 ?7)。312455。7 三 10020(mod 5311735). 
此 即 为 所 求 . 
例 3 〈2007 年 国家 集训 队 测试 题 ) 是 否 存在 无 穷 多 个 正 整数 使 得 &，2" 十 1 
对 每 个 正 整数 n 都 是 合 数 ? 
解法 1 设 i>;j， 显然 
27 十 1 | 2: 一 1， 
所 以 ，ged(2 十 1,22 十 1)12 且 两 数 缘 是 奇数 ， 因 此 对 于 [过 0， 费 马 数 广 一 27 十 1 两 
两 互 素 . 
令 广 是 22 十 1 的 一 个 素 因子 ， 则 对 每 个 具有 形式 2。9，9 为 奇数 的 n， 成 立 
2" 一 22 。 g= 一 1(mod p;)， 
进而 对 三 1Cmod p;) ,我 们 有 p12" * 十 1. 
而 对 每 个 具有 形式 2.。 q，q 为 偶数 的 x， 成 立 
2" 一 2 » g=1(mod 名)， 
进而 对 kt 二 1(mod pi) ,我 们 有 pi:12"* 十 1. 


_M 
M ,'M 一 牧 . 


对 i 二 0，1，2，3，4, 令 ;是 27 十 1 的 素 因 子 ，p，g 是 2” 十 1 的 两 个 不 同 的 
素 因子 〈 即 641 和 6700417). 根据 中 国 剩余 定理 ,我 们 可 选取 使 得 对 i 一 0，1,，2， 
3，4，k 夺 1(mod p;),k 三 1(mod p) 以 及 k= 一 1(mod 9). 

令 i 是 满足 2:|n 的 最 大 整数 , 则 由 上 可 知 当 i 一 5 时 p12"。k 十 1; 当 i<5 时 | 
2 ，A 十 1; 对 这 5, 因 为 全 一 1(mod 9), 所 以 gq|2""& 十 1. 因此 如 果 我 们 选取 充分 大 的 
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上 &, 则 2"。k 十 1 对 所 有 zx 过 0 都 是 合 数 . 
解法 2 注意 到 
2: 生 1(mod 3) ,2 二 1(mod 5) ,2 二 1(mod 7) ， 
22=1(mod 13),2=1(mod 17),2*=1(mod 241). 
利用 中 国 剩余 定理 ,我 们 可 选取 “使 得 
2 二 一 1(mod 3),2+ ， k= 一 1(mod 5),22。A 王 一 1(mod 7)， 
2 » k=—1(mod 13),220。X 王 一 1(mod 17) ,22 + k=—1(mod 241). 
对 这 样 的 正 整数 上， 我 们 有 以 下 的 表 ， 


(这 里 的 值 取 为 模 24，p 表示 相应 的 数 2"。& 十 1 的 素 因子 . ) 

例 4 (2004 年 西班牙 数学 竞赛 题 ) 设 n 和 k 是 正 整 数 ， 其 中 是 奇数 或 n 和 
都 是 偶数 ， 证 明 : 存在 整数 a,b， 使 得 

(asn)=1,(6,n)=1,k=atb. 

证 明 (1) 若是 奇 素数 或 奇 素数 的 短 , 设 n== 疡 . 

因为 人 一 1 十 (& 一 1) ,一 2 十 (一 2),(1, 加 ) 一 (2, 加 ) 一 1 一 1 和 一 2 中 一 定 有 
一 个 与 p 互 素 ,从 而 ， 也 与 姑 互 素 . 

所 以 ， 两 式 中 一 定 有 一 个 满足 条 件 ， 

因此 ，n 是 奇 素数 或 奇 素数 的 短 时 命题 成 立 . 

(2) 若是 奇数 ， 设 nn 二 加 这 …pr ， 其 中 p，ps，…，p。 是 奇 素 数 ， 

由 (1), 对 i 二 1，2，…，m， 存 在 整数 a;，b, 满足 

k=a;+bi, Cai p¥ )=1, (bi, pr )=1. 


， 考 虑 同 余 方程 组 
Zai(mod fp ) ,i=1,2,",m, 
由 中 国 剩余 定理 ;存在 整数 a 使 得 
a’‘=a;(mod p$) ,i=1,2,.,m. 
于 是 ,Ca ,pr)=(a;,p2)=1. 
故 (a’,n)==1. 


1): 


b=b(mod ph),i=1,2,…,m, 且 (b's,n)=1. 


k=a’+b (mod n). 


【 解 题 思维 策略 分 析 】 


整数 a，6bla，5>>1) 满 足 IT[ (6; 十 &) 二 a*. 
el 


的 正 整 数 k， 都 存在 正 整数 a, b (a，5 汪 1) 满足 


bz 


及 非 负 整数 7 ，r, ，…，rl，r;<a:(1<i<1)， 都 存在 正 整 数 mw， 满 足 


同 理 , 存 在 整数 如 使 得 
由 于 =ai 十 6 二 a’ 十 b (mod 部) ,i 二 1,2,…,m, 由 中 国 剩余 定理 得 


设 k=a’ 十 5 十 tn, 又 设 a=a’,5=6 十 tn; 则 

(asn)=1,(6,n)=(6 ,n)=1,k=atb, 

因此 ，n 是 奇数 时 命题 成 立 . 

(3) 若是 偶数 ， 则 也 是 偶数 . 

设 "一 29xo， 其 中 m 是 奇数 ， 由 (2)， 存 在 整数 a。 ，b。， 使 得 

(ao yn0)=1, (bo sno)=1,ao+bo =k. 

车 ao ,bo 都 是 奇数 , 则 (ao,n) 二 1, (bo ,n) 二 1, 命 题 成 立 . 

车 ao ,bo 都 是 偶数 , 设 一 co 十 m ,5 二 bo 一 no ，, 则 a,b 都 是 奇数 : 所 以 ， 
(asn)=1,(b,n)=1,a+b=k. 

因此 ,n 是 偶数 时 命题 成 立 . 
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1， 著 于 运用 中 国 剩余 定理 处 理 问题 
例 5 (第 34 届 俄罗斯 数学 奥林匹克 题 ) 找 出 所 有 满足 如 下 条 件 的 整数 n(n 
存在 不 全 相等 的 正 整数 by，b。，…，b,， 使 得 对 任意 给 定 的 正 整数 &， 都 存在 正 


解 nm 二 1 满足 条 件 当 且 仅 当 n 是 合 数 . 

当 n=rs(r>1,s 之 1 为 合 数 时 , 令 

= = =b,=1, 

如 H 一 bz 一 … 一 名 一 2. 

则 对 任意 正 整数 &, (5 十 &) (加 十 妨 …( 乌 十) 是 一 个 正 整数 的 ~ 次 宕 . 

当 n 为 一 个 素数 时 ， 设 存在 不 全 相等 的 正 整 数 b, ，5, ，…，b,， 使 得 对 任意 给 定 


(bth) (be th) (bs +k) =as. 

不 妨 设 ,5。，…,b.(1>1) 两 两 不 同 ,而 bri ,bi+2，…,bs 中 的 每 一 个 都 等 于 51， 
“bi 之 一 . 设 抽 ,b,…,b, 中 有 si 个 等 于 5;(1<i<D) ,5s 十 sz 十 … 十 $1 二 n. 

我 们 将 利用 如 下 的 中 国 剩余 定理 : 对 任意 的 两 两 互 素 的 正 整数 al，as，…， a 


次 吾 这 洋 避 也 届 溢 汪 同 入 效 O 


mr;(mod a;) (i=1,2,"",0). : 

令 旋 ， Pz，…， 记 max {加 ，bz，…，b} 是 1 个 不 同 的 素数 . 

对 a; 二 名 ,ri 二 p; 一 b:(1<i<< 人 ) 应 用 中 国 剩余 定理 得 ,存在 正 整数 m, 使 得 

bi;+m=p; (mod p?). 

从 而 ,m 十 b; 是 志 ; 的 倍数 ,但 不 是 好 .的 售 数 . 

另外 ,对 j 关 i(1<j<D), 由 于 |4: 一 6; 1 过 pi,b; 十 m 不 是 p; 的 倍数 ,因此 ， 

外 二 (bi 十 m) (bz 十 m)*…(b, 十 m) 是 加 的 倍数 ,但 不 是 好 的 倍数 . 

故 bls(<i<D). 

注意 到 n=5 十 so 十 … 十 s,, 有 bln. 

由 于 />1, 得 5b<n. 

又 ?为 素数 ,得 5 一 1. 矛盾 . 

例 6 (IMO- 39 预选 题 ) 确定 所 有 正 整 数 n， 存 在 一 个 整数 .m， 使 得 2" 一 1 是 

mm? 十 9 的 一 个 因数 ， 

解 ”我们 证 明 所 求 的 n= 二 2:，& 为 非 负 整数 ， 

首先 证 明 n 没有 奇 因数 . 

假设 n 有 奇 因 数 , 则 2 一 1 是 2" 一 1=(2')? 一 1 的 一 个 因数 . 

如 果 2" 一 1 是 mw? 十 9 的 因数 , 则 2' 一 1 也 是 mz? 十 9 的 因数 . 

设 s=2z 十 1, 则 2: 一 1=2* 4 一 1=2(3 十 1)' 一 1, 于 是 392' 一 1, 则 

2:—1= 一 1(mod 4). 

这 样 2 一 1 必 有 一 个 素 约 数 p 二 3, 满足 

三 一 1](mod 4). 

从 而 由 pp 是 m? 十 9 的 因数 可 知 

12 二 一 9(mod p),m”!=—9 =—3»! (mod p). 

车 (m,p) 二 1, 由 p>3, 则 由 上 式 有 1 三 一 1(mod p). 

车 plm, 则 由 上 式 有 0 三 一 1(mod p). 

上 两 情况 都 产生 矛盾 ， 故 n 没有 奇 因子 . 

下 面 再 证 明 : 对 n= 二 2*， 一定 存 在 整数 m, 使 "一 1 是 m? 十 9 的 一 个 因数 . 

对 2 一 1 一 2 一 1 进行 分 解 : 

2 一 1 =2* 一 1]=(22 十 1)(22 一 1) 一 (22 十 1)(22 十 1)(22 一 1) 
一 … 一 (22 十 DD(27 十 1)…(22 十 1)(22 十 1)(2 十 1)。 

从 而 , 同 余 方 程 三 一 1(mod 2* 十 1) 有 解 

z=2* (mod 28 十 1). 


而 ji 时 ;(2* 十 1,2* 十 1) 一 (22 ”一 1,22 十 1) 一 … 一 (2,25 十 1) 一 1 
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根据 中 国 剩余 定理 , 同 余 方程 组 xz 三 2? (mod 2* 十 1),h 二 1,2,…,k 一 1 有 解 xo. 

令 m 一 3z, 则 妆 十 9 一 9(z 十 ]) 被 2 一 1 整除 , 即 被 2 一 1 整除 . 

例 7 〈CMO - 23 试题 ) 设 4 是 正 整 数 集 的 无 限 子 集 ，n>>1 是 给 定 的 整数 . 已 
知 ; 对 任意 一 个 不 整除 ”的 素数 请， 集合 A 中 均 有 无 穷 多 个 元 素 不 被 p 整除 . 

证 明 : 对 任意 整数 mm>1,(m,m) 一 1, 集合 A 中 均 存在 有 限 个 不 同 元 素 , 其 和 S 满 
足 S 二 1(mod zmm), 且 S 二 0(mod n). 

证 法 1 设 产 |m， a 之 1， 则 集合 A 中 有 一 个 无 穷 子 集 A,， 其 中 的 元 素 都 不 被 
整除 ， 由 抽 居 原理 知 ， 集 合 A! 有 一 个 无 穷 子 集 A, ， 其 中 的 元 素 都 三 a(mod mn) ,a 
是 一 个 不 被 p 整除 的 数 . 


因 (mom 一 1, 故 (加 ,2 ) 一 1 由 中 国 剩 余 定理 , 同 余 方程 组 


z=a™!(mod f°), 
| 9 9 
有 无 穷 多 个 整数 解 . 任 取 其 中 一 个 正 整 数 解 z， 并 记 B, 是 A 中 前 x 项 的 集合 ， 则 
B, 中 的 元 素 之 和 S， 三 ax(mod mn) ,再 由 人 可 知 

S$,=az=1(mod #7),S,=0 (mod 下， 

设 zm 一 好 … 给 ,并 设 对 每 个 加 (1si<k 一 1) 已 选 出 了 A 的 有 限 子 集 B ,其 中 
Bn CA4AANBn U…UBnu_,，" 使 得 Bu 中 的 元 素 和 Sn 满足 


Sh =1(mod ps ),S», =0(mod 上 g@ 


考虑 集合 B 一 UB,, 则 B 的 元 素 和 5 二 2 Snw， 根 据 @D， 我 们 有 
$=1 (mod p%) (1<i<k), BS=0 (mod z). 


所 以 B 即 满足 题目 要 求 . 

证 法 2 考虑 A 中 的 数 除 以 mn 的 余数 ， 设 出 现 无 穷 多 次 的 余数 依次 为 wm， 
2 ， at: 

首先 证 明 

《al yaz yaky72) 一 1 ® 


用 反 证 法 . 设 有 某 个 素数 如 | (al ya ，… a4,m) , 则 由 (m,n) 二 1 知 p 不 整除 n. 又 根 
据 a ,az，…,as 的 定义 ,A 中 只 有 有 限 个 数 不 是 p 的 倍数 ,这 与 题 设 矛盾 . 
于 是 @ 获 证 .从 而 存在 正 整 数 x!，z,，…，x:，y， 使 得 


al 十 azzz 十 … 十 aezke 一 yz 一 1。 
2 ” 
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再 取 合适 的 正 整数 7 使 得 rn 寺 1(mod m), 则 


a rnzi) 十 aa (rmaza) + "to rn) =rnt rmny. 

于 是 从 A 中 依次 取出 mmz; 个 模 mn 的 余数 为 a; 的 数 (i 二 1]，2，…，&) 即 满足 题 
目 要 求 . ; 
例 8 《〈IMO - 33 预选 题 ) 是 否 存在 具有 如 下 性 质 的 集合 M; 

(1) 集合 M 由 1992 个 自然 数 所 构成 ; 

《2) M 中 的 任何 元 素 以 及 其 中 任意 个 元 素 之 和 都 具有 m:* 的 形式 (m,kE N,k 之 
2)? ， 
解法 1 我 们 考察 更 一 般 的 问题 : 有 
对 于 任何 正 整数 >， 都 存在 由 ?个 自然 数 所 构成 的 集合 M, 满足 条 件 (2). 
下 面 通过 对 ” 归纳 来 证 明 这 个 命题 . 
命题 对 于 x 一 2 是 成 立 的 . 
例如 可 取 M: 一 {9,16}. 
假设 对 于 之 2， 集 合 Mt 一 {al,az,…,at} 满 足 条 件 (2)， 并 假定 其 中 元 素 的 所 
有 2 一 1 个 不 同 的 和 数 可 以 分 别 地 表示 为 

Sh ，Sg ，…，S%!， 其 中 之 2(i=1,2,…,2: 一 1). 

设 ，as，…，ax-! 的 最 小 公 倍 数 是 m. 

取 2 一 1 个 不 同 的 索 数 p， (i 二 1]，2，…，2: 一 1), 使 得 (m, p;) 二 1, i=1， 
2，*…，24 一 1 (因为 素数 有 无 穷 多 个 ， 这 一 点 是 可 以 做 得 到 的 ). 


2 一 ! 
令 c= [I pj;,i=1,2,…,2:—1, 
A 


jz 
则 有 (mc 大) 一 1. 
再 令 mcik; 十 1 二 gjpi 十 rj; ,7 二 1,2,*… ,pi,0<<rj<pi. 
则 所 有 的 这 些 7 各 不 相同 . 
事实 上 ， 如 果 这 些 ry 有些 相 同 ， 例 如 
rm =r, 1 <js Sp.. 
则 有 pil[Cmcikz 十 1) 一 Cmeciki 十 1)], 即 p;|mei (ks—ki). 
由 《mcisp) 二 1 及 |ks 一 kh|<p; 可 知 ,这 是 不 可 能 的 . 
于 是 ， 所 有 的 户 个 7; 各 不 相同 ， 因 此 ， 在 这 些 x; 中 必 有 一 个 为 零 ， 因 而 相应 
的 数 可 被 p; 整除 ， 设 该 数 为 mciki 十 1. 
另 一 方面 ， 由 中 国 薪 余 定 理 〈 即 孙子 定理 ) 可 知 ， 存 在 自然 数 zx， 使 得 “ 
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X=ki (mod 力 )， 

z=k, (mod 加)， 
X=k+_1(mod px-1). 
于 是 ,由 pi|mck; 十 1 得 
eit 2，……2 一 1 


令 0 一 站 ce 十 1)r=。 


并 以 Mi 为 基础 构造 集合 Mn: | 到 

Min={aibaib,"*,awb ,6b)}. 

下 面 再 证 明 M+ 1 满足 条 件 〈2). 

考虑 两 种 情形 : 

(i) 5 不 参与 求 和 . 

这 样 的 和 均 具 有 形式 Sx&. 

由 于 5 是 一 个 自然 数 的 m 次 方 军 , 而 m 是 a1，as，*…，ax-1 的 最 小 公 倍数 ， 所 
以 5 是 某 个 自然 数 的 a， (i 二 1，2，…，2* 一 1) 次 方 吞 .因此 ， 所 有 这 样 的 和 数 均 符 
合 要 求 ， 即 满足 条 件 (2). 

(ii) 5 参与 求 和 . 

此 时 各 和 数 均 具 有 形式 (SY 十 1)4. 

该 数 的 因数 具有 下 列 形式 ， 

《S 十 Dwet1, 对 于 鹿 

(Sy 二 1) ,对 于 所 有 Ji 

但 是 ,由 于 pilmeiz 十 1,pi|mcjz ,ji 

因此 ， 这 种 和 数 是 自然 数 的 户 次 方 筹 . 

因而 ， 命 题 对 ”一 上 十 1 成 立 . 

于 是 ， 对 所 有 大 于 或 等 于 2 的 自然 数 n， 都 存在 由 ,个 自然 数 所 构成 的 集合 MX.， 
满足 条 件 (2). 

解法 2 本 题 的 解答 蕴涵 在 如 下 的 引 理 中. 

引 理 ”对 于 每 个 自然 数 n， 都 存在 自然 数 d， 使 得 数列 4，24，…，nd 中 的 各 数 
都 具有 形式 

m: (mkE N, E>2). 

下 面 用 数学 归纳 法 证 明 这 个 引 理 . 

7 二 1 时 ， 引 理 显 然 . 


离 互 这 洗 于 捷 性 渐 沿 加 站 省 O 


这 时 可 取 42 一 1， 于 是 

d=mt, (m=1,k=2). 

假设 对 于 nn， 已 有 相应 的 d 及 id=ntw， 其 中 i==1, 2,…，n; m;, hEN, 之 2. 

设 如 ，k。，…，&k, 的 最 小 公 售 数 是 &， 令 d 二 d[(n 十 1)d], 则 有 

id'=id[ (nt Daj=mt [nt+ Dd ={m[L nt Da ,i=1,2,.n. 

(nt+Dd’=(nt+DaL(nt+Day=[(nt+Dayt. 

从 而 引 理 对 n 十 1 成 立 . 

即 对 所 有 自然 数 n， 引 理 成 立 ， 于 是 本 题 得 证 . 

2. 结合 其 他 定理 运用 中 国 剩余 定理 处 理 问题 

例 9 (IMO-46 预选 题 ) 设 a, 5 是 正 整数 ,使 得 对 于 任意 的 正 整 数 n， 均 有 
《a" 十 n)1 (如 十 n). 证明 ;a 二 6b. 

证 明 假设 ba. 

当 n=1 时 ,有 (a 十 DD)1(6 十 1), 故 b>a. 

设 志 是 一 个 大 于 6 的 素数 ,n 是 满足 n 三 1(mod (p 一 1)),n 二 一 a (mod 力 ) 的 正 
整数 . 

由 中 国 剩余 定理 知 ， 这 样 的 n 是 存在 的 例如 ，n 二 (a 十 1)(p 一 了 十 1. 

由 费 马 小 定理 ， 有 

d 一 ak d+l=a(mod 力 ) ,其 中 ,为 整数 . 

所 以 ,a" 十 n 夺 0(mod p). 

因此 ,pl(5 十 )， 

再 由 费 马 小 定理 ,及 十 n 寺 (b 一 a) (mod p). ~ 

所 以 ,p| (5b 一 a) ,矛盾 . 

因此 ,a=6. 

例 10 〈2002 年 澳大利亚 数学 奥林匹克 题 ) 设 整 数 n 和 9g 满足 nz 之 5，2<q<m 


证 明 ; g 一 1 整除 [《* 志 |], 其 中 [z] 表 示 不 超过 的 最 大 整数 、 
证 明 当 g<n 时 , 则 glg 一 四 |(n 一 D1, 所 以 ， 
| CDI_To 一 DI1 
6 [ J 
当 g=n 时 ,分 两 种 情况 讨论 . 
(1) 若 9 是 素数 ， 由 威尔逊 (Wilson〉 定理 ， 有 
(n—D! =—1=n—1(mod n). 


因为 (x 一 D1 二 0=n 一 1(mod n 一 1), 且 (n,n 一 1)==1, 由 中 国 剩余 定理 ,有 


(n—1)! =n—1(mod n(n—1)). 
i 254 


沿 百 这 潍 层 玉 恢 溢 潭 加 训 效 O 


于 是 存在 整数 ,使 得 
Cn—D! =kn(n—D)+n—l. 


故 [二 2] [ee D+ 号 |] 一 k(n 一 了 D 可 以 被 9 一 1=n 一 1 整除 


(2) 若 g 是 合 数 , 设 p 是 n 的 最 大 素 因 数 ， 且 nn 二 pz， 则 1<x<n。 因为 xz | mw 
且 (nsn 一 1) 二 1, 所 以 ， zn 一 2. 

则 理 ，z 和 "一 2. 

若 请 和 z 不 同 ， 则 刀 和 z 均 在 (* 一 2)! 王 1X2X…X(z 一 2) 中 的 "一 2 项 因数 中 
出 现 ,所 以 ， 

n=px|(n 一 2)1, 即 n(n 一 DD|(n 一 D1. 

结论 成 立 . 

若 p=zx, 则 n=p?. 

因为 n>>4, 则 p>2， 于 是 有 p*2p. 

又 因为 (2p,n)= 二 p,《n 一 1,n) 二 1, 所 以 ,2p 关 n 一 .于 是 ,2p<n 一 2, 且 志和 2p 均 
在 (n 一 2)! = 二 1X2X…X(n 一 2) 中 的 一 2 项 因数 中 出 现 . 从 而 2 1(n 一 2)!1, 即 有 
n(n 一 1)1(n 一 1)1. 结论 成 立 . | 


例 11 《2006 年 泰国 教学 奥 林 丐 克 题 办 表示 第 个 素数 ， 求 3 pi! 除 以 
ke2 


2550 后 所 得 的 余数 . 

解 ” 用 pln) 表示 小 于 或 等 于 的 与 n 互 素 的 自然 数 的 个 数 [如 p(5) 三 4, 小 于 或 
等 于 5 的 自然 数 中 1,2,3,4 与 5 互 素 ]. 

由 于 2550 二 2X3X5* X17， 首先 考虑 灸 天 2，3，5，17 时 ， 胡 一 模 2550 的 


0 


情况 . 
因为 P(5) 一 4,(5, 思 ?一 1, 所 以 ,由 费 马 小 定理 知 51 (pi 一 1). 
又 产 一 1=(p4 一 DCps 十 DD (成 十 1), 且 或 者 41(p4 一 1) ,或 者 4|( 加 十 1), 则 当 上 > 
1 时 ,161(pt 一 . 

因此 ,20| (pt 一 1). 

又 因为 8(2) 一 1,p(3) 一 2,9(52) 一 5X4,9(17) 一 16, 所 以 ,由 欧 拉 定理 知 

-1=1(mod 2) ,pt -1!=1(mod 3)， 

pH-!=1(mod 57), pt 7!=1(mod 17). 

因此 ,四 -和 1(mod 2550). 

其 次 考虑 名 一 2,3,5,17 的 情况 


2550 
因为 2 一 户 ,而 所 求 为 包 诬 -, 所 以 ,无 须 考虑 名 一 2 的 情况 . 
一 一 一 人 : 


离 西学 淤 否 王 性 涟 油 巾 渡 交 0 


又 知 3 二 pz，5 一 ps，17 二 pr， 为 简明 起 见 , 记 A= 埃 -，，B= 堆 1，C 一 p-. 
经 简单 的 计算 便 知 ， 

A=1, 0, 1, 1 (mod 2, 3, 5°, 17), 

=: 1, 0, 1 (mod 2, 3, 5:, 17), 

C=1, 1, 1, 0 (mod 2, 3, 5:, 17). 

[ 注 : A 二 1,0,1,1(mod 2,3,5? ,17) 表 示 A 对 2,3,5? ,17 分 别 取 模 余 1,0,1,1. ] 
因此 ,A 十 B 十 C==2Cmod 3,5?,17). 

故 A+B 二 C=2Cmod 3X52X17). 

又 因为 A 二 +B 十 C 寺 3 三 1(mod 2), 所 以 ,由 中 国 剩 余 定 理 知 
A+B+C=2+3X5:X17(mod 2X3X52X17). 


条 豆 兴 潍 车 也 帐 滋 并 呈 并 交 0O 


2550 
综 上 , 》) 硼 -: 生 (2 十 3X5X17) 十 (2550 一 人生 1273(mod 2550). 
ke2 


例 12 〈2006 年 意大利 国家 队 选 拔 考试 题 ) 对 于 每 个 正 整 数 n，A, 表示 由 正 整 
数组 成 的 集合 ， 其 元 素 a 满足 a<n,n| (a" 十 1). 

(1) 求 所 有 正 整 数 n， 使 得 A, 非 空 ; 

(2) 求 所 有 正 整 数 n， 使 得 | A, | 是 非 零 的 ， 且 为 偶数 ; 

(3) 是 否 存在 正 整数 >， 使 得 | A, | =1307? 

解 (1) 车 4|n, 则 a" 十 1 三 1 或 2Cmod 4), 从 而 ,站 (a" 十 1)， 

若 2hn, 则 当 a=n 一 1 时 ， 

(n 一 1)" 十 1 二 (一 "十 1 二 0(mod n). 

若 21n 且 存在 率 数 pjn,p 三 3(mod 4), 则 对 任意 的 a, 都 有 PCa? 十 1). 从 而 ,让 
(a" 十 1)。 

若 对 任意 的 奇 素数 pln 且 思 二 1(mod 4), 下 面 证 明 :对 任意 的 素数 p 三 1(mod 4)， 
存在 整数 a, 使 得 

pr l(a +1). 

显然 ,存在 a, 使 得 pl (a 十 1). 

对 a 归纳 . 

当 a 二 1 时， 结论 显然 成 立 . 

假设 当 a=k 时， 结论 成 立 . 

当 a=k 十 1 时， 


Cd 一 20 一 1 二 (一 o9 半 十 (一 at 二 -二 (aorodr 


a2 十 1 1 一 (一 0224 
又 (一 a?)* 王 1(mod ,所 以， 


2 十 1 


Paw +1 

又 六 |(a 十 DD), 则 p11(a 十 1). 
设 "一 立 六 , 则 存在 a, 使 得 

Pp I(tDG=1, 2,.,k). 

从 而 , 季 | (ar 十 1D. 


故 w|(ar+D 或 | [(e 号 ) +1]. 


上 
综 上 ， 当 n=2 [[ 加 且 户 王 1 (mod 4), ai 之 1 或 n 为 奇数 时 ， 满 足 条 件 . 


(2) 车 nn 为 奇数 ， 设 5 二 n 一 a。， 则 
nl(a"+l)en| ( 妨 一 1). 


直 
设 n= 工区 ,六 一 D = ad. 
由 费 马 小 定理 得 p;| (好 一 一 1) ,所 以 ， 


如 ( 甸 一 1 二 记 | (一 1) pl (6 —l). 
又 pl — D0 =kpi+1kEL) 


HPT 1= (kp;+ DY —1= bl 1 (kpi)’. 
显然 ， 当 j 之 2 时 ，C4 -中心 的 次 数 之 a; 一 2 当 j=1 时 ， Ch-! =pr!. 
从 而 ,pi| (6 一 D>pr | (6 一 D>pr | (6 —1). 
因此 ,加 | (一 1)SSp;| (61 一 1), 其 中 ,后 者 在 (mod p;) 中 有 d 个 解 . 
所 以 ,外 三 1(mod 交 ) 在 (mod pr) 中 有 dip” "个 解 (i==1,2,…,k). 


kk 
由 中 国 剩余 定理 的 推广 ,可 知 厂 三 1(mod n) 在 (mod n) 中 有 [[ aipf"! 个 解 ， 其 


为 奇数 . 


车 2 上 ns nCa" 十 DD, 则 nn|[Cm 一 a)" 十 1]. 
若 n>2, 则 |A, | 为 偶数 . 
车 n=2, 则 |A, | 为 奇数 . 


(3) 设 x=21[ 加 ，* 一 22， 则 
i=l 
P|[(—a?)’—1], 


次 豆 达 潍 慰 五 性 溢 江 加 入 交 O 


郊 瑟 可 涤 否 丘 性 渗 沿 加 站 交 O 


从 而 , pi | [( 一 a) 了 一 1]. 
显然 ， 上 式 中 的 a (mod p;) 的 解 有 偶数 个 . 
又 21 130， 有 &A 一 1， 从 而 ，z 一 2 太 . 
车 a 之 3 则 产 |130, 矛 盾 。 所以，a<2. A 
车 a=2， 则 p1130, 从 而 ，p 二 5 或 13. 
当 p=5 时 , n 二 2X5?= 二 50<<130, 矛盾 . 
当 p=13 时 , n 二 2X13? 二 338， 有 
132: |(a™ 十 1)=>13| (a? 十 1)， 
则 共有 2X13 一 26 个 解 满足 要 求 ， 矛 盾 . 
若 a=1; 2p| (a* 十 1) ,从 而 ， 
pl(a*+1)=>pl(a:+1), 
则 共有 2 个 解 满足 要 求 ， 矛 盾 . 
所 以 , 不 存在 n€EZ+， 使 得 |A, | 二 130. 


【模拟 实战 】 


1， (1978 年 罗马 尼 亚 数学 奥林匹克 题 ) 设 mr 和 n 是 自然 数 ， 满 足 ， 对 任意 自然 数 n， 
11k 一 1 与 m 和 11k 一 1 与 n 具 有 相同 的 最 大 公约 数 。 证明 存 在 某 个 整数 :， 使 得 
m=11‘n. ! 

(1990 年 列宁 格 勒 数学 奥林匹克 题 》 设 下 (z) 为 整 系数 多 项 式 , 今 知 对 任何 整数 nn， 
Fln) 都 可 以 被 整数 a ,as;…,aw 之 一 整除 ”证 明 可 以 从 这 些 整 数 中 选 出 一 个 数 
来 ， 使 得 对 任何 n, "FCn) 都 可 以 被 它 整 除 . 

《1975 年 美国 纽约 数学 奥林匹克 题 》 设 整数 a,，5b，c，d 的 最 大 公约 数 为 1， 试 
问 : ad 一 pc 的 任何 素 约 数 都 是 a 与 c 的 约 数 的 必要 且 充 分 条 件 为 ， 对 每 个 整数 m， 
an 十 6 与 cn 十 d 都 互 素 ， 对 否 ? 

，《〈]1990 年 国家 集训 队 测试 题 ) 能 否 找到 含有 1990 个 自然 数 的 集合 S， 使 
(1) S 中 任意 两 数 互 案 ; E 
(2) S 中 任意 € (之 2) 个 数 的 和 为 合 数 . 

(2008 年 美国 数学 奥林匹克 题 ) 证 明 对 任意 正 整 数 >， 总 存在 两 两 互 素 的 大 于 1 
的 整数 ho，k1，，…，k,， 使 得 kok…k, 一 1 可 表示 为 两 个 连续 整数 的 乘积 

，(1955 年 第 15 届 美 国 普 特 南 数学 竟 赛 题 ) 是 否 存在 1000000 个 连续 整数 ， 使 得 每 
一 个 都 含有 二 重 的 素 因 子 ， 即 都 能 被 某 个 素数 的 平方 所 整除 . 

、(1982 年 第 11 届 美 国 数学 奥林匹克 题 ) 证 明 存在 一 个 正 整 数 &， 使 得 上 多 2" 十 1 对 
每 一 个 正 整数 n， 均 为 合 数 . 


~ 
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8，(IMO - 30 试题 ) 证 明 : 对 任意 正 整数 ">， 存 在 > 个 连续 正 整 数 ， 它 们 都 不 是 素数 


的 窜 

9， 设 FCz) 为 整 系数 多 项 式 ， 已 知 对 任何 整数 :xz，F(z) 都 能 被 整数 21，a:，…，a。 
之 一 整除 证明， 可 以 从 这 些 整数 中 选 出 一 个 数 来 ， 使 各 对 任何 w>，FCz) 都 可 以 量 
被 它 整除 . 


交 互 可 涟 村 生 性 海江 回 六 关 DO 


第 十 四 童 ” 二 次 剩余 


【基础 知识 】 


二 次 剩余 的 出 现 源 自 解 二 次 同 余 方 程 

ax’ 二 bz 十 c 夺 0(mod p)， 人 
其 中 为 奇 素数 ，p 信 a. 

若 要 对 @ 进 行 求解 ， 则 将 它 两 边 同 乘 以 44a， 同 加 上 姑 ， 配 方 得 : 

(2az 十 0 三 六 一 4ac. 

令 y 一 2az 十 0 则 六 三 忆 一 4ac(mod 力 ). 显然 这 个 同 余 方程 与 DO 同时 有 解 或 无 解 . 
于 是 ， 就 只 须 讨论 形 如 三 d(mod p) 的 同 余 方 程 ， 注 意 到 当 pld 时 ， 上 式 只 有 zx 三 
0(mod p) 这 一 解 ， 所 以 ， 以 后 恒 假定 如 让 4， 这 样 便 引进 了 二 次 剩余 . 

定义 1 设 素 数 p 二 2，d 是 整数 ，p 个 4， 如 果 同 余 方 程 z 二 dlmod p) 有 解 ， 则 
称 4 是 模 p 的 “二 次 剩余 ”( 亦 称 平方 剩余 ); 若 无 解 ， 则 称 d 是 模 p 的 “ 非 二 次 剩 
余 ” 

例如 ， 取 p=5， 那么 d 三 1, 一 1(mod 5) 是 模 5 的 二 次 剩余 ; 取 p=11， 那么 d 三 
1，3，4，5，9 (mod 11) 是 模 11 的 二 次 剩余 ， 一 般 地 有 以 下 结论 ， 


定理 1 在 模 思 的 一 个 简化 剩余 系 中 ， 恰 有 个 模 p 的 二 次 剩余 ，2 卫 :个 模 
思 的 非 二 次 剩余 此 外 ， 若 d 是 模 p 的 二 次 剩余 ， 则 同 余 方程 三 d(mod p) 的 解数 
为 2. 
事实 上 ， 只 要 取 模 p 的 绝对 最 小 简化 剩余 系 
一 1 = 1 
2 tl ©® 
来 讨论 ，d 是 模 p 的 二 次 剩余 当 且 仅 当 
寻 (- 绽 ],(- 寺 34 CD5Pi (她 一!) 或 (好 1) (mod 及， 
由 于 (一 站 ?三 六 (mod 力 , 所 以 4 是 模 p 的 二 次 剩余 当 且 仅 当 
d= 2 …， (好 1 一 1) , (好 1) (mod p). 


© 


上 式 给 出 了 模 的 全 部 二 次 剩余 ， 共 有 + 个 ， 由 于 模 p 的 简化 剩余 系 有 力 一 1 
个 数 ， 所 以 另外 的 2 个 数 必 为 模 思 的 非 二 次 剩余 . 


当 4 是 模 记 的 二 次 剩余 时 ， 注 意 到 1<i<j<23J4 时 ， 沽 产 《mod p), 结合 @ 


知 , 必 有 唯一 的 i,1<i<23 ,使 z=i(mod 加 是 导 =d(mod p) 的 解 ， 进 而 推出 


在 简化 剩余 系 四 中 有 且 仅 有 z 三 土 iCmod 思 ) 是 z? 二 4d(mod p) 的 解 ， 即 同 余 方程 z/ 三 
dlmod p) 的 解数 为 2， 定 理 得 证 . 


需要 指明 zz 从 能 取 {0,1 ,2 ，,…, (了 21) ) 共 2 了 十 1 个 值 , 即 模 p 的 完 系 中 有 
t1 个 二 次 剩余 . 
我 们 关心 的 是 ， 对 于 什么 样 的 4， 它 是 mod p 的 二 次 剩余 


定理 2 ( 欧 拉 判别 法 ) 
设 素数 p>2，p 个 d， 那 么 ，d 是 模 p 的 二 次 剩余 的 充 要 条 件 是 


dT =1(mod p)} @ 
d 是 模 p 的 非 二 次 剩余 的 充 要 条 件 是 
T=—1(mod p). © 


事实 上 ， 首 先 可 证 明 对 任 一 4d，z 十 d， 式 @ 或 @ 有 且 仅 有 一 式 成 立 ， 由 费 马 小 
定理 知 dr”"! 三 1(mod p), 因而 有 (d 宁 一 1)(d 和 十 1) 二 0(mod p)， 由 于 素数 p>>2 及 
(d 叶 一 1，d 字 十 1)12, 所 以 推出 @ 或 @ 式 有 且 仅 有 一 式 成 立 . 

下 面 讨论 d 是 模 p 的 二 次 剩余 的 充 要 条 件 是 @ 成 立 ， 先 看 必要 性 . 

若 d 是 模 p 的 二 次 剩余 ， 则 必 有 zo 使 得 

d 三 zf (mod 加 ,因而 有 zx! 二 4 所 (mod p). 

由 于 pd， 所 以 加 让 ze ， 由 费 马 小 定理 知 

d 交 二 xz! 二 1(mod p)， 必 要 性 得 证 . 

再 看 充分 性 ， 设 @ 式 成 立 ， 这 时 必 有 p 个 4， 考 虑 一 次 同 余 方 程 a 二 b《mod p)， 
由 phd 知 对 于 由 @@ 式 给 出 的 模 p 的 简化 剩余 系 中 的 每 个 j， 当 a=j 时 ， 必 有 唯一 的 
Z 一 石 属于 简化 剩余 系 @ 使 得 at 三 b(mod 力 ) 成 立 . 若 d 不 是 模 p 的 二 次 剩余 ， 必 有 
j 关 zx;， 这 样 ， 简 化 剩余 系 @ 中 的 p 一 1 个 数 即 可 按 j，z; 一 对 ， 两 两 分 完 ， 因 此 有 

d 守 二 (p 一 1)1 二 一 1(mod p) (利用 了 Wilson 定理 ). 

但 这 与 @ 矛 盾 ， 所 以 必 有 某 一 j。， 使 jo 二 xj, ， 从 而 d 是 模 p 的 二 次 剩余 ， 充 分 


沿 百 党 潍 全 卫 性 洋 洗 同 江 奖 O 


次 可 这 涟 层 卫 惊 潍 测 同和 渤 交 O 


性 得 证 . 
这 样 便 完成 了 对 欧 拉 判 别 式 的 推 证 . 
定义 2 设 素数 p>>2， 定义 整 变数 4 的 函数 


( 允 )= 1 一 2 当 4 是 模 户 的 非 二 次 剩余 ; 
0, 当 pla. 


则 把 (全 ) 称 为 Legendre 符号 ， 由 上 述 定理 2， 则 可 以 立即 推出 ，Legendre 符号 具有 
以 下 性 质 ， 


) [se 的 二 次 剩余 ; 


《和 (二 )=1,( 子 )=c 一 D 呈 ， 


Gw ( 几 ) 一 (到 ) (全 ) 
【典型 例题 与 基本 方法 】 

例 1 (第 5 届 香 港 数学 奥林匹克 题 ) 设 记 是 满足 p 三 1C(mod 4) 的 奇 素 数 ， 计 算 
名 [各] 的 值 ， 其 中 (2) 二 < 一 [z], [为 不 起 过 的 最 大 台数 

解 ” 注 意 到 (一 k)? 三 (p 一 和 ?三 用 (mod 力 ). 

著 妇 三 产 (mod 力 ， 其 中 1<z,y<2 卫 1, 则 


(Xx—y) (zt+y)=0(mod p). 
由 于 1<zx 十 y<p, 所 以 ,zx 二 y. 


这 表明 上,2:,…, (2 所!) 是 模 p 的 二 次 剩余 


因为 p 二 1(mod 4)， 由 欧 拉 准 则 (也 )==( 一 D 守 二 1(mod 力 ) 知 ， 一 1 是 模 p 的 
二 次 剩余 . 


由 ( 蔚 )=( 忆 )( 生 ), 得 6 是 模 的 二 次 剩余 的 充分 必要 条 件 为 一 b= 一 


bmod p) 也 是 模 思 的 二 次 剩余 ， 所 以 ,集合 (了 ,2，…, (2 二:) | 在 模 思 意义 下 为 集 


合 (al, 一 al yaz* 力 一 az QI 力 一 0 } 
当 1<ai,p 一 a:<p 时 ， 有 
a a\_atp—a_ 
a 


于 是 ， 所 求 和 式 为 | 

例 2 (第 16 届 韩国 数学 奥林匹克 题 ) 设 m 是 正 整数 . 

(1) 如 果 2"* 十 1 整除 3” 十 1， 证 明 : 2™! 十 1 是 素数 ; 

《2) (1) 的 逆 命 题 是 否 成 立 ? 

证 了 明 (1) 设 g 一 2"# 十 1 

根据 题 中 的 条 件 ， 可 得 

3” =—1(mod q). 0 

由 此 可 知 ，(3,9) 一 1， 

将 式 @ 两 边 平方 ， 得 

3 =1(mod q). 

设 k 是 满足 3 三 1(mod gq) 的 最 小 正 整数 ， 那 么 ,& 是 2"+! 二 q 一 1 的 因子 . 

于 是 , 上 具有 2 的 形式 ， 其 中 是 某 个 满足 -<m 十 1 的 正 整 数 ， 假 定 r<m， 则 
3” 三 1(mod q)， 这 与 式 @ 矛 盾 . 

因此 , 必 有 r=m 十 1. 

. 另 一 方面 ， 由 欧 拉 定理 , k 是 p(q) 的 因子 , 于 是 , 2"*' 二 g 一 1 整除 p(q). 

由 于 gl(q)q 一 1, 可 得 pg(q) 二 gq 一 1. 

因而 ，g 是 素数 . 

(2) 设 g=2""' 十 1 是 素数 ， 则 

9g(q9)=g—1=2""!. 

由 于 9 之 5， 可 得 (3,9) 一 1. 由 费 尔 马 小 定理 ， 有 3w9 二 3”” 三 1(mod 9). 于 是 ， 

3 坚 一 3 三 士 1mod 9). ©® 

由 于 g 二 1(mod 4), 以 及 g==2(mod 3), 有 


(号 )=C 一 De ( 叶 ) 一 ( 生 ) 一 一 1 其 中 (去 ) 是 Legendre 符 号 


次 五 阅 东 否 下 必 海江 同 六 闻 0 


另外 , 由 于 一 1 一 (也 ) 王 3 (mod q) , 故 式 @ 的 什 应 取 一 1. 


因此 , g1(3” 十 1). 
这 就 证 明了 〈1) 的 逆 命 题 . 


a 


次 各 这 溢 辟 五 疏 潍 汪 加 条 将 O 


和 力 | (zi 十 za)(zi 一 zz)， 力 | (zi 十 zz). 5 
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【 解 题 思维 策略 分 析 】 


1， 适 时 运用 二 次 剩余 

例 3 (第 38 届 奥地利 数学 奥林匹克 题 ) 求 所 有 非 负 整数 a (a 二 2007), 使 得 
石 十 a 三 0(mod 2007) 恰 有 两 个 不 同 且 小 于 2007 的 非 负 整数 解 . 

解 ” 因 为 2007=3*X223， 所 以 ， 

ZX’ 二 a 三 0(mod 2007). 

在 模 2007 意义 下 的 解 的 数目 等 于 式 十 a 三 0(mod 9) 和 :z? 十 a 三 0(mod 223) 解 的 
数目 的 乘积 . 

因为 z? 志 0,1,4,7(mod 9) ,所 以 

当 aE{1,3,4,6,7} 时 , 妇 2 十 ao=0(mod 9) ,无 解 

当 aE{2,5,8} 时 ， 有 两 个 解 ; 

当 a=0 时， 有 三 个 解 . 

如 果 一 a€S={6;|6, 寺 六 (mod 223),0<b;<<223,i 二 1,2,…,111}, 则 

区 十 a 三 0(mod 223) 有 两 个 解 ; 

如 果 一 a & SU {0) , 则 无 解 ， 

当 a=0 时， 有 一 个 解 . 

因此 ， 原 同 余 方 程 有 两 个 解 时 只 可 能 是 zx? 十 a 三 0(mod 9) 有 两 个 解 ,x? 十 a 圭 
0(mod 223) 有 一 个 解 . 

设 4a==2236. 

因为 223 志 一 2(mod 9) ,一 2 是 模 9 的 二 次 剩余 ， 所 以 ， 一 5 也 是 模 9 的 二 次 
剩余 . 

于 是 , b 二 2，5，8. 

故 a 一 2X223 一 446，a 一 5X223 王 1115，a 一 8X223 一 1784. 

例 4 〈2004 年 新 加 坡 数学 奥林匹克 题 ) 求 有 序 整数 对 (a,6) 的 个 数 , 使 得 x? 十 
az 十 0 一 167y 有 整数 解 (z,y)， 其 中 1<a,b<2004. 

解 ” 先 证 明 一 个 引 理 . 

引 理 p 为 奇 素数 ， 当 工 取 遍 模 的 完全 剩余 系 时 ，x? 模 p 恰 能 取 到 0， 


1，…,p 一 1 中 的 2 个 值 
引 理 的 证 明 ; x 三 0(mod p) 时 , xz? 三 0(mod p). 


当 pz 时 ， 
车 zf 二 zi (mod p), Xz1 关 zz (mod p), 则 有 


所 以 ,二 一 zz (mod p). 

这 样 , 将 1，2，…，p 一 1 分 成 3 组 
Gp-D,2,p-D),…, (251, 寻 !1). 

同 组 数 的 平方 模 相等， 不同 组 数 的 平方 模 p 不 相等 
因此 ， 二 次 剩余 从 能 取 到 +2 一 2 和 个 值 . 


接 下 来 求解 原 题 . 

当 存 在 z+€Z, 使 x 十 ax 十 b==0(mod 167) 时 , 则 有 整数 解 (z,y), 即 

4z2 十 4az 十 40=0(mod 167)， 

好 一 40 王 (2z 十 a)2(mod 167). 

因此 ，a 取 一 个 值 时 ，a? 一 秘 取 模 167 的 二 次 剩余 . 

由 引 理 e* 一 委 模 167 能 取 到 84 个 不 同 的 值 ， 所 以 , 5 模 167 能 取 84 个 不 同 
的 值 . 

2004 


又 因为 20 叶 一 12， 故 每 个 a 对 应 84X12 个 满足 要 求 的 6， 因 此 ， 共 有 


2004X84X12 一 2020032 
个 有 序 整数 对 . 

数列 ao。，al，as，… 定 义 如 下 : 

对 于 所 有 的 &(k 之 0)， 

ao 一 2，at: 一 2q 一 1. 

2. 善于 运用 Legendre 符号 

例 5 《2002 年 第 10 届 土 耳 其 数学 奥林匹克 题 ) 找 出 所 有 的 素数 p， 使 得 满足 
0<r，y<<p， 且 三 x 一 x(mod p) 的 整数 对 (zr,y) 恰 有 对 . 

解 我 们 引 人 Legendre 符 号 (各): 


思 为 奇 素数 , (a, 力 ) 一 1; 
和) 全 ened 思 有 时 ， 
人 一 1, 当 zz 二 a(mod 力 ) 无 解 时 . 
注意 到 Legendre 符号 的 如 下 性 质 ， 
的: 的 = 人 的) 

—1)_ /1,p=1(mod 4), 
2 Ey 


离 互 浓 活 于 秆 性 注油 四 节 交 Oo 


离 互 党 苗 于 开心 洋 鹿 攻 芳 三 DO 


又 注意 到 定理 1， 即 注意 到 如 下 结论 : 
若 (a,p) 二 1,p 为 奇 素数 ,xz? 寺 a(mod p) 有 解 ， 则 它 有 且 仅 有 两 解 . 


事实 上 , 设 z 三 zx。 是 一 解 ， 则 x 圭一 zo 也 是 一 解 . 又 p 是 奇数 ， 则 zo 关 
一 zo《mod 力 ). 所 以 ， 至 少 有 两 解 . 


车 男 有 一 解 z1， 且 zi 关 zo ;zz 关 一 To《mod p), 则 
T= (mod p), 
《〈zo 一 ZU)(zo 十 ZU 一 0(mod p). 
所 以 ,p1(zo 一 zx1) 或 pl(zo 十 z1). 矛 盾 . 
因此 ， 仅 有 两 解 . 
下 面 证 明 原 题 . 
记 f(z)=z? 一 x, 则 f(z) 是 奇 函 数 . 
当 p=2 时 , 二 f(z)(mod p) 恰 有 两 解 (0,0), (1,0). 
ke = a 
当 p=3(mod 和 时 ,因为 (了 2)= (了 ) (全 ) 一 一 ( 呈 ) ,所 以 ， 
yy 三 f(z) 与 yy f(z) 三 f( 一 x+) 一 个 有 解 ， 一 个 无 解 . 


设 z=2，3，…， 3! 中 ，Y 三 f(z) 有 个 有 解 , 则 z== 寻 1, 寻 3,…,p 一 2 


中 ,三 /(z) 有 2 了 3 一 个 有 解 . 


所 以 ,z=2,3,…,p 一 2 中 ,二 f(z) 有 2 了 3 个 有 解 


又 由 引 理 它们 有 两 个 解 , 则 z=2,3,…,p 一 2 中 ,有 p 一 3 组 解 . 
当 工 =0,1,p 一 1 时 ,二 f(x) 三 0(mod p) 各 有 一 组 解 . 

所 以 ,共有 思 组 解 . 

当 p 三 1(mod 4) 时 ， 


a om y 
因为 (了 2) 一 (也 )( 允 ) 一 (各 ), 所 以 ,二 f(z) 与 二 了 (一 z) 或 同 有 两 个 解 或 
同 无 解 . 
设 z=2,3,…, 妈 3 中 ,Y 二 f(z) 有 个 有 解 , 则 二 好 ,3,…,p 一 2 中 ， 
六 三 f(z) 有 个 有 解 


疙 人 \ 和 


所 以 ,z==2,3,…,p 一 2 中 ,二 f(x) (mod 加 有 4 组 解 . 
当 z=0,1,p 一 1 时 ,y: 三 f(x) 三 0(mod p) 各 有 一 组 解 、 
所 以 ， 共 有 4 十 3 组 解 . 


但 p 关 和 继 二 3， 所 以 ，p 二 1(mod 4) 必 不 满足 条 件 . 
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综 上 所 述 ，p 二 2 或 2 二 3 (mod 4). 
例 6 〈2003 年 新 加 坡 数 学 奥林匹克 题 》 对 于 给 定 的 素数 p， 判 断 方 程 
好 十 到 十 加 z 一 2003 
是 否 总 有 整数 解 x>，?，z? 并 证 明 你 的 结论 . 
解 为 证 原 题 先 给 出 如 下 引 理 . 
引 理 ”每 个 与 1 模 4 同 余 的 素数 均 可 写 为 两 个 平方 数 的 和 . 


事实 上 ， 首 先 ， 引 入 Legendre 记号 (在 ) ,其 中 也 为 奇 素数 , 且 (a,， 力 一 1, 则 


让、 


GD 当当 二 a(mod p) 有 解 时 ， (£)=1; 


(iD 当 z? 二 a(mod 轧 无 解 时 , (名) 二 一 1. 
注意 到 Legendre 记号 的 如 下 性 质 ， 
b)- (2 
GD (£)* (#)=($): 
=l\_ 1,p=1(mod 4); 
2 ( p )= (Lis roy 4). 
因为 p==1(mod 4)， 故 (二 )=1 
所 以 ， 存 在 xEZ， 使 得 
ww 十 1 三 0(mod p). 
故 存 在 某 个 kk 之 1) ,满足 ww 十 1 二 kp, 即 存在 k(k 之 1) ,使 
kp=zx:+y (zr,yED). 


令 rz(mod 和，s=y(mod 忆 ,一 和 <ris< 各 , 则 六 十 # 二 攻 十 二 0Cmod 所， 
即 存在 EN, 使 得 

户 十 二 有 

从 而 ,Cr 十 53) (Cz 十 y*) 二 Rk， kp 二 kyk?p. 

又 (天 十 2)(z2 十 到 ) 一 (rz 十 sy)2 十 (ry 一 sz)2 故 

rrtsy\’) /ry—sr\’_ 

(2) 十 (2 二 于 ) 一 和 加 

由 于 rz 十 sy 二 x 十 YY 二 0Cmod 有)， 

ry—srt=xy— yzx=0(mod &), 


| 所 以 ， 全 六 与 Y 玫 都 是 整数 ， 从 而 ,hp 也 可 表示 为 两 个 数 的 平方 和 的 
二 tg 


离 互 阅 涪 否 括 性 省志 加 并 症 oO 


因为 hh 十? <<( 和 ) 十 (各) 一 生 ， 则 态 << 生 < 


故 只 要 1， 总 存在 一 个 <k， 使 得 pp 也 可 表示 为 两 个 数 的 平方 和 的 形式 . 
因此 ，pp 可 表示 为 两 个 数 的 平方 和 . “ 

下 面 证 明 原 题 . 

车 p 隆 2003 且 p 隆 2， 则 

(2003,2p)=1,(2003+2p,4p)=1. 

由 狄 利克 莱 定 理 知 ， 数列 {2003 十 2p 二 4pm} 包 含 无 限 多 个 素数 . 

取 其 中 任 一 个 gq 二 2003 十 4pno 十 2p. 

由 于 2003 十 4pno 十 2p 三 1(mod 4) , 故 

g=1(mod 4). 

由 引 理 可 知 , g 可 表示 为 zx? 十 y? 的 形式 (z,yEZ), 故 

Zz!+y :+p(—4no—2)=2003. 

取 z 一 一 4m 一 2， 即 有 

Zz: 十 十 pz 二 2003. 

车 p=2003, 取 x=y=0, z=1; 

车 p=2, 取 x=1, y=0，z 二 1001. 

所 以 , 方程 十 十 pz 二 2003 总 有 解 . 

注 下 面 给 出 狄 利克 莱 定 理 . 

狄 利克 莱 定 理 。 车 (a,5) 二 1, 则 {an 十 b} 包 含有 无 限 多 个 素数 . 


【模拟 实战 】 


1， 设 4 是 一 个 正 整 数 . 证 明 : 存在 无 穷 多 个 形 如 2 一 7 的 完全 平方 数 ， 其 中 4 为 
正 整数 . 

2. 不 存在 整数 z，y 使 得 z? 十 3zy 一 2 光一 122. 

3 不 存在 一 对 正 整数 zx，y 满足 3y 二 zx 十 zx. 


4.〈1) 证 明 ， 当 素数 p 一 4m 十 3， (和 )=1 时 ， 匣 一 土 on+! 是 必 斌 ac(mod 力 ) 的 解 ; 


(2) 当 p= Bmt5, ($ )=1 时 ， 求 忆 =a(mod 力 的 解 . 
。 证明: 有 无 穷 多 个 4 包 十 1 型 的 素数 : 
。 证 明 ， 有 无 穷 多 个 8k 十 1 型 的 素数 . 
.2004 年 国家 队 培训 题 ) 求 所 有 具有 如 下 性 质 的 函数 太 {1,2,…,n,…}->Z: 


A 


1 


(1) 若 a, 5 是 正 整 数 ， 且 alb, 则 f(a) 宇 f(6); 


(2) 车 a, 5b 是正 整 数 ， 则 f(ab) 十 f(a: 十 F) 二 f(a) 十 f(b). 员 

，(2008 年 国家 队 培 训 题 ) 求 出 正 整数 ”可 以 表示 为 两 个 互 素 的 整数 的 平方 和 的 充 是 宁 

要 条 件 ， 

， 设 是 奇 素数 ， 证 明 ， 一 1 是 模 p 的 平方 剩余 的 充 要 条 件 是 p 三 1 (mod 4). 孝 

0， 设 p>>3 是 素数 ，A, 表示 集合 {1,2,…,p 一 1} 中 两 两 不 同 的 ! 个 正 整数 的 乘积 之 4 

和 ， 即 的 

A1=1+2 十 … 十 (p 一 上 )， 数 

2 二 1*2 十 1 "3 十 十 (p 一 2)(p 一 1)， 背 

六 题 
At 一 (加 一 1)! 

证 明 ; 


(1) 当 1<L<p 一 2 时 ,Al 二 0(mod p); 

(2) 当 1<i<p 且 1 为 奇数 时 ，Al 二 0(mod p?). 

《2000 年 国家 集训 队 测 试题 ) 已 知 p 为 大 于 3 的 奇数 ，a>5 过 1 求证: 
%=C (mod p’). 


己 


唐 吾 市 潍 加 了 疏 涟 沁 回 入 闭 O 


第 十 五 章 高 斯 函数 [z] 


【基础 知识 】 


. 1 定义 : 设 zER, 则 [zj] 为 不 大 于 z 的 最 大 整数 ， 其 
图 象 如 右 所 示 . 

2， 函 数 [z] 的 性 质 ， 

《1) y 一 [z] 的 定义 域 为 实数 集 R， 值 域 为 整数 集 Z. 

(2) z=[zJ+r, 0<r<l1. 

(3) zx 一 1<[z] 和 z<[zx] 十 1. 

(4) ?> 一 [z] 是 广义 增 函 数 , 即 当 zi 委 z 时 , [xz] 过 
[zs] 成 立 : 

(5) 设 wxEZ, 则 [x 十 z]=n 十 [z]( 即 整数 可 以 外 移 或 内 移 ). 


(6 [ 鹤 ]> 加 [Ca] 特别 地 [nz] 之 7[z], 其 中 为 正 台数 


《7) 对 下 实数 三， …，z， 有 [站 及] 让 [a 特别 地 ， 对 正 数 z 及 正 束 
数 上 有 [z]>[z]",[z]>[ 迷 ]. 

(8) 对 正 实数 z， > 有 [ 守 ]< 扣 ]. 

(9) 设 "为 正 整 数 ， 则 [ 硅 ]=[[]]. 

《10) 对 整数 z,[ 一 +] 二 一 [z], 对 非 整 数 z,[ 一 z]= 一 [zj] 一 1. 

CH) 对 正 整 数 如 和 wn， 不 大 于 mm 的 的 倍数 共有 [至 ] 个 . 


(12) 函数 {z} :{z} 定 义 为 实数 z 的 正 的 纯 小 数 部 分 ， 
即 {z} 一 z 一 [z]. 其 图 象 如 右 所 示 . 

2 一 {z} 还 有 如 下 一 些 性 质 : 

{xz} EL0,1); 

{z} 是 以 1 为 最 小 正 周期 的 周期 函数 ; 


{n 十 Zz} 三 {zx} ,(n 为 整数 ). 


【典型 例题 与 基本 方法 】 
例 1 (第 9 届 美 国 数学 洲 请 赛 AIME 试题 ) 设 r 是 实数 且 满 足 条 件 : 
,1971,r., 20 FE 
[+ 100J™ [+ 侈 ]+[+ 疗 |+ 7 [++ 100] SR 
求 [100r]. 


91 - 
解 设 [ 门 = m 且 设 [r+ 赵 ] [+ 名 ],… [下 证 ] 中 有 下 个 为 a 二 1,73 一 A 
个 mn,(O<kA<73). 
于 是 按 题 意 ， 有 (73 一 和 Dn 十 kCn 十 1) 一 546, 即 n 一 ?十 中 二 ,所 以 人 一 35,n 一 7. 


这 样 便 得 十 欧 <s， r 十 号 >8， 即 743 生 100~ 一 744. 

故 [100r]=743. 

例 2 (第 17 届 全 俄 中 学 生 数学 竞赛 第 3 阶段 试题 ) 证 明 : 对 任意 的 自然 数 n， 
数 1 十 [(3 十 V5)"] 被 2" 整除 . 

证 明 设 z,= 二 (3 十 V5)" 十 (3 一 V5)",n 之 1, 则 

zt2=[(3+Y5)+ (3—V5)] * [C3+Y5)" 十 (3 一 V5)"+] 一 [(3 十 V5)。(3 一 
V5)" 叶 十 (3 一 V5)(3 二 V5)"+ 引 一 6zofl 一 4zny 

即 ze+: 一 6zo+l 一 4ze(m 之 1). (Cx) 

因 x 二 6，zs 二 28， 都 是 整数 ， 由 〈 * ) 知 所 有 z, 都 是 整数 . 

又 因 0<3 一 /5<1, 则 

z=(3+V5)"+(3—V5)"=1+[(3+V5)"]. 

现 用 数学 归纳 法 证 明 z, 被 2" 整除. 

当 n=1 和 n= 二 2 时 ,命题 成 立 . 

假设 n=k 和 ?一 上 十 1 时 命题 成 立 ， 即 zi ==2:p，zth 二 2+11p， 其 中 ，p，g€EN. 

由 (* )zhrz 二 2+1?(3p 一 q), 即 zi4s 被 2 人 +: 整除 ， 因 此 命题 得 证 . 

例 3 (2003 年 克罗地亚 国家 数学 竞赛 题 ) 对 于 所 有 素数 p 和 所 有 正 整 数 n 

之 p)， 证 明 ，C? 一 [至 ] 能 被 整除 . 
证 明 用 NN 表示 n,n 一 1，…，n 一 p 十 1 中 唯一 可 能 被 p 整除 的 整数 ， 那 么 ， 


3] E 


资 互 浓 海 于 十 性 涟 沿 加 并 症 O 


离 本 六 济 于 手心 泗 水 同 共 沽 Oo 


"Nt DN D ptD_N 
p! p 中 
一 六 [ro 一 D…CGNHDGN-D…orp+D 一 CD 入 OO 
数 m 7 一 1，…，N 十 1，N 一 1，…，n 一 十 1 模 思 不 余 零 ， 且 余数 各 不 相同 . 
因此 ， 它 们 的 积 为 
mn 一 D…(N 二 DCON 一 D…(n 一 十 D) 王 (一 D)1 (mod p). 
这 就 意味 着 式 D 中 括号 里 的 表达 式 能 被 尹 整 除 ， 因 此 ， 数 


A nD NDNCN— Dn—ptl)_ Np—D! 
p p 


也 能 被 p 整除 《因为 它 是 式 中 中 括号 内 表达 式 的 训 信 ). 
作为 一 个 素数 ，p 和 (p 一 1)! 互 素 ， 因此 ， 数 
1 
G-[¥]-wdsi:4 
能 被 p 整除 . 
例 4 求证 : 在 m1 的 素 因数 分 解 式 中 , 素数 p 的 指数 是 [ 丈 ] 十 [六 ]+ 


[ 匣 ]+…+[ 才 ]"<n<p"*). 

证 明 ”由 于 思 是 素数 ， 因 此 1 中 含 思 的 指数 p(n1) 一 定 是 1，2，…,n 一 1, nt 
各 数 中 所 合 p 的 指数 的 总 和 ， 易 知 ，1，2，…， 中 有 [如 个 的 代数 ， 有 [ 菇 ] 个 
万 的 倍数 ，…， 所 以 

zw)==[ 双 ]+[ 苗 ]+ 

此 例 说 明 : n! = 二 pr””。M, 其 中 M 不 含 p 的 因数 . 例如 ， 由 于 

7(20001) 一 [ 29 | 十 [ 2080]+… 一 285 二 40+5 一 330， 


则 20001 一 7s。M， 其 中 7 十 M. 
例 S ， (1981 年 美国 数学 竞赛 题 ) 对 自然 数 n 和 一 切实 数 z， 求证 ; 
tp 里 + 外 + 


证 明 用 数学 归纳 法 ， 为 叙述 方便 ， 设 
A [+ 


CD 当 x 一 1 时 ，[nz] 一 [z],4, 一 [一 [z]. 原 不 等 式 成 立 . 


(2) 假设 当 k<n 时 ， 原 不 等 式 成 立 ， 即 已 证 
Ai 和 [z],4A: 和 [2z],…,A， 委 [(" 一 1D)z]. 


由 于 A 一 Ae1 ==[ 铝 ], 则 kA 一 kA 一 [hz] 

邻 k=1,2,…,nn, 得 

nA,—nA.-1=[nz], 

(一 1)A，: 一 (一 1)A，: 一 [(> 一 1)z]， 
2A:—2A1=[2z],A! =[z]. 

两 边 分 别 相 加 ,得 

nh Ast Aot eA [ej Ea] [nl 


即 nA, 王 [z] 十 [2z] 十 … 十 [(m 一 1)z] 十 [nz 十 A 十 A :十 … 


由 归纳 假设 知 
mnA,<[z] 十 [2z] 十 … 十 [(* 一 1)z] 十 [zz], 
例 6 (CMO-6 试题 ) 求 所 有 自然 数 n， 使 得 
min(#+[ 芒 ])=1991(nEN). 

解 ” 题 给 条 件 等 价 于 : 对 一 切 AEN， 

十 (n/k?)>1991, 

且 存 在 &EN, 使 得 十 (n/k?) 二 1992. 

而 Q@ 等 价 于 对 一 切 kEN， 


一 1991k? 十 n 之 0， 即 (k* 一 1991/2)? 十 n 一 


1991° 
4 之 0. 


因 [V199172]=31, 而 3 一] 一 一 请，32: 一 ] 和 一 多 ， 
故 上 式 左 边 在 一 32 时 最 小 ， 因 此 〇 等 价 于 

n>1991 * 32: 一 324 一 1024。967. 

又 @ 等 价 于 存在 kEN,， 使 (k? 一 996)? 十 n 一 996?<0. 

上 式 左边 亦 在 二 32 时 最 小 ， 故 @ 等 价 于 
nm<<1992。322 一 324 一 1024。968. 


故 所 求 的 一 切 ”为 : 1024。967<n<1024 * 967 十 1023 (rzEN). 


二 Az 二 Al. 


Se 


例 7 (2005 年 巴尔干 数学 奥林匹克 题 ) 设 m,n 是 互 察 的 正 整 数 ， 且 m 为 偶 


阁 扣 兴 洋 全 也 站 洋 沁 加 站 浅 O 


部下 党 入 亚 玫 性 活活 加 并 症 D 


数 ， nn 为 奇数 ， 证 明 : 和 南 十 吕 C-DE9] [号 } 不 依赖 于 m， n， 其 中 [zj] 为 不 超过 
工 的 最 大 整数 ，{z} 一 z 一 [z], 空 项 的 和 为 0. 
证 明 ”我 们 证 明 


So ujmK\l_1_ 1 
S 一 站: DIS]{ 合 }= 亏 去 . 


这 表明 ， 所 给 的 和 等 于 二， 


为 方便 计算 S， 对 任何 AE (1,2,…,n 一 1), 记 mk==n[ 瑟 ]+rs, 其 中 mE (1， 
2，…m 一 1]). 


可 以 导出 : 
(1) 由 于 m,n 互 素 ， 故 x 是 互 不 相同 的 .于 是 ， 
{risresee ra)}={1,2,0 ,nO—1)}. 


(2) {全}=24=12,…nD. 


n 


(3) 由 于 严 是 偶数 ，" 是 奇数 ， 则 [ 2 ]=r (mod 2)， 
于 是 ,( 一 D[*]=( 一 D% (一 1,2，m 一 1). 


1 5 1 总 TI 
i 4 
因此 , S nt Dr nt DD 二 二 训 一 识 : 


【 解 题 思维 策略 分 析 】 


1， 运 用 函数 [x] 的 性 质证 明 含 [f(n)] 的 恒等式 .不 等 式 
例 8 (1987 年 第 19 届 加 拿 大 数学 竞赛 题 ) 对 每 一 正 整 数 n， 证 明 
[Vn 十 Vzx 十 可 =[V4n 干 训 =[V4x 干 人 =[V47 干 3]. 
证 明 设 x 为 正 整数 , 且 zx? 二 4n 十 1. 

车 z 为 偶数 ， 则 z= 二 4m 二 4n 十 1， 因 而 

mnt1. 

=4m 之 dn 十 4>4n 十 3. 

同样 有 x?>>4n 十 2. 

车 工 为 奇数 ， 则 

z=4m+1>4nt+1. 

同样 有 xz 之 4n 十 3. 


特别 地 ， 取 z 一 [V 反 十 1] 十 1， 则 有 
| 274 


EMV4z* 干 本 十 1> Vin+3> Vint+l>[V4nT1], 
所 以 [Vn 和 3]=[Mn 二 1]， 
从 而 [Vn 十]=[M4n 十 2]=[Vn 二 3]. 
另 一 方面 ， 
Wnt/nTD)? 一 2z 十 1 十 2VmCz 于 1 之 2 十 1 十 2m 一 42 十 1， 
(VE 二 VF 二 1D):<2n 十 1 十 2(z 十 1) 一 42 十 3. 
所 以 有 4n 十 1<<Wn+Vn 二 1?<4n 十 3, 即 


W/mnTI<IVat/nt lI]<MinT3]. 

于 是 有 

VaanFl]=[VirTt1]=[MVnt2]=[V4nt3]. 

例 9 (1994 年 第 12 届 美国 数学 邀请 赛 题 对 实数 z,[z] 表 示 不 超过 z 的 最 大 
整数 ， 求 使 [log:1] 十 [log:2] 十 [log:3] 十 … 十 [log: 站 一 1994 成 立 的 正 整 数 n. 

解 令 S, = Plog 

注意 到 ， 对 非 负 整 数 ， 有 2 个 正 整 数 z， 使 [logzz] 二 &, 即 二 2 ，2* 十 1，…， 
2+t1—l, 

所 以 ， 对 正 整 数 r"， 有 

Sxy-i 一 0 十 (1 十 1) 十 (2 十 2 十 2 十 2) 十 … 十 [Cr 二 1) 十 Cr 一 1) 十 … 十 (r 一 1)] 


一 1。2 十 2。22 十 … 十 (r 一 1)。 2 一 
一 (r 一 D)。2" 一 (2 一 2) 
一 (r 一 2)。2" 十 2. 
令 r 一 8， 得 Sxss 一 1538<<1994， 
令 r=9, 得 Ss 二 3586>>1994. 
因此 ， 如 果 S,=1994， 那 么 2 一 1<n<2? 一 1， 
1994 =S,=Szss 十 (n—255) * 8 二 1538 十 8n 一 255X8 二 8n 一 502. 
所 以 n= 二 312. 
例 10 (1981 年 第 44 届 莫斯科 数学 奥林匹克 题 ) 试问 : 对 zx 之 1， 下 面 的 等 式 
[WEY]=BWVYz] 
一 定 能 成 立 吗 ? 
解 ”由 函数 [o] 的 定义 得 


WY/zJ/NELWYIEI I. : 
- pr z 


离 瑟 说 姻 否 开心 涤 沿 加 六 将 O 


梁 吾 党 洋 贫 五 性 洋 洒 同 讨 交 O 


设 Yz]=n, 则 有 wz 过 (n 十 D4, 从 而 
7m2<VZ< Cn 十 1)?， 
亚 <[Vz]<(z 十 1D)?， 
ns [Vz]<x 十 1， 
n<MEVa]<* 十 1， 


因此 [WLW 本]=n. 于 是 WW[Y2J]=[MYz]. 
例 11 (CMO-23 试题 )》 给 定 正 整数 z， 及 实数 盖 委 zz 委 … 委 m ， 之 w 之 … 之 


ys， 满足 Da = Di 

证 明 ， 对 任意 实数 a， 有 Dre]l> Dy], 这 里 ，[8] 表 示 不 超过 实数 8 的 
最 大 整数 

证 法 1 我 们 先 证 明 一 个 引 理 . 

引 理 。 对 任意 实数 和 正 整数 +， 有 .3 Ci] < xu] 


引 理 的 证 明 ， 只 需要 将 [ia] 十 [Cn 一 i)a]<[naj 对 i 二 1，2，…，n 一 1 求 和 即 得 . 

回 到 原 题 ， 我 们 采用 归纳 法 对 n 进行 归纳 . 

当 n=1 时 显然 正确 . 

假设 n=h 时 原 命题 成 立 ， 考虑 一 4 十 1， 令 a 一 三 十 名 zpns 扩 二 y 十 全 yn， 
其 中 i 二 1，2，…，k。 显 然 我 人 有 a1<as 壹 …<ah， bh 之 by 之 … 之 by， 并 且 通过 计算 
得 知 D3 = Didi, 由 归纳 假设 知 > or[iz] > 2 6 Lie]. 

又 thtl 之 yt1， 否 则 车 zx <yrr， 则 

TIST 委 …<zrH<yrs 和 … 和 msn， 


A 


Lan 
由 已 知 有 2 iz; 一 i ， 了 矛盾 ! 从 而 


名 = Pale] = a {[(&+ Da 一 主 >ca]) 
> 人 [+Daq 一 全 


本 yc]— Pare], 


证 法 2 记 各 =z 一 y， 则 有 过 mw 之 …<z 且 站 这; 一 0, 只 需要 证 明 
i=l 
pp zi[iz] 之 0. 


0 一 Bi,— bp 2 = Bs Bi 


和 1 


于 是 Bafa] = Bes Da Da] 


ns > 
= Zh] Bh ie] 


-ai | 
j=2 imj > 
故 @ 转 化 为 只 要 证 明 对 任意 的 2<j<n， 
DLia] ple 
名 一 > 台 
2 Di 


Ca] re] 3 各 co 


@e 二 一 > 与 
2 i Zi Ss 
故 只 需要 证 明 对 任意 的 k> 1， 有 


由 此 可 得 Sata] 之 SyLal, 由 归纳 法 知 原 命题 对 任意 正 整 数 n 均 成 立 . 


O 


: 
今 Al=z As 二 2 一 ZA 二 一 则 zi 二 24;(1 志 i 志 n)， 所 以 
名 


离 五 这 阁下 理性 活 油 加 站 症 O 


ee 


诸 本 党 注 导 五 翌 泣 潭 同和 这 六 O 


3 #=1 A=l 


证 1 
而 上 述 不 等 式 等 价 于 
[C 十 Da] 。 乞 > 呈 [as 明 Cu+Da- [io] 一 [十 1 一 Da) 之 0， 


计 训 [> 十] 埃 任意 实数 <， y 成立， 上 述 不 等 式 显然 成 立 ， 从 而 @ 
得 证 . 

例 12 (2005 年 国家 集训 队 选拔 考试 题 ) 设 是 任意 给 定 的 正 整 数 ; x 是 正 实 
数 .证 明 ， 

> (zf £1] _A 示 不 超 六 

忆 (z[ 过 -c++D[ 二 人]) 坟 w 其 中 [a] 表示 不 超过 实数 4 的 最 大 整数 


证 明 首先 证 明 一 个 引 理 . 

引 理 ”对 任意 实数 及 8>0， 有 整数 x 及 实数 使 得 

a 二 Bu 十 o， 其 中 0<v<p， 
并 且 上 述 u 及 wv 唯一 确定 . 

引 理 的 证 明 : 取 w 一 [号 ] 及 一 “一 有 号 ]， 则 易 知 0<v<B 此 外 ， 若 另 有 整数 
w 及 实数 v'(0<v<B)， 满 足 a=Bu 十 vv ， 则 

Blu—u’)=v —v,. 

因 上 式 左边 的 绝对 值 或 是 0 或 不 小 于 B; 而 右边 的 绝对 值 小 于 Bp， 故 必须 一 ww， 
及 Vv =v 

这 就 证 明了 所 说 的 唯一 性 . 

现在 回 到 原 题 ， 由 引 理 知 ， 对 任意 的 上 一 1，2，…，m， 有 

k=az th = (z+ ltd, O 


这 里 a=[ 和 ], “=[: 和 5],o<w<r, o<w<z+lL 
记 不 等 式 左边 的 和 为 S$， 则 
S= Var—atrtl)) 
二 一 1 
= Db) Rd) 
kl 


= Dh. | 四 


记 1={1<k<n|di>>1), 令 FE) 一 人 一 ct 一 1 因 当 &ET 时 ， 有 

丰 一 ce(z 十 1) 十 办 >>ce 十 1， 
故 0 二 f(4)<n, 即 了 是 了 到 集合 {1,2,…，*z} 的 一 个 映射 ， 我 们 证 明 矿 必 是 单 射 ， 事 
实 上 , 车 有 ,1€ETCk 关 DD) 使 fk)==f(1)， 则 一! 二 ci 一 c/， 结 合 @ 易 知 

(ce—c) z=di—d. @ 

另 一 方面 因 k，LET, 故 di，d/E(1,z 十 ,从 而 |di 一 di| 过 |x|. 但 [6 一 1， 
|z|=1& 一 让 * |z| 宇 |z|， 从 而 @ 式 两 边 绝对 值 不 等 。 矛盾 ! 

此 外 ， 由 & 一 ce(Cz 十 1) 十 心 易 知 f(k) 二 cr 十 (di 一 1). 

因 当 kEI 时 ， 有 0<di 一 1<x， 故 由 引 理 中 的 唯一 性 知 =ajw 及 di 一 1 一 bw 
因此 ， 由 @ 可 知 〈 注 意 对 所 有 上 有 如 过 0) 


$= Bat Da — 3 < Ba Ba + Be 
= Db + Be = = Dit Baa TI+n—lI|)=n. 
2. 运用 函数 [x] 的 性 质 解 含 [o] 的 方程 、 不 等 式 
例 13 (1998 年 加 拿 大 数学 奥林匹克 题 ) 求 满足 方程 [ 号 | 十 [号 ] 十 [号 ]=“ 的 


实数 a. 
解 由 x 一 1<[x]<x, 可 得 


a>( 名 一 1)+( 和 一 1)+( 旬 一!) 一 半 -3， 


443l 
a< 多 十 久 十 和 二 300， 


31 
即 对 3<a<s0a, 


所 以 0<a<90. 
又 a 是 非 负 整 数 ， 故 有 
>( 呈 到) 二 (生生 ) 二 (生生 ) 一 3 一 30， 


因而 oa 委 59. 


由 题 设 可 知 号 一 号 } 十 号 一 (号 } 十 全 一 号 }=。, 妈 


全 人 全 - 吉 加 


离 互 党 洋 刁 恬 注 泗 同 水 得 C 


次 相亲 涟 要 所 性 攻 示 同 蔗 症 O 


a 3 沁 a 7 

又 (入 0, 言 地 , 且 | 号 } 0 人生 入. 

(※) 式 共 有 2X3X5 一 30 个 结果 . 

又 15i 十 10j 十 6k(i 二 0,1;j 二 0,1,2,;k 二 0,1,2,3,4) 是 方程 的 解 ， 

所 以 a=15i 十 10j 十 6k(i==0,1;j 二 0,1,2;k 二 0,1,2,3,4). 

例 14 (IMO- 37 预选 题 ) 求 满足 下 式 的 所 有 自然 数 c 和 6: 
2 ] FFatb 

[$]+[e J ]+es 

解 ” 由 对 称 性 ， 和 

由 x 一 1<[xJ<zx, 有 

pa a ra 严 

“+ 一 2<[ 针 |+[ 乞 ]<$+ 各 ， 


及 ab 和 让 -| 3 窗 ]+a < -人 ab， 


即 -1<$ > 6 一 20<2, 或 

a —b—a’b<2ab, 

—(a+1)b—2abt+a’ —a’<0, 
整理 得 人 一 (aq 十 1) 玉 十 ab 十 as: 一 a2 > 之 0， 

先 考虑 〇 式 ， 

车 ba? 十 2, 则 
St 
b[b(b—a’—1)—2a]+a’ —a’>b(b—2a)+a’ —a’ 
(6 一 0)2 十 as 一 202 之 (a2 一 a 十 2): 十 a3 一 2a2 

一 (2 一 a 十 2)2 一 a2 十 az(a 一 1) 

一 (az 十 2)(a2: 一 2a 十 2) 十 az(a 一 1) 之 0， 

与 @ 〇 式 矛 盾 ，0>a: 十 2 不 真 ， 于 是 5<<a? 十 1. 

再 考虑 @ 式 ， 

设 F(z) 一 屏 一 (az 十 D)z2 十 az 十 oa 一 oz. 


当 a 之 2 时 ,有 f( 一 a)= 一 a 一 (a? 十 Da 一 a? 十 a’ 一 a?<<0. 
又 70) 一 aa 一 az>>0, 且 Fa) 一 a:( 一 a2 十 2a 一 1)<0， 

而 Aa2) 王 az( 一 az 十 2 一 1)<<0， 

同时 f(a 二 1)=a(2a? 一 a 二 1)>0. 

因此 , 方程 f(z)=0 的 三 个 根 在 区 间 ( 一 a, 0),(0,a),(a? ,az 十 1) 中 各 有 一 个 . 
故 , 当 a<b<a? 时 ,有 f(5)<0, 与 @ 式 矛盾 .于 是 b>a? 十 1. 


Se 


当 4=1 时，@ 式 化 为 一 28 十 b>>0， 
即 6 (6 一 1)?>>0， 所 以 6 二 2=a? 十 1. 
总 之 ， 若 @ 式 成 立 ， 则 b>a? 十 1. 
综 上 ， 只 能 有 5 一 导 十 1. 

将 5 二 ua? 十 1 代 人 原 式 得 


[a [ta]. 


a 二 1 

当 a 之 2 时 ， 上 式 化 为 a; 十 24 二 a 十 a(a? 十 1)， 这 是 一 个 恒等式 . 

当 a 二 1 时 ， 上 式 化 为 

3+ 和 [++aty, 
此 时 显然 成 立 . 

因此 ，a<% 时 ， 原 方程 的 所 有 解 为 6 一 民 十 1，aEN. 

同 理 ，b<<a 时 ， 原 方程 的 所 有 解 为 一 站 十 1，OEN. 

因此 ， 原 方程 的 所 有 解 为 

0 一 ca 十 1，aEN， 或 a 一 乌 十 1，pEN. 

例 15 〈IMO -39 预选 题 ) 确定 所 有 的 实数 对 (a,5) 使 得 a[Lbn] 二 b[an] 对 一 切 正 
整数 成立， 

解 邻 n=1, 得 a[b]=b[aj， 0 

设 a=[q 十 (ae}， 6 一 [的 十 人 )， 其 中 {fa}，{0)} 为 a， 的 小 数 部 分 ， 则 由 已 知 有 

a[[Lbjnt {6}n]=6b[[ajnt+ {a}n), 

a[b]nta[ {6}n]=6b[ajnt+b[{a}n]. 


由 @ 得 a[{6}n]=b[{a}nj. @ 
存在 自然 数 k， 使 {4} 二 十， 令 n 一 ,由 @ 得 
a[k{6}]=0. ® 


若 a 关 0， 则 由 @ 可 得 “全 < 二 

这 就 表明 ， 当 a 为 整数 ( 即 {a) 一 0) 时 ,5 必 为 整数 
同样 ， 若 6 尖 0， 且 人 < 二 ， 则 {a}< 去 . 

于 是 ， 当 a, 5 都 不 是 整数 时 ， 存 在 &， 使 得 


1 1 1 1 
二 ii<to< 寺 ,村 it 亿 < 去 . 


令 n=k 十 1， 则 :| 
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1<n(D< 和 1<2,1<nta}< 针 1<2. 


由 @ 式 可 得 ”a=b. 

由 此 可 得 ， 本 题 的 解 为 

《0,4),(4,0),(asa)( 当 4 为 任意 实数 时 ); 

(a,b)( 当 a,6b 均 为 整数 时 ). 

例 16 (1999 年 加 拿 大 数学 奥林匹克 题 ) 求 方程 47 一 40[r] 十 51==0 的 所 有 实 
数 解 . 
解法 1 央 为 [x]<x, 所 以 
0 =4r’—40[z]+51>4zx’ 一 40+ 十 51=(2x 一 3)(2x 一 17)， 


即 羡 <z< 世 . 

于 是 [x]=1, 2, 3, 4, 5, 6, 7，8. 

当 [z]=1 时 ， 方程 化 为 4x? 十 11 二 0， 无 实数 解 . 
当 [z]=2 时 ,方程 化 为 4x? 一 29=0， 


效 豆 记 闪 性 吾 帐 涪 沿 加 让 效 0 


当 [x]=3 时 ， 可 得 x 一 个， 与 [x] 一 3 蔬 盾 ; 
当 [z]=4 时 ,可 得 z= 型 ， 与 [z] 一 4 和 矛盾: 
当 [xJ 一 5 时， 可 得 < 一， 与 [x]=5 著 盾 
当 [z] 一 6 时 ， 可 得 z 一 本， 此 时 [3 更 | -6, 因此 ,x 一 是 方程 的 解 ; 


当 [x]J=7 时 ,可 得 x 一 < 强 ， 此 时 [3 型 ]=7, 因此 ,x 一 3 可 是 方程 的 解 


当 [x]=8 时 ,可 得 zx 一 3， 此 时 [2 |=8, 因此 ,r 一 38 是 方程 的 解 
由 以 上 知 ， 题 设 方程 的 解 集 为 (如 ,55,323 ,W265 ) 
EB “TE 


解法 2 由 性 质 (3) 知 [z] 委 z<[z] 十 1. 
又 由 [x]<0 不 是 方程 的 解 ,得 
人 


4[Lz 一 4[Lz] 十 51<0， 
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(2[z] 一 5)(2[z] 一 11) 之 0， 
(2[z] 一 3)(2[z] 一 ?) 生 0， 


[zj<3s, [Cz]>H 


解 得 1[z]>> 和 ,或 1[z]> 生 ， 


[zj<#，l[zI<¥. 


从 而 [x] 一 2 或 [z] 一 6 或 [z] 一 7 或 [x]=8, 分 别 代 人 方程 得 < 到， 或 z 一 
1 


,或 z= 名 ,或 -= 389， 经 检验 知 ， 这 4 个 值 都 是 原 方程 的 角 . 

例 17 《2006 年 伊 明 国家 队 选 找 考 试题 ) 设 n 是 一 个 确定 的 自然 数 . 

01) 求 方程 > | 荔 ]= = 一 1 的 所 有 解 ， 

大 一 1 

(2) 当 严 是 一 个 已 知 自然 数 时 ， 求 方程 2 [ 蔷 ] -- = 一 mm 的 所 有 解 的 数目 . 

解 (1) 令 z 一 Vazice, € {0,1)), 则 

= > pi a b> Dor” 区 二 DP 

= DA 万 二 Da Se 

其 中 ，/(z) 表 示 二进制 表示 中 “1” 的 个 数 

又 沁 [ 关 ]> 半 [], Am, fn)=1. 

设 z=2， 则 [ 疡 :]=o. 


从 而 ，k<n. 
所 以 ，z 一 24(0<k<m). 


4 
(2) 设 z= 2"y 十 225 ， 其 中 0 和 rm<r<…<rm<n 一 1,， 则 
各 


< 一 立 [ 于 ]= z 一 zy 3 十 六 2 一 一 ?二 一 严 
t=1 5 

对 特定 的 2， 一 mm 一 0， 其 中 ，0< < 

对 特定 的 1，ri ，r。，…， ri 的 取 法 共 C4 种 . 


离 互 膏 楚 否 笑 性 洋 注 同济 着 O 


资本 营 泡 否 王 性 渗 涟 由 滤 辣 


因此 ， 方 程 所 有 解 的 数目 为 CG: 
i=0 
例 18 (2005 年 国家 集训 队 测 试题 ) 求 所 有 正 整数 m，n， 使 得 不 等 式 


[Gntn)alt[(mt+n)p] Lma]t+[mg]+[Ln(atp)] @ 
对 任意 实数 a, 8 都 成 立 . 这 里 [z] 表 示 实 数 z 的 整数 部 分 . 

解 答案 为 m==n. 

车 m 二 n， 则 原 不 等 式 为 


[2ma]+[2mB]>[ma]t+[mp]+[m(atp)], 四 
令 I=ma， y= 二 mB， 则 上 式 为 ' 

[2z]+[2yJ>[zj+[yJ+[zr+y], 
即 [2{z}]+[2{y}J>[{z}+{y}]. 

不 妨 设 zx 之 y， 则 [2{z} ed ， 

反 过 来 ， 设 不 等 式 O 对 所 有 a， PB 成 立 ， 取 a=B= 
故 2n< mm 十 az 十 1， 即 mm. 

另 一 方面 ， 设 4 一 (mm) ,由 裴 蜀 等 式 ， 可 了 到 z，y 为 非 负 整数 ， 满 足 az 一 my 十 
m 一 d [可 先 取 正 整 数 z ，y， 使 my 一 nz' 一 dy 一 D) 一 az 一 d 一 站， 在 @ 中 取 
a 二 8 一 训 ， 则 


a 得 [Ti ]<0 


于 是 m<24d. 
因 dlm, 从 而 m==d( 设 m==dq, 则 由 dg<24d 知 g= 二 =D), 故 mln, 所 以 m<<n. 
综 上 所 述 ， 知 m==n. 
3. 运用 函数 [zx] 的 性 质 求解 合 [zx] 的 各 类 杂 题 
例 19 《2008 年 全 国 高 中 数学 联赛 题 ) 设 集合 P 一 {1,2,3,4,5}、 对 任意 kEP 


和 正 整 数 加 ， 记 /om 有 二 [mm/ 轩 于] ,其 中 Ca] 表示 不 大 于 a 的 最 大 整数 


求证 : 对 任意 正 整数 x， 存 在 &EP 和 正 整 数 m， 使 得 fCm,k} 一 n. 
证 明 ”定义 集合 A 二 {mV 十 TimEN" , kKEP}， 其 中 N* 为 正 整数 集 . 


由 于 当 任意 k，iEP 且 h 关 i 时 ， 妖 和 是 无 理 数 ， 所 以 对 任意 的 各， EP 和 


正 整 数 mi ，ma ，ma Vi 十 1 一 mz V 有 十 1， 当 且 仅 当 mi 二 m2，ki 二 k， 这 表明 A 中 
无 重复 元 素 . 

注意 到 A 是 一 个 无 穷 集 ， 现 将 A 中 的 元 素 按 从 小 到 大 的 顺序 排 成 一 个 无 穷 数 
列 . 对 于 任意 的 正 整数 n， 设 此 数列 中 第 n 项 为 mVETI， 下 面 确定 n 与 m,k 间 的 
关系 . 


车 mViT1<mvVkg 十 1， 则 m 才 m tL 


ViTT 
由 mm, 是 正 整 数 知 ， 对 i 二 1，2，3，4，5， 满 足 这 个 条 件 的 mi 的 个 数 为 
VETI 
[ma], 从 而 
ui, vtl 
n= bE fmsk). 


因此 对 任意 mnEN* ,存在 mEN* ，&AEP， 使 得 /Cm,k) 二 nn. 

例 20 (1997 年 第 26. 届 美国 数学 奥林匹克 题 ) 设 非 负 整数 列 a1， az， gg 
满足 wu 十 w 委 ai+i 和 ai 十 w 十 1， 对 所 有 i,j 宇 1， i 十 j 福 1997. 

求证 : 存在 唯一 实数 zx， 使 得 对 一 切 zx 一 1，2，…，1997，w 一 [nz]. 

证 明 若 w=[zz] 存 在 , 则 

nx—l<a,<nr<atl1. 


因而 各 <z< 和 ol 和 , 即 zE [2 ,和 二 ). 
我 们 取 定 z= max 委 = ， 则 只 需 证 明 对 于 一 9 


到 <z< 舌 二， 即 汪 < 和 二， 


因而 nan +n>ma,. (x) 
我 们 用 数学 归纳 法 证 明 (※) 式 . - 

当 m 二 n 二 1 时 ，( 洲 ) 式 成 立 . 

假设 mm，n 均 小 于 时 ，(※) 式 成 立 . 

当 m, nn 中 较 大 的 一 个 为 时 ， 有 两 种 情况 : 


离 孔 说 苏 否 五 性 汶 油 周 蔗 症 O 


(1) 当 n=k 时 , 设 n=gm 十 r,，g€N,， 0<r<m. 

由 已 知 不 等 式 有 

qn 安 am 十 ar 十 ] 和 ao-bn 十 oo 十 ar 十 2 委 … 委 go 十 co 十 9 

又 由 归纳 假设 ra 十 rma,， 于 是 

man <mqan +mar+qm<mqan + ramtr+qm 

=(mg+r)an+ (mg++r)=nan +n. 

所 以 ，(※) 式 成 立 . 

(2) 当 m==k 时 , 设 m 二 gn 十 r，g€EN,，0<<r<m. 

由 已 知 不 等 式 有 

Um 一 am+r 志 ay 十 ar 志 atr-bn 十 as 十 ar 过 … 过 gas 十 ar 

则 nan>ngan+na. 

而 nam 二 n 守 ngan 二 +na; 二 n=(m—r)a,+na,+n=mas 二 na, 二 nra,， 

由 归纳 假设 na, 十 n>ra,， 

于 是 na 十 n 之 ma 十 na 十 n 一 ra, >>ma,. 

所 以 ，(※) 式 成 立 ， 从 而 本 题 得 证 . 

例 21 〈1989 年 理科 实验 班 入 学 数学 复试 题 ) 通 项 为 a, 二 b[WV7 干 cj 十 d 的 数列 ， 
逐次 算得 各 项 是 

1, 3, 3, 3, 5, 5, 5, 5, 5, «°° 
其 中 每 一 个 正 奇数 m 恰好 连续 出 现 m 次 、 上 述 5，c，d 是 待定 的 整数 ， 求 5 十 c 十 d 
的 值 . 

解 ” 由 于 awti 一 an 一 6b[Vn 十 1 二 cj 一 b[Vn 二 cj], 且 a 是 奇数 , ant 之 a,, 则 

ni 一 anE{0,2), 即 b[Vn 十 1 十 cj 一 b[Vn 十 cj] 二 0 或 2. 

对 任何 自然 数 n, 恒 有 


血本 这 苏 导 上 卫 性 涟 沁 同 凌 效 O 


[Vnti+e]—[VntcJe {0,1}. ©_ 
显然 ,2 天 0. 


当 ann 一 a 二 2 时 ， 即 b([Vn 二 1 年 cj] 一 [Vn 十 cj) 二 2 时， 由 Q 知 ， 只 能 有 
[二 1 十 中 一 Mn 干 c]=1. 

因此 5 一 2. 

由 于 2 是 常数 ， 所 以 6 一 2. 

下 面 求 <. 

由 ai 一 5[VI 干 c] 十 d 一 2Mi 二 c] 十 4 可 知 ，c 之 一 1. 


由 题 设 数列 的 特征 ， 我 们 有 ae 二 2k 一 1. 
一 


正 实数 zx， 集合 A(x) 定义 为 : A(z) 一 {[nz]lzEN+}. 


因此 ,对 任意 的 正 整数 有 [kB8] 二 [kma]. 
2 


取 充 分 大 的 上， 使 2 十 3>c， 这 时 

《十 1)? 十 c 过 (十 1)? 十 2k 十 3 二 Ck 十 2)*, 从 而 有 

[WTFDTTe <R+2. @ 
另 一 方面 ,又 有 ut 一 2(A 十 1) 一 1, 则 

autm? 一 ql 二 [2 十 1) 一 1 一 1==2&, 即 

2[VGR 十 1) 十 cj] 一 2[M1i 十 dj=2k, 即 

Et 二 ij 十 中 一 MI 二 可 = 


由 不 等 式 D, 有 [MI 于 c]<<2, 因 此 c<3. 

从 而 一 1] 委 c<<3,c 王 一 1,0,1,2. 

车 c=0,1,2, 则 均 有 

as 一 a4 二 [V5 干 c] 一 [V4 十 cj==2 一 2 二 0, 与 as 一 a4 二 2 矛盾 . 

于 是 ,只 能 有 一 一 1. 

下 面 求 d. 

由 a1=2[Y1i 二 cj]+d=1, 可 知 d=1. 

因此 ,6 十 c 十 d=2 十 (一 1) 十 1=2. 

例 22 (第 17 届 日 本 数学 奥林匹克 题 ) [r] 表示 不 超过 ~ 的 最 大 整数 ， 对 任意 


离 互 闹 涟 下 王 心 注 滞 周 并 关 O 


求 所 有 大 于 1 的 无 理 数 a， 使 得 : 若 正 实数 有 满足 A(a) 忆 A(D), 则 -为 整数 


证 明 首先 来 看 ;任意 大 于 2 的 无 理 数 a 满足 题目 条 件 . 
设 A(a) 二 A(B),[ 由 =[mo](mEN+). 
用 数学 归纳 法 证 明 : 对 任意 的 正 整数 有 [Lk8]==[kmaj. 
当 k=1 时 ,命题 显然 成 立 . 
假设 一 * 时 ,命题 成 立 . 
当 &==s 十 1 时, 设 [(s 十 1D) 朋 ==[la](LE N+ ). 只 需 证 明 /一 (* 十 1)m 
由 [ma] 十 [sma]<<B8 十 sB8<<[maj 十 [smaj 十 2 及 [1o] 委 (Cs 十 1)8< [Lo] 十 1, 得 
[ial<[ma]t[sma]+2<[a]t+3, [Le]—1<[Lmalt Lsmal<[Lia]. 
因此 ,有 
(s+ Dma—2 <[malt+[smaj<[Lia]<ia<[Lialt+!1 
委 [md 四 十 [sma] 十 2 委 (s 十 1)ma 十 2. 
故 一 2<[! 一 (s 十 Dmja<2. 
又 由 于 a>2, 则 /=(s 十 Dm. 


离 互 党 苏 否 姜 几 湾 注 四 小 交 oO 


从 而 ,pma 即 .2 为 整数 

其 次 证 明 ， 任意 大 于 1、 小 于 2 的 无 理 数 a 不 满足 题 意 
设 B=F2s， 则 有 一 3 二- 不 是 整数 ，， 

令 m=[n8]EA(PnE N+:), 则 
mng<mt1lO2m—ma<na<(2m+2)— (m++1)a, 


ea < 1 


即 m 委 一 < 7 ao<e 十 1 


因 m 二 n 与 a 中 必 有 一 个 偶数 ,所 以 ,mEA(a)， 

因此 ,A(e) 二 A(B) ,与 题目 条 件 矛盾 . 

综 上 ， 本 题 答案 为 大 于 2 的 所 有 无 理 数 . 

4. 关注 {x} 二 x 一 [x] 性 质 的 运用 

例 23 (第 10 届 地 中 海地 区 数学 竞赛 题 ) 设 z 为 大 于 1 的 非 整数 ， 证 明 ， 


[zx] r+[: {zx} 
(于 于 -证 )+( 于 六- 全)> 和 


其 中 ,[z] 与 {z)} 分 别 表示 z 的 整数 部 分 和 小 数 部 分 . 
证 明 ” 设 [z]=a,{x} 二 r(0<r<1), 则 题 中 不 等 式 等 价 于 


(i) (SY zr) 2 


ria f_a r 5 
2 (FH) (和 > 
由 于 亏 十 和 之 2， 故 只 需 证 
a [zo 
2 寸 丈 十 到 二 < 
3 


tS0<20 +llart2r 2at+7): +7ar>0, 


显然 成 立 . 

综 上 所 述 ， 原 不 等 式 得 证 . 

例 24 (1990 年 国家 集训 队 训练 题 ) 设 汪 吕 于 外 枯 和 中 ean: 还 网 有 有 双 
x —10x? 二 29z 一 25 二 0 
有 相 异 的 两 实 根 a,8, 使 S(a) 门 S(B) 中 有 无 穷 多 个 正 整 数 . 

证 明 记 f(zx)=xz 一 10x? 十 29x 一 25, 则 

f(D)=~—5<0,f(2)=1>0, 

f(2)=1>0,f(3)=—1>0, 


f(5)=—5<0,f(6)=5>0. 
于 是 , 方程 f(z) 二 x 一 10z? 十 29zx 一 25 二 0 在 区 间 (1， 2),(2,3),(5， 6) 中 各 有 _- 
根 , 设 这 三 人 


29 
a>0, p>0, 7>0, BL 二 + 寺 二 消 一 和 


车 用 S'(a),S’ ee (7) 表 示 SCa) ,SC(B) ,SC(y) 中 小 于 或 等 于 MCM 为 任意 给 定 的 
自然 数 ) 的 数 的 集合 ， 


Is'wl=[¥ a J]"1s'w1=[¥], 
IS'(YW NS I+IS HNS I+IS WNS’ | 
|S'(w |+|S (BI+IS I—M 


>M( 汪 + 六 + 放 一 1) 一 3 


4 M3. 
25 
由 此 可 得 ， 当 M 趋向 于 无 穷 时 ，@ 式 中 的 三 项 中 必 有 一 项 趋 于 无 穷 ， 所 以 ， 必 
有 满足 方程 的 两 实 根 〈 不 妨 设 为 c，B)， 使 S(a) 门 S(B) 中 有 无 穷 多 个 自然 数 . 
例 25 (1997 年 第 26 届 美国 数学 奥林匹克 题 ) 设 加 ， 思 ， 加 ，… 是 依 递增 次 
序 排列 的 素数 ，z 是 0 与 1 之 间 的 实数 ， 对 正 整 数 k， 定 义 
fi 车 xz;=0， 


-| { 若 } 若 zx-: 天 0， 

这 里 {z} 表示 z 的 小 数 部 分 ， 求 出 一 切 zo 满足 0 一 ro 天 1 且 使 数列 ze，zi，z2，… 
中 最 终 出 现 0， 并 加 以 证 明 . 

解 ” 我 们 证 明 ， 该 数列 最 终 出 现 0， 当 且 仅 当 z 为 有 理 数 . 

首先 ， 我 们 证 明 对 hk>>1， 若 zi 为 有 理 数 ， 则 它 的 前 一 项 zx 也 是 有 理 数 ， 

若 忆 一 0 (为 有 理 数 )， 则 由 题 设 定义 ， 或 者 有 zi- 一 0， 或 者 有 ;名 为 正 整 数 ， 
从 而 zx-, 为 有 理 数 . 

车 x 为 非 零 有 理 数 ， 那 么 由 立 = | 总 -一 才 一 [ 疙 | 可 得 


Ti! 1 


se 


包 
去 [名 |] 


Tel 


Tt-1 一 


于 是 ze-: 也 是 有 理 数 . 


离 互 膏 苏 下 开心 泗 汉 同音 症 O 


由 以 上 结论 可 知 , 对 某 个 上 , 若 rt 是 有 理 数 ,特别 地 , 若 数列 最 终 出 现 0, 那 么 mo 也 
是 有 理 数 . 
现 设 zs 为 有 理 数 ,那么 数列 zo ,ziyzz，… 为 有 理 数列 . 


若 zi 一 至 ,0<m<cm, 那 么 
2 。 
-| m -i 
m m 


这 里 7 是 np 除 以 m 的 余数 . 

所 以 ,数列 {z} 的 每 一 个 非 零 项 的 分 母 严格 地 小 于 前 一 项 的 分 母 ,从 而 非 零 项 的 
个 数 不 超 过 zo 的 分 母 . 

因此 ,数列 {xz} 最 终 必 出 现 0. 

例 26 (2005 年 罗马 尼 亚 数学 奥林匹克 题 ) 已 知 方程 {z{z}} 一 wuaE (0,1). 

(GD 证 明 ， 当 且 仅 当 加 ，p，gEZ，0<p<g，p，g 互 察 ,a 一 ( 刀 ) 十 至 时 , 广 
程 有 有 理 数 解 . 

(2) 当 .2004 时 求 方 

4 一 20 吧 时 ， 求 方程 的 一 个 解 . 

解 (1) 设 z 为 所 给 方程 的 一 个 有 理 数 解 ， 这 意味 着 

[四 =mw{z} 一 去 ,其 中 ,0<<qvmvpvgEZp4 互 素 . 

设 [ztz 门 = 上, 则 有 

=(n+ 台 ) 台 一 k=( 刀 ) 十 加 ,其 中 ,m=np 一 hg 


次 吾 壳 溢 侣 五 恢 洋 测 回迁 辣 O 


反之 ， 设 a=( 世 ) + 


因为 p,q 互 素 ， 则 存在 整数 a 使 1 一 ab 一 0 成 立 . 于 是 ,有 
P+mg(ap—bg) (mat2)2—mb 
g gq/g 


因此 ,方程 有 一 个 有 理 数 解 z=mat 台 . 


(2) 寻找 整数 p，m， 使 


2004 =( p )+ 
“ 20055 \2005 +2065 


该 等 式 等 价 于 


fr 十 1 二 2005(1 一 mm). 
3 290 


,其 中 ,0 二 p<2005, 且 (p,2005)==1. 


又 2005 一 5X401, 于 是 ,有 

f*=—1(mod 5),p*=—1(mod 401). 

因为 20? 夺 一 1(mod 401), 当 对 某 些 整数 x 而 言 ,二 401n 十 20 时 ,条 件 疡 二 
一 1(mod 401) 成 立 . 

当 民 三 一 1(mod 5) 时 , 另 一 个 条 件 得 到 满足 ,由 此 得 n= 二 2, 思 二 822. 

由 计算 得 有 理 数 解 为 


二 822 
Z 一 336X822 十 2005- 
例 27 (第 35 局 关 国 数学 奥林匹克 题 ) 设 思 是 一 个 素数 ， 整数; 满足 ，0<: 二 
zp， 证明 存在 整数 m,n 满足 0<m<n<p 及 ( 主 ] 过 (型 < 记 的 充分 必要 条 件 是 
不 能 整除 p 一 1. 


证 明 车 :是 一 1 的 因数 , 设 d==21， 于 是 ，(5,p,) 一 1. 当 x 取 饥 1,2， 


wr 和 
p 1 时 , | 学) 构成 记 , 子 ， ,的 一 个 排列 


显然 ,满足 [学] 到 的 值 为 太志， 


又 因为 型 | 一 全 上, 且 当 分 别 等 于 4,24,…,Cs 一 Dd 时 ,| 至 | 分 别 等 于 训 ， 
全 , 所 以 ,当地 分 别 等 于 一 dt 一 24 一 GD4 时， 


于 


学 | 分别 等 
1,2,..,51 
$3 

因此 ,不 存在 整数 m,n(0 二 m<n<p) 满 足 

Sm sn 5 

(六 |< 仿 ]< 疡 

车: 不 是 p 一 1 的 因数 , 设 mm 一 [过 |([z] 表 示 大 于 z 的 最 小 整数 ), 即 妃 <m< 


埋 
全 十 1, 有 


ns 1 ms\_ms—p_s 
1< 于 <1+ 六 ' 且 (于) < 
于 是 ，m 是 满足 上 式 中 最 小 的 正 整 数 . 


车 ( 梧 )= 呈 1, 则 有 tm 一 Ds=p 一 1, 巴 盾 . 


离 瑟 六 冰 否 开 性 潍 洛 加 并 着 O 


离 互 党 海 否 五 疾 涟 记忆 站 交 O 


因此 ,存在 nE {1,2,…, 一 1), 使 得 [ 合 ]== 汪 1, 且 n>m. 


注 : 满足 ( 主 )<< 声 的 最 小 的 m 应 满足 


ms_ [fms]os gpfms pfms 

o< [ 吕 ]< 寺 , 即 二 [ 室 ]<m<1+2 [ 傣 ] 

只 有 当 [ 豆 ]=1 时 ,mm 最 小 ,此 时 有 上 <m< 了 十 1. 

例 28 〈2005 年 全 国 高 中 数学 联赛 题 ， 对 每 个 正 整数 Xn, 定义 函数 
0, 尖 为 平方 数 ， 

fln) | 


[去 jw 


(其 中 [xz] 表 示 不 超过 x 的 最 大 整数 ,{z) 二 x 一 [x]). 试 求 : 各 /be 


二 对 任意 a，AEN+， 若 尼 <a<(t 二 D?， 设 
=k: 二 +m, m=1, 2, *…, 2k, 


i 0<0<1, 


则 
[高 上 上 [二 站 [全 的 - [狼人 
因为 

0<2t40 一 候 <1， 


若 在 中 与 约 十 之 间 存 在 整数 ， 则 中 < 一 号 十 4. 
于 是 ,一 方面 ，2k<mt， 故 2k 十 1<mt， 另 一 方面 ，%1<2 十 9 之 2 十 1， 芽 盾 . 


# [对 4-[] 


nm m 
pu ,[ 庙 二 兰 [人 ]， 
于 是 ow- > 2] OD 


下 面 计算 加 [将 ] : 画 一 张 X24 的 表 ; 第 ; 行 中 ,凡是 ; 的 倍数 处 填写 " * ”号 ， 
则 这 行 的 * ”号 共 [ 足 | 个 ,全 表 的 “* "号 共 2 [从 ] 个 , 另 一 方面 , 按 列 收 集 “x "号 


数 ; 第 j 列 中 , 若 j 有 T(G) 个 正 因数 , 则 该 列 便 有 TCG) 个 “x* ”号 , 故 全 表 的 “x ”号 个 数 
共 总 TO) 个 ,因此 [j= 2 ro. 


i=1 


离 互 党 冰 亚 廿 心 涟 泗 巾 流 业 O 


mh) | 
2 Fa) = OTOH) 
A 人 名 名 
三 n[TOD 十 TC2)] 十 Cn 一 DETC63) 十 TC4)] 十 … 十 
[TO2n—1) + TC2m)]. © 
162 1 
由 此 “> FA) = 93) (16 一 ITC2k—1)+T(2k)]. ® 
k=1 k=1 


记 aw=T(2A 一 1) 十 TC2k) ,k= 二 1,2,…,15, 易 得 a4 的 取 值 情况 如 下 : 


4 [1[2[3[4|s[se|7[sls[iolaliazllas[ll3s 
a |3|5|slkslyls|lslslsglsgjsgjiolyjiolh 
加 


四 
因此 >' bi) = 多 (16 一 人)au 一 783. @ 
k=1 k=1 


由 定义 F(256) 王 (16:) 一 0, 当 上 E (241,242,… ,255), 设 
A 一 152 十 r(16 和 <r 和 30)， 


VE—15=/15+r—15 


VTS 二 7 十 15” 
了 
亏 一 一 一 一 一 一 去， 
31 ViB+r+15 30 
1<3<— 1 3 


一 2， 


1 Er fF 


离 互 这 省 车 二 恬 活 让 世 江 症 O 


则 [页 上 一 1,&E {241,242,.…,255}, 


从 而 Dy fk) = 783 名 f(k) 一 783 一 15 = 768. 
解法 2 15: 一 240 一 162. 
由 于 4 为 完全 平方 数 时 ， 7 0, 故 


四 
jp = w+ CE) 十 … 十 (RD) 十 po 
| 


k=22+1 一 14241 


14 《etHD2 一 ! 


3 之 f+ po. 
TD): 1 时 ,[YE]=n,{k}=VE—[k]=VE—n. 


册 南 上 [a 上-[ 生 [各 ] 


1D2 一 1 


mo 史 7 写 [rr]- 宫 [名 


总 re- 钨 [导电 ]- 当 [于 
tll 
一 > ( 袜 [ 玫 + DE)+2 by [到 ] 


+] 


交 [¥]+[]+…+[Y]=10+5+3+2x2 22， 
奥 
T, [+[s]+ [ 关 ]=12+6+4+3+2X2=29， 林 
下 
=[ 养 ]+[ 关 ]+…+[ 当 ]=14+7+4+3+2X3=34， 吉 
T=[ 于 ]+[ 相 ]+…+[ 草 ]=16+8+5+4+3+2X3 一 42， 
18 18 18 数 
T,=[8]+[ 开 |+…+[ 开 |=18+9+6+4+3X2 十 2X3 二 49， ; 
1 [7] [2] [s] 
To=[ 总 十 [ 逆 ]+… 十 器]=-20+10+6+5 十 4 十 3 十 2X4 一 56， 是 
Th [ 双 ]+[ 色 ]+…+[ 铬 ]=22+12+7 5 十 4 十 3X2 十 2X4 一 63， 
T=[ 玲 |+[ 伏 ]+…+[ 狂 ]=24+12+8+6+4X2+3X2+2X4 一 72， 
Ts=[ 吾 ]+[ 鹿 ]+…+[ 哈 ]=26+13+8+6+5+4+3X2+2X5=78。 
Ti 一 [路 ]+[ 路 ]+… 二 [路 ]=28+14+9 十 ?十 5 十 4X2 十 3X2 十 2X5 一 87， 
Ts=[ 邓 ]+[ 跟 ]+… 二 [ 鹃 ] 一 30+15+10+7+6 十 5 二 4 十 3X3 十 2X5 一 96， 


240 


15 
故 > Fe) = >)T, 十 105 
| 


例 29 《2003 年 全 国 高 中 数学 联赛 题 ) 设 三 角形 的 三 边 长 分 别 是 整数 0，z，m， 
且 I>m>n 已 知 | 六 }={ 品 }={ 匣 } ,其 中 (zj=z 一 [a, 而 [表示 不 超过 的 


最 大 整数 ， 求 这 种 三 角形 周 长 的 最 小 值 . 
解 ”由 题 设 可 知 


"1 

一 2 十 6 十 11 十 16 十 22 十 29 十 34 十 42 十 49 十 56 十 63 十 72 十 78 十 
87 十 96 十 105 

一 768. 


3 3 
104 [ic 


于 是 3 二 3" 二 3"(mod 104) 
SE 2 ), 
3! 三 3" 二 3" (mod 54). 


] 


过-[ 球 ]- 坟 Lis] 


Se 


条 豆 这 溢 避 五 疏 浴 遇 隔 诬 效 0 


此 ,u==4. 从 而 ,可 设 关 一 z 一 多, 其 中 上 为 正 整数 . 


5 一 1，r 一 2，7x 一 501 时 三 角形 周 长 最 小 ， 其 值 为 


个 数 在 数论 中 定义 为 3 对 模 104 的 指数 或 阶 ). 


使 得 对 于 任何 正 整数 m, 集合 {m，m 十 1，…，m 十 n 一 1) 的 任 一 个 f(n) 元 子 集 
中 ， 均 有 至 少 3 个 两 两 互 素 的 元 素 . 


由 于 (3,2) 二 1, 则 由 可 知 

3"=3""==1(mod 24)、 

设 u 是 满足 3" 三 1(mod 2+) 的 最 小 正 整数 ， 则 对 任意 满足 3" 寺 1 (mod 24) 的 正 
整数 v， 有 w1v， 即 整除 v， 事实 上 ， 若 w 收 v， 则 由 带 余 除 法 可 知 ， 存 在 非 负 整 
数 a 及 5b，, 使 得 v=au 二 5b， 其 中 0<b<u 一 1， 从 而 ,可 推出 3* 寺 3s+“ 二 3" 二 1(mod 
2 )， 而 这 显然 与 “的 定义 矛盾 ， 所 以 ，z | 六 


注意 到 3 寺 3(mod 24) ,3? 二 9(mod 24) ,3 三 27 三 11(mod 24) ,3 三 1(mod 24) , 因 


同 理 ， 可 由 @ 推 出 3"" 三 1(mod 54) , 故 3* 寺 1(mod 54). 
下 面 求 满足 34 三 1(mod 5 ) 的 正 整数 
因为 34 一 1=(1 十 5X21)* 一 1 二 0(mod 54), 即 


ShX2: + X5:X2'+& ke— 1k—2) ss x2r 


X53 X21 


=5k+5rh[3+(k—1) X27]+(k— 1 (2) 
三 0(mod 54)， 

所 以 A=5t, 代 人 上 式 得 

t 十 5t[3 十 (5 一 1) X27]=0(mod 52). 

进而 三 0(mod 52)， 

于 是 &=5t 一 55s， 其 中 * 为 正 整数 ， 故 m 一 n 二 500s，s 为 正 整数 . 

同 理 可 证 /一 n 二 500r，r 为 正 整数 . 

由 于 /> >z， 所 以 r 之 s. 

因此 ， 三 角形 三 边 为 500r 十 mn，500s 十 ma 和 mn， 且 有 之 500 (r 一 ;)， 因 此 ， 当 


(1000 十 501) 十 (500 十 501) 十 501 二 3 003. 
注 : 解决 此 题 的 一 个 关键 是 求 出 满足 同 余 式 3 二 1 (mod 104) 的 最 小 整数 ， 这 


5 发 搁 隐 含 条 件 ， 借 助 于 函数 [x] 的 性 质 解 题 
例 30 《〈2004 年 全 国 高 中 数学 联赛 题 》 对 于 整数 *" 之 4， 求 出 最 小 的 整数 f, (n) ， 


解法 1 当 "*>>4 时 ， 考 察 集合 M 一 {m, m 十 l,m 十 2 …*，m 十 n 一 1)。 
车 21m， 则 mm 十 1，m 十 2，m 十 3 两 两 互 素 ; 
车 2m， 则 m，m 十 1，m 十 2 两 两 互 素 . 


于 是 ，M 的 所 有 n 元 子 集 中 ， 均 有 至 少 3 个 两 两 互 素 的 元 束 ， 因 此 ，f(n) 存 在 ， 
且 f(m <n. 

设 T,={tlt<n 二 1 且 21t 或 314}, 则 TT 为 {2,3,…,n 十 1} 的 子 集 ,但 工 , 中 任 3 个 
元 素 均 不 能 两 两 互 素 ,因此 ,f(n) 之 |T,| 十 1. 

由 容 斥 原理 知 

-+ 叶 ]-[ 叶 汪 

从 而 必 有 

m2] 0 

因此 f(4) 之 4,f(5) 宇 5,f(6) 宇 5， 

f(7)>6,7(8)>7,7(9)>8. 
以 下 证 明 六 6) 一 5 
_ 设 ZT Ta 4 Ti 为 {mm 十 1，…，m 十 5} 中 的 5 个 数 ， 若 这 5 个 数 中 

有 3 个 奇数 ， 则 它们 两 两 互 素 ; 若 这 5 个 数 中 有 2 个 奇数 ， 则 必 有 3 个 偶数 ， 不 妨 设 
Z1，Xz2，Xs 为 偶数 ，z4，zs 为 奇数 ， 当 1]<i<j 和 3 时 ，| zi 一 zj | E12,4), 所 以 
zlyxzayzs 中 至 多 一 个 被 3 整除 ,至 多 一 个 被 5 整除 ,从 而 至 少 有 一 个 既 不 被 3 整除 也 
不 被 5 整除 ,不 妨 设 3+zs,5+zs, 则 zs ,zx4 ,zs 两 两 互 素 , 这 就 是 说 这 5 个 数 中 有 3 个 两 
两 互 素 , 即 /(6) 二 5. 

又 由 {msm 十 1 ym 十 } 二 {mpm 十 1 ym 十 n 一 1}U{m 十 n} 知 

fnt+D Dfn)+l1. 

因为 f(6)==5, 所 以 

f(4)=4,1(5)=5,f(7)=6,f(8)=7,f(9)=8. 

因此 , 当 4<n<9 时 ， 

f=-[ 轩 +[ 守 | @ 

以 下 用 归纳 法 证 明 @ 对 所 有 = 都 成 立 . 

假设 "Se 〈k>>9) 时 @ 式 都 成 立 . 

当 n 二 十 1 时 ， 由 于 

{mem 二 lym 十 k} 二 {mym 十 1,…* sm 十 k 一 6} UU {mm 十 一 5,m 十 一 4,m 十 一 3， 

m+k—2,m+t+k—1 ,m+k}, 

且 由 归纳 假设 n= 二 6,n 二 k 一 5 时 ，@ 式 成 立 ， 所 以 

Fe ETE 5) 十 F(6) 一 1 


纯 2]+[ 轩 2]-[* k++2 ]+ @ 


离 互 这 莓 否 生 性 泗 洛 同 渡 症 O 


次 吾 这 六 从 五 恢 洲 并 同和 洲 并 O 


由 中 ，@ 式 知 ， 对 于 n 一 十 1，@ 式 成 立 . 
所 以 ， 对 于 任意 "这 4， 有 


w= [+ 
解法 2 先 验 证 f(4) 二 4,f(5)==5,f(6)=5. 

一 43: {msm 十 1,m 十 2,m 十 3}, 车 m 为 奇数 , 则 m,m 十 1,m 十 2 两 两 互 素 ;车 m 为 
偶数 , 则 m 十 1, 加 十 2,m 十 3 两 两 互 案 , 故 f(4)<4. 但 在 {msm 十 1,m 十 2,m 十 3} 中 取 二 
偶 一 奇 的 三 元 子 集 , 此 三 数 不 能 两 两 互 素 , 故 /(4)==4. 

2 一 5; {mym 十 1,m 十 2,m 十 3,m 十 4). 车 m 为 偶数 , 则 m,m 十 2,m 十 4 均 为 偶数 ， 
则 四 元 子 集 {m,m 十 1,m 十 2,m 十 4} 中 任 三 数 不 能 两 两 互 素 , 故 F(5) 之 4, 五 元 全 集中 
可 取 到 两 两 互 素 的 三 个 数 , 故 F(5) 一 5. 

7 二 6: {mm 十 1,m 十 2,m 十 3,m 十 4,m 十 5} 中 有 三 奇 三 偶 , 如 果 取 三 偶 一 奇 的 四 元 
子 集 , 则 无 三 数 两 两 互 素 , 故 /(6)>>4， 考 察 五 元 子 集 ， 车 五 元 中 有 三 个 亲 数 ， 则 此 
三 数 必 两 两 互 素 ; 若 五 元 中 为 三 偶 二 奇 ， 由 于 三 个 偶数 中 至 多 只 有 一 个 被 3 整除 ， 
至 多 只 有 一 个 被 5 整除 ， 所 以 三 个 偶数 中 必 有 一 个 不 被 3 整除 ， 也 不 被 5 整除 ， 此 
数 与 其 他 两 个 奇数 两 两 互 素 ， 故 /6) 一 5. ， 

n>6: 设 芽 二 {t:t<n 十 1,2]z 或 312}, 则 工 ,为 {2,3,…,n 十 1} 的 子 集 ，T, 中 任 三 
元 素 不 能 两 两 互 素 ， 所 以 


Foo>ITI+I=[ 叶 上 ]+[ 叶 ]-[ 叶 !]+ 


设 "一 6k 十 r, 过 1,r 一 0,1,2,3,4,5, 则 
[ 革 ]+[ 对 4 [4 +1 4+[ 硅 1]+[ 革 二] [+ 


[和 [和 [二 -人 Ta 


r—l,r=4,5. 
当 7=0,，1，2,， 3 时, 将 二 6k 十 r 个 数 按 {m, m 十 1，…，m 十 5}，{m 十 6， 
mt+7, ,m+t1l}, , {m+6(k—1),m++6k—5,.…,m++6k 1} 分 成 组 ， 并 余 


下 个 数 m 十 6k，…，rm 十 6k 十 r 一 1，4k 十 r 十 1 个 数 中 至 少 有 很 十 1 个 分 在 个 抽 居 
中 ， 至 少 有 一 个 抽 居 中 有 五 个 数 ， 由 于 F(6) 二 5， 故 必 有 三 数 两 两 互 察 . 
当 r 二 4，5 时 ， 可 以 类 似 证 明 ， 必 有 三 数 两 两 互 素 . 


go-[ 叶 ]+[ 叶 ]-[ 叶 了 


例 31 (2003 年 白俄罗斯 数学 奥林匹克 题 ) 问 是 否 存在 一 个 满 射 的 函数 /，f; 
RR, 使 得 对 于 任意 实数 + 和 y，f(z 十 y) 一 f(z) 一 了 f(y) 的 取 值 只 有 两 个 数 :0 和 1. 


解 函数 jz) = 却 ([z] 一 {z) 满 足 条 件 ,其 中 [zj] 表 示 不 超过 z 的 最 大 整数 ， 


{zx}=z—[z]. 
对 于 所 有 实数 zx,y， 
z=[z]+{z},y=[y]+{y}. 
下 面 分 两 种 情况 证 明 . 
车 0<{z} 十 {y} 过 1, 则 
z+y =[z]+{z}+[yj+t{y}=([z]+[y)+({z}+{y}). 
因为 0 委 {z} 十 {y} 一 1<1, 所 以 
{z+y}=[z]+[y], {z+y}={z}+{y}. 
于 是 有 
f(zt+y)—f(x)—f(y) 


$CxJ+[y] {z}—{»y}—[z]+{z}—[yJ+{y}) 


尊 吾 沪 溢 全 于 性 滋 洒 加 这 奖 O 


一 0. 
车 1<{z} 十 {y} 达 2, 则 
z+y=([zJ+[yJ+D)+({z}+{y}—1). 
因为 0<{z} 十 {y) 一 1<1, 所 以 
[z+yJ=[z]+[yJ+1, 
{z+y}={z}+{y}—l1. 
于 是 有 

f(r+y)— fr)— fy) 


= 者 (EzJ+EyJ+1{z)}—{y}+1[z]+{z}—[y]+{y))=1. 


下 面 证 明 /: RR 是 满 射 . 

对 于 任意 实数 a, 设 是 满足 2a<n 的 最 小 的 一 个 整数 ， 设 a 二 n 一 2a， 则 0 
a<1， 令 zx 一 na 十 a， 则 [站 一 axa，{z} 一 ac, 且 [zxj 一 {x} 二 n 一 a 二 2a, 即 存 在 xER, 使 得 
f(x)=a. 


所 以 ,f(z) 一 去 ([z] 一 {z)) 是 满 射 


例 32 (CMO-6 试题 ) 求 所 有 的 自然 数 7， 使 得 mi ( 刀 十 [总 ]) 一 1991， 这 里 
N 是 自然 数 集 . | 


ee _/ 


离 本 说 芍 亚 丘 性 泗 加 并 辣 O 


尼 十 也 


臣 一 1<k+ 医 ]<e+ 辣 ， 


则 min (& 十 | 站])=1991， 
等 价 于 : 
对 所 有 的 AEN， 


大 十 芒 之 1991， O 


且 存 在 如 EN, 使 得 


局 十 如 之 1992. @ 
外 


由 于 @ 有 

k'—1991k 十 n 宕 0， 
2_1991\*, _ 1991° 
(# 2 ) tn— >0, 


1991: _/,» 1991\ 
n2 4 (# oe ): 


为 使 此 式 成 立 ,只 要 ]99L 一 (已 一 区 2 ) 的 最 大 值 小 于 或 等 于 即 可 . 


由 于 最 接近 2 的 平方 数 为 32: 一 1024, 所 以 当 & 一 32 时 , (所 一 3】 有 最 小 


值 (1024 一 I) 
从 而 有 


2 
> 一 1991 


(1024 一 ) =967 + 1024. 


由 于 @ ,存在 如 EN, 使 得 

hi—1992k 十 n<0， 

一 (外 一 996) 一 "十 996*>>0， 

n< 一 (局 一 996)? 十 996?. 

为 使 此 式 成 立 , 只 要 求 出 使 一 (如 一 996)? 十 996? 的 最 大 值 大 于 的 &。 的 值 即 可 . 


显然 ,bo 二 32 时 ,一 ( 居 一 996)2 十 996 有 最 大 值 一 (1024 一 996)? 十 996? , 即 

7m<< 一 (1024 一 996)2 十 9962 一 1024。968. 

于 是 ”1024。967<r<<1024。968. 

即 集合 {z|1024。967<n<1024。968,zEN)} 为 所 求 . 

例 33 (2005 年 国家 集训 队 选 拔 考试 题 ) 给 定 正 整数 ” (zx 之 2)， 求 最 大 的 4 


使 得 : 若 有 ?个 袋子 ， 每 一 个 袋子 中 都 有 一 些 重量 为 2 的 整数 次 窒 的 小 球 ， 且 各 个 
袋子 中 的 小 球 的 总 重量 都 相等 , 则 必 有 某 一 重量 的 小 球 的 总 个 数 至 少 为 (同一 个 
伐 子 中 可 以 有 相等 重量 的 小 球 ) 


解 。 不 妨 设 最 重 的 小 球 的 重量 为 我 们 首先 证 明 ,Xw 之 [多 | 二 1. 
设 每 个 袋子 中 小 球 的 总 重量 为 G, 则 G>>1, 假设 任 一 重量 的 小 球 的 总 个 数 都 不 大 
于 [ 始 ] , 则 由 两 方面 考虑 个 袋子 中 所 有 小 球 的 总 重量 ,得 出 


nconG<[ 号 ](1+ 计 + 去 +…)<2[ 号 ]<n 
矛盾 ， 因 此 所 说 的 断言 成 立 . 
另 一 方面 ， 取 充分 大 的 整数 k， 使 得 


gb Zn 
2 一 2 2 二 1 


则 由 于 [ 达 ]+1> 对 1, 故 


[和 ] 
从 而 
([ 瑟 ]+1)(1+ 冯 + 击 十 … 二 去)>nXL 
因此 ,可 在 
Tv 汪汪 潜 } 
(LD? re (Ln)+ 


中 ,由 前 至 后 依次 取 和 为 1 的 连续 若干 项 , 且 至 少 可 取 n 次 . 故 Xowx<[ 甸 | 二 1 


综合 上 述 两 个 方面 ,得 ls 一 [号 | 二 1. 


例 34 (2006 年 国家 集训 队 选 拔 考试 题 ) 给 定 正 整 数 m、a、6，(a, 6b) 一 1. 
A 是 正 整 数 集 的 非 空 子 集 ， 使 得 对 任意 的 正 整 数 n 都 有 an€A 或 bn EA. 对 所 有 满 
足 上 述 性 质 的 集合 A， 求 14 人 41,2,…,z) 的 最 小 值 , 

解 (1) 当 a=b=1 时 , AN{1,2,… ym} 二 {1,2,* m0) 才 [AN {ls25eem) | 二 m 

(2) 设 a, 5 不 全 为 1， 不妨 设 a>b. 令 

4 一 人 | 若 导 1eadHe, 则 /是 奇数 }. 


说 曾 过 涟 辟 卫 疏 潍 并 计 效 O 


阁 百 六 滩 避 也 眉 涟 测 右 并 姜 O 


[VDJ+[ 一 /2]++[ 一 V3]++… 十 [V1989。1990] 的 值 等 于 多 少 ? 
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现 验证 A; 满足 问题 中 的 要 求 . 
任 取 正 整 数 n, 设 4 二 a'm ya 不 整除 mm , 当 212 时 , 则 有 an 一 at+imEAi; 若 中 (由 
于 (4,8) 二 1, 故 bn 二 aibm € Ai, 


此 外 ,由 于 不 超过 mm, 且 被 a' 整除 的 数 共有 [ 如 ] 个 , 故 由 容 斥 原理 易 知 


14ntl,2…-,oj1 一 » pm [|e]. 

现在 我 们 证 明 ， 当 a>5 时 ， 对 任意 具有 问题 中 性 质 的 A， 总 有 
1AN{1,2,.…,m} | 之 > Dm [sl 

为 了 证 明 ,考虑 二 元 子 集 : 

St 一 (abh} ,其 中 < 于 , 且 k 中 所 含 a 的 竺 次 为 偶数 ( 即 车 at|&, 但 ait'h&, 则 1/ 


为 偶数 ). 
由 于 (a,6) 二 1, 故 易 知 St 天 Se (其 中 心 具有 与 A 相同 的 性 质 ). 此 外 , 因 a 之 5, 故 
1<ak,bk<m, 于 是 ak,bk 中 必 有 一 个 属于 A. 若 设 上 述 二 元 子 集 St 共有 SS 个 , 则 


14n{l2，…wmaj1>S= > (一 De 到] 
(最 后 一 步 仍 用 容 斥 原理 . ) 
综合 上 述 结果 可 知 ,所 求 的 最 小 值 为 m( 当 a=6=1 时 ), 得 2 (pm [se] 
a 汉 不 全 为 1 时 ,这 里 c 二 max(a,b)]. 
【模拟 实战 】 
1 


1. (1993 年 全 国 高 中 数学 联赛 是 ) 整数 | 0- 5 ] 的 末尾 两 位 数字 是 多 少 ?( 先 写 十 
位 数字 ,后 写 个 位 数字 ) 
502 
2. (1986 年 第 1 届 中 国 东 北三 省 数学 递 请 赛 题 ) 计算 和 式 > [305 ] 之 值 


“ 2 十 VZ [3+vS [4 .3 

3. (1990 年 第 1 届 “项 望 证 ”数学 竞赛 十) 求 | 2 二 | Ea]+[ HE]+e+ 
189 ty |+ [2990 135 | 
1989 1990 J 

4. 《1990 年 第 1 届 “ 希 望 杯 "数学 竞赛 题 ) 求 [V1] 十 [V2] 十 [V3] 十 … 十 [V1989。1990] 十 


5. (1948 年 第 8 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 题 ) 如 果 ?为 一 正 整数 , 试 证 [Yn+Vn 十 1] 一 


[V4nt2]. 、 

6. (1988 年 理科 实验 班 入 学 数学 复试 题 ) 设 S 二 [V1] 十 [V2] 十 … 十 [V1988], 求 
[VS]. 

7. (1991 年 北京 市 教学 竞赛 题 ) 能 使 于 ] 为 素数 的 所 有 自然 数 ”的 倒数 之 和 等 于 
多 少 ? 

8. (1990 年 匈牙利 数学 奥林匹克 题 ) 求 方程 [到 一 2z] 一 [z] 一 2[z] 的 实数 解 . 

9. (1991 年 前 苏联 教委 二 “ 试 ” 解 方程 [z]{z} 十 z 一 2{z} 十 10. 

10. (1991 年 第 2 届 “ 希 望 水 ”;、 学 竞赛 题 ) 设 {z} 表 示 不 小 于 实数 z 的 最 小 整数 , 则 
{logz1} 十 (logz2} 十 {logz3} 十 … 十 {logs1991) 的 值 等 于 多 少 ? 


11. (1980 年 第 6 局 全 侠 数 学 奥林匹克 题 ) 在 数列 [355] [ 7265]' [31355],…， 


[ 堪 时 ] 中 ,有 多 少 个 不 同 的 数 ? 

12. (2004 年 国家 队 培 训 题 ) 对 于 所 有 素数 p 和 所 有 正 整 数 n (?z 之 如 ) 证 明 : C$ 一 
[至 ] 能 被 2 整除 

13.《IMO - 47 预选 题 ) 已 知 数列 F(1) ,了 (2),… 被 定义 为 ; 


rom 到 [人 +[ 史 +[]) 
其 中 ,[z] 表 示 不 大 于 z 的 最 大 整数 . 证 明 : 
(1) 有 无 穷 多 个 mn， 使 得 fn 十 1 之 fn)， 
(2) 有 无 穷 多 个 an， 使 得 fCn 十 1) 达 fCm). 
14. (1981 年 第 13 届 加 拿 大 数学 竞赛 题 ) 试 证 方程 
[z] 十 [2z] 十 [4z] 十 [8z] 十 [16z] 十 [32z] 一 12345 
没有 实数 解 . 
15，(1991 年 四 川 省 高 中 数学 联赛 题 ) 设 正 实数 ac>1, 自 然 数 "之 2， 且 方程 [az] 一 
工 恰 有 nn 个 不 同 的 解 . 试 求 a 的 取 值 范围 . 
16. 设 正 实数 z，y 满足 zy 一 1， 求 函数 


a 十 
f(z) -TT TT IT 


的 值 域 (其 中 [zx] 表示 不 超过 xz 的 最 大 整数 ). 


a 


郊 互 党 东 于 瑟 心 汶 沽 同 芳 交 O 


离子 尝 汶 否 手心 泗 证 加 入 汪 oO 


第 十 六 章 ”整数 的 之 进位 制 及 应 用 


【基础 知识 】 


给 定 一 个 m 位 正 整 数 A， 其 各 位 上 的 数字 分 别 记 为 a-;，am-2，…，ao， 此 数 
可 简 记 为 4 一 asian-a"…ao (其 中 an 天 0). 

由 于 我 们 所 研究 的 整数 通常 是 十 进位 制 的 ,: 因 此 常 将 正 整数 A 表示 成 关于 10 的 
mm 一 1 次 多 项 式 , 即 ‘1! 

A=an-1 * 10™!+an 4° 10" ++ar * 10+ao, 
其 中 a 多 {0,1,2,%…,9} ,i=1,2,… ,mm 一 1,am_1 关 0. 

如 上 10 的 多 项 式 表示 的 数 常 简 记 为 A=(awiam-2*…ao) 1o. 

在 我 们 的 课本 中 及 常见 到 的 各 种 资料 中 ， 通 常 将 下 足 码 10 省 略 不 写 ， 括号 也 不 
打上 这 与 以 10 为 底 的 对 数 一 样 外 理 ). 

随 着 计算 机 的 迅速 普及 ， 整 数 的 表示 除 用 到 十 进位 制 外 ， 二 进位 制 、 八 进位 制 
等 p 进位 制 的 记 数 法 已 被 广泛 采用 。 更 一 般 ， 我 们 给 出 正 整数 的 p 进位 制 表示 : 

给 定 一 个 自然 数 p(p 进位 制 的 基 ) ,可 将 任 一 正 整 数 A 唯一 地 表示 成 下 述 形式 ， 

A=an-1 pp" 十 am 2。 加 :十 … 十 ai。 力 十 ao， 其 中 aiE {0，1，2，…， 外 = 
1 ,i 二 1，2，…，m 一 1，am-1 头 0， 而 mm 为 十 进位 制 数 . 

这 种 p 的 多 项 式 表示 的 数 常 简 记 为 A 二 (4,1aw-2…ao》。 

如 何 将 一 个 正 整数 进行 各 种 进位 制 的 互 化 呢 ? 我 们 看 一 个 具体 的 例子 . 

将 十 进位 制 的 2004 (如 果 没 有 指明 进位 制 ， 则 认为 是 十 进位 制 省 略 了 ) 化 为 二 
进位 制 的 数 和 八 进 位 制 的 数 . 

用 2 作 除 数 ( 化 p 进位 制 就 以 p 作 除 数 )， 除 2004 商 1002， 余 数 为 0; 再 用 2 
除 1002， 商 501， 余 数 为 路 继续 下 去 ， 直 到 商 为 0 止 . 所 得 的 各 次 余数 从 左 到 右 拓 
列 出 来 ， 便 得 到 所 化 出 的 二 进位 制 的 数 . 


各 次 商 数 。 -一 一 被 除数 | 除数 


7 |15|31|62 |125|250|501| 1002 | 2004 2 
| Ff 0 0 


， 各 次 余数 ~ 一 | 
上 8304 


故 (2004)w= 二 (11111010100),， 

2 。 104 十 4 一 1。200 十 1。2? 十 1 。28 十 1。27 十 1。，26 十 1。24 十 1。22. 
同样 ,有 (2004)u 一 (3 7 2 4)s， 

2 。104 十 4 一 3。83 十 7。8: 十 2。8 十 4. 


【典型 例题 与 基本 方法 】 


例 1 (1979 年 云南 省 数学 竞赛 题 ) 一 个 四 位 数 ， 它 的 个 位 数字 与 百 位 数字 相 
同 ， 如 果 把 这 个 四 位 数 的 数字 顺序 颠倒 过 来 《〈 即 千 位 数字 与 个 位 数字 互 换 ， 百 位 数 
字 与 十 位 数字 互 换 )， 所 得 的 新 数 减 去 原 数 得 7812， 求 原来 的 四 位 数 .… 

解 ” 设 该 数 的 千 位 、 百 位 、 十 位 数字 分 别 为 zx，>，z， 则 

原 数 二 105，xz 十 10?。y 十 10。z 十 y， (0) 

匡 倒 后 的 新 数 二 10;。y 十 10?。z 十 10y 十 xz. “ @ 

@@ 一 Q@ 得 7812 二 999(y 一 z) 十 90(z 一 y)， 

即 868 ==111(y 一 z) 十 10(z 一 y) 

二 102。(? 一 z) 十 10。(z 一 并 十 (> 一 z)。 图 

比较 @ 式 两 端 百 位 、 十 位 、 个 位 数字 得 

yy 一 Z 一 8，z 一 并 一 6. 

原 数 千 位 数字 x 不 能 为 零 ， 所 以 x 之 1. 而 y= -z+8>9, 又 显 见 百 位 数字 y<9, 
所 以 y=9,， z=1,，z=zx 十 6=7. 

故 所 求 四 位 数 是 1979. 

例 2 (第 3 届 加 拿 大 数学 竞赛 题 ) 设 n 是 五 位 数 ( 第 一 位 数码 不 是 零 )，m 是 
由 n 取消 它 的 中 间 一 位 数码 后 所 成 的 四 位 数 ， 试 确定 一 切 使 得 蕊 是 整数 . 

解 设 m=zyzuu 一 rz。104 十 y。103 十 z。102 十 kx。10 十 wu， 其 中 z，y，z，a 
是 数码 0，1，2，…，8 或 9 中 的 一 个 ， 且 x 之 1. 

7 一 ZYUO 一 二 。103 十 y。102 十 xz。10 十 ww 

而 一 过 是 整数 ， 可 证 不 等 式 9m<n， 即 

9 。(z，103 十 》。102 十 &。，10 十 切 <z。104 十 y。103 十 z。102 十 &。10 十 u 

也 就 是 80u 十 8v<103。z 十 102。y 十 190:。z, 这 显然 是 正确 的 . 

又 可 证 不 等 式 z*<1lmm， 即 

Z。，104 十 y。103 十 z。102 十 zx。10 十 a<cil。(z。103 十 y。102 十 &。10 十 D)， 

也 就 是 102。z<103z 十 102y 十 10?x 十 10u， 这 显然 是 正确 的 . 

于 是 , 9m<<n<1lm， 即 9<A<11， 又 因为 上 是 整数 ,从 而 & 一 10. 


离 互 党 涟 于 王 心 渐 油 由 济 症 O 


唐 各 市 涟 愉 五 性 涟 沿 同 讨 交 O 


例 5 (第 4 届 美 国 数 学 邀请 赛 试题 ) 递增 数列 1，3，4，9，10，12，13，… 由 
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7， 且 每 一 个 数字 增加 3 后 仍 是 一 个 完全 平方 数 ， 求 这 样 的 数 N. 


2k 一 1 且 kEN) 是 不 大 于 7 的 非 负 整 数 ,上 且 az: 天 0. 


12112211122211112222， 则 z 在 九 进位 制 中 表示 式 最 左边 一 位 是 什么 数 ? 


Z 10! 十 y。103 十 z。10: 十 zx。10 十 o 一 10(z。103 十 y。102 十 &。10 十 轨 ， 
亦 即 “z。10: 一 90。z 十 9。v 一 9(10x 十 ). 


而 由 9 整除 >， 10?， 但 3 不 能 整除 10: ， 知 

z 二 9t(t 为 整数 ), 从 而 +* 10? 二 10u 十 vw。 

显然 ，t 二 w= 二 v= 二 0. 

因而 ， 推 得 xn 二 zy000 一 N，。10; ,其 中 10<N<99. 5 

例 3 “(1994 年 湖南 省 数学 夏令 营 试题 ) NN 是 一 个 完全 平方 数 ， 各 位 数 均 小 于 


解 设 六 一 ax-，102% 十 ax- 。102% 2 十 … 十 al。10 十 co, 其 中 ai 一 0,1， 


由 题 设 N=n2(n 为 某 正 整数 ), 则 
ms66…6， 


2 个 
故 n<<82 00*…0. 


4 一 2 个 
又 (ax-i 十 3)。10% 十 (ax 十 3)。102%? 十 … 十 (ao 十 3) 一 ma2 (m 是 某 正 整数 )， 
于 是 冯 一 到 一 33…3, 即 
24 个 
(m+n)(m—n)=3* 11°%1°。 10°%*01. 
录 4 一 ! 个 
因 mm 十 ?>mm 一 2， 且 mn<82 0…0， 
#2 个 

故 m 十 n 二 10:…01 且 m 一 n 二 3…3, 

人 寻 
因此 7 一 3…34， 

#1 个 

故 N=1 及 N= 二 11…]55…56 (kEN) 为 所 求 . 


人 zt 
例 4 (第 32 届 美 国 中 学 生 数 学 竞赛 题 ) 在 三 进位 制 中 ， 数 zx 的 表示 是 : 


解 把 z 的 三 进位 制 表示 的 数字 一 对 对 地 组 合 ， 得 到 

工 一 (1。32 十 2。38) 十 (1。37 十 1。38) 十 … 十 (2。3 十 2) 
一 (1 .3 十 2)。(32)? 十 (1。3 十 2)。(3?)8 十 … 十 (2。3 十 2). 

因此 ，z 的 九 进位 制 的 第 一 位 数字 是 1 " 3 十 2 一 5. 


一 些 正 整数 组 成 ， 它 们 或 是 3 的 寡 ， 或 是 若干 个 不 同 的 3 的 和 之 和 ， 求 此 数列 的 第 
100 项 . 
解 将 已 知 数 列 写 成 3 的 方 短 和 形式 
qi 一 3"，d 一 。，0d 一 31 十 30，a 一 32，a5s 一 3 十 30，ae 一 32 十 31， 
ar=37 十 3! 十 3?， 
易 发 现 其 项 数 恰 好 是 自然 数列 的 对 应 形式 的 二 进 制 表示 : 
1 一 20 ，2 一 2 ，3 一 2 十 20，4 一 22，5 一 22 十 20，6 一 22 十 21， 


7 一 2: 十 2 十 20，… 

由 于 100 王 (1100100): 一 25 十 25 十 22 ， 

所 以 原 数 列 的 第 100 项 为 3 十 35 十 3: 一 981. 

例 6 (1987 年 加 拿 大 数学 竞赛 题 ) 1987 可 以 在 5 进 制 中 写成 三 位 数 zyz， 如 果 
X 十 y 十 z 三 1 十 9 十 8 十 7， 试 确定 所 有 可 能 的 zx，y，z 和 6b. 

解 ” 易 知 z 太 十 yb 十 z 二 1987，zx 十 y 十 z 二 25， 从 而 ， 

(一 1) 十 y(6 一 1) 二 1962, 即 

(6—z)[L(b+1)z+y]=1962=2X3? X109. 

由 b>10 知 5 一 1>9; 由 1962>> 终 一 1 知 5<VI963<45. 

故 9<b 一 1<44. 

由 1962 一 2X3:X109 知 它 有 12 个 正 约 数 ， 分 别 为 

1, 2, 3, 6, 9, 18, 109, 218, 327, 654, 981, 1962. 

所 以 , 6 一 1=18, b 二 19. 

由 1987=5X19: 十 9X19 十 11 知 z=5, y=9,， z=11. 

例 7 数列 (zx,) 定义 如 下 : zl 二 1， 对 k>0， 
2zk， 若 人 为 偶数 ， _ 12zrk， 若 人 为 奇数 ， 
2z4 十 1， 车 为 奇数 ; za {0 41, 车 为 偶数 . 

求证 , 数列 {zx,) 能 取 遍 每 个 正 整 数 且 恰 好 一 次 . 

证 明 全 部 用 二 进 制 表示 数 , 令 n= 二 (amam1…aiao)2. 下面 用 数学 归纳 法 证 明 : 
二 (Bbm1…b1b0)2， 其 中 ,b。 二 am 二 1,6b; 二 4; 十 aini (mod 2) ,i 二 0,1,2,… ,mm 一 1, 

当 x 一 1 时 命题 显然 成 立 . 设 对 小 于 n 的 自然 数 命题 成 立 . 对 于 mn 一 (amw…aico)?， 
记 w 二 (am*…ai),, 由 题 设 

(1 车 aiao==00, 则 zz, 二 2zw 二 2 ， (Ban*B)2 二 (bab bo)2s 

(2) 车 a1ao= 二 10; 则 z==2z; 十 1 二 (BmB 了 Ds 一 (Bmn01Do)2; 

(3) 车 arao 二 01, 则 zz, 二 2zx 十 1 二 (Bmn…B11)s 二 (DnBibo)z; 


zu={ 


离 互 丫 滩 屡 性 兹 沽 局 并 症 O 


泣 吾 党 滩 导 于 涟 潭 加 入 并 O 


人 


(anam-ialao)s 如 下 : 


它 在 进位 制 的 表示 中 数字 各 不 相同 ， 并 且 除去 最 左边 的 数字 ， 每 一 个 数字 均 和 它 
左边 的 某 个 数字 相差 士 1 (答案 用 的 显 函 数 以 最 简单 的 形式 表达 ). 


集合 : 


下 的 数字 中 最 大 的 或 最 小 的 ，……， 最 左边 的 数字 则 为 选 定 一 1 个 数字 之 后 剩 下 的 
数字 . 


位 数 ， 


件 的 整数 ， 而 先 不 考虑 第 一 个 数字 是 否 为 0， 则 


F(2)=4,{0,01,1,10}, 
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《4) 车 aiao 二 11, 则 +, 一 2x, 二 (BB0)s 一 (Baneb1bo)2. 
从 而 知 命题 对 n 也 成 立 . 
车 二 (Bm…bibo)s, 则 对 任意 数 (B6m1…6166)2， 可 以 唯一 确定 "n 一 


am 一 加 一 1, 且 ;=b;—aiti (mod 2). 
所 以 , n>zs， 为 NN 的 一 一 对 应 ， 从 而 命题 得 证 . 
例 8 (第 19 局 半 国 数学 奥林匹克 题 ) 试 求 出 并 证 明 所 有 这 样 的 正 整 数 的 个 数 ， 


解法 1 考察 具有 题 设 要 求 性 质 的 nn 进 制 中 的 & 位 数 的 个 数 . 
显然 这 个 位 数 应 该 由 & 个 连续 的 n 进位 数字 组 成 ， 为 此 有 如 下 结论 : 
(1) 对 每 个 k= 二 1，2，…, nn 有 nn 一 k 十 1 个 可 能 的 个 连续 的 n 进位 数字 的 


{0, 1, £0 k—1}, {1, 2, oe, k}, oe, {nk, n—kt+l, ,nl1}, 
(2) 对 于 给 定 的 & 个 连续 数字 ， 符 合 条 件 的 排列 方法 有 2 种 . 
这 是 因为 ， 最 右边 的 或 是 各 数字 中 最 大 的 或 是 最 小 的 ， 从 右 数 第 二 个 数字 是 剩 


(3) 对 每 个 &， 恰 有 一 个 以 0 开头 的 个 连续 数字 的 排列 ， 这 个 数 不 是 真正 的 
因此 ， 由 〈1)，(2)，(3)， 满 足 要 求 的 4 位 整数 有 (z 一 上 十 1)2 忆 :一 1 个 . 
当 A 一 1,2,… 和 2 时 ,对 所 有 的 & 求 和 

六 [om 一 +D .2 一 1 


二 =[(2 十 2 十 十 加) 一 1 十 [2 十 2 十 十 21) 一 七 十 … 十 
or 个 


中 
eee i De be 
三 [(2" 一 DD 十 (2m 一 DD 十 十 (22 一 1) 十 (21: 一 1)] 一 n 
[(2 十 2 呈 十 … 十 22 士 2) 一 要 一 于 
一 2 一 2 一 和 
解法 2 因为 只 有 0 不 能 作 第 一 个 数字 ， 我 们 先 定义 F(n) 为 n 进位 满足 题 设 条 


1F(1)=1,{0}, 


F(3)=11,{0,01,012,1,10,102,12,120,2,21,210}. 

现在 建立 下 (n 十 1) 的 递 推 式 . 

注意 到 n 十 1 进位 中 的 数字 串 有 三 类 : 

(i) 单一 的 数字 : 0，1，2，…，7; 

(ii 一 个 适当 的 n 进 位 数字 申 ， 接 一 个 紧 挨 着 最 大 的 未 用 数字 ; 

(iii) 一 个 适当 的 n 进位 数字 串 ， 接 一 个 紧 挨 着 最 小 的 未 用 数字 . 

于 是 有 Fln 十 1)=n 十 1 十 2F(n),F(1)=1. 

由 此 推 得 F(n) 二 2"+! 一 n 一 2. 

由 于 以 0 作为 第 一 个 数字 的 数 不 合 要 求 ， 而 这 样 的 数 ， 在 nn 进 制 中 有 n 个 ， 即 

0，01，…，012…(m 一 1). 

所 以 所 求 正 整数 的 个 数 为 F(n) 一 * 一 2 一 2 一 2. 

例 9 (1999 年 全 国 高 中 数学 联赛 题 ) 给 定 正 整 数 >， 已 知 用 克 数 都 是 正 整 数 的 
上 块 夸 码 和 一 台 天 平 可 以 称 出 质量 为 1，2，3，…，n 克 的 所 有 物品 . 

(1) 求 & 的 最 小 值 了 (nD); 

(2) 当 且 仅 当 nn 取 什么 值 时 ， 上 述 fn) 块 夸 码 的 组 成 方式 是 唯一 确定 的 ? 并 证 
明 你 的 结论 . 

解 (1) 设 这 类 块 夺 码 的 质量 数 分 别 为 as ，a，…，a， 且 1] 委 w 乏 we 入 … 么 


3 
w，wEZ，1 扫 i 委 & 因为 天 平 两 端 都 可 以 放 硅 码 ， 故 可 称 质量 为 2) rai,zi E 


{ 一 1,0,1). 若 利用 这 大 块 硅 租 可 以 称 出 质量 为 1，2，3，…， nn 的 物品 ， 则 上 述 表示 
式 中 含有 1，2，…,n， 由 对 称 性 易 知 也 含有 0， 一 1， 一 2，…， 一 n， 即 


A 
(Dzai | ze (全 10,1)} 二 (0 十 1…， 士 驯 ， 


3 
所 以 ,2n 十 1 =| {0, 土 1,…, 土 n) [| {BDzai | xi€ (1,0,1}}|<3， 
台 


一 
2 


即 n< 


设 2 一 <n<3 一 l(m> D), 则 > 
nmS 7 (m>l,m€E 7) , 则 hm， 


昌 k=m 时 , 可 取 a1 二 1, as 一 3，*…，am 一 3™ 
由 数 的 三 进 制 表示 可 知 ， 对 住 意 0<p<3" 一 1， 都 有 


二 > 3 ,其 中 yy; € {0,1,2}. 


各 
则 p 一 二 1 = 》) Dm = Do Dam. 
| 各 ~ 


2 


部 五 党 泡 否 壬 性 玉 油 站 站 站 0 


次 也 六 功 否 和 心太 河 回 涉 辣 


和 A 1，3，"…，3"”!，3" 一 1 也 是 一 种 方式 ， 


令 二 =y; 一 1, 则 ZzE{ 一 1,0,1}. 
故 对 一 切 一 了 <1<3 二 的 整数 1， 都 有 


/= Dan ,其 中 由 E {一 1, 0, 1). 


由 于 1 ， 因 此， 对 一 切 一 x<1<n 的 整数 !， 也 有 上 述 表示 . 
3 


cn!) 


综 上 , 可知 的 最 小 值 了 (n) 一 m. (3 
一 1 时 , 由 (1) 可 知 1，3，…，3"!，3” 就 是 一 


(2) 首先 ; 当 2 二 1 <n<3 


著 1</<3 二 ,由 (1) 可 知 


1= Drm ,x € (1,0,1), 则 L= Dx3m +0. (3 一 Di 
人 a 台 
2 


若 ? 于 一 <o< ， 则 卫 于 一 上 +1< 呈 一 1 

th 

由 (1) 可 知 ! 十 1 一 27zi3m1 ， 其 中 mE {一 1, 0, 1)， 
这 1 

易 知 rsf 一 1 (否则 1!< 六 3 一 1 一 下} 一 1, 矛 盾 ) 


则 1= x3 十 1. (3" 一 1). 
各 


1 时 ，f(n) 块 硅 码 的 组 成 方式 不 唯一 . 


所 以 ， 当 "2 
其 次 ， 下 面 我 们 证 明 ， 当 wn 二 时 ，f(n) 一 m 块 破 码 的 组 成 方式 是 唯一 


即 
Qi=37 (1<i<m). 


车 对 每 个 一 了 了 </<3 ,都 有 1 一 Dra zi E {一 1,0,1), 即 


{Dra tae 一 10 有 人 十]…, 士 于 1 

注意 左边 集合 中 至 多 有 3” 个 元 素 ， 故 必 有 

{Sza; | zi € {—1,0,1}}= (0,1 寺村 1). 
i=1 


从 而 ， 对 每 个 1， 一 <1 二 ， 都 可 以 唯一 地 表示 为 


i= 六 na, 其 中 zcE {—1,0,1}. 
这 1 
因而 ,部 一半 于 1, 则 
Dt = Dn + 袜 ra 十 2 于 1 
i 


售 =z+1 则 ye {0, 1, 2}. 
由 上 可 知 ， 对 每 个 0<1<3" 一 1， 都 可 以 唯一 地 表示 为 
1 = 加 ye 其中 ye 102 
特别 地 ， 易 知 1 和 ai<a<<…<an. 
下 面 用 数学 归纳 法 证 明 a 二 3"™' (1<i<m). 
当 ;=1 时 , 易 知 总 yai 中 最 小 的 正 整数 是 a1， 故 a1 一 1 
假设 当 1<i< 娟 时 ，ai 一 3 
3 
由 于 福 wa, = 加 wa ，y E {0.112) 就 是 数 的 三 进 制 表示 , 易 知 它们 正好 是 0， 


1,2，…32 一 1, 故 aeh 应 是 除 上 述 表示 外 { 加 ye ] we {0,1,2} ) 中 最 小 的 数 ， 因 


此 ，ap+l 一 3?， 
由 数学 归纳 法 可 知 ，a; 二 3 (1<i<m)， 


综 上 可 知 ， 当 且 仅 当 一 对 元 1 时 ， 上 述 fn) 块 夸 码 的 组 成 方式 是 唯一 确定 的 . 


【 解 题 思 维 策略 分 析 】 


1. 注意 发 据 p 进位 制 数 的 特殊 性 质 

例 10 (1982 年 英国 数学 奥林匹克 题 ) 17 的 一 个 倍数 写 2 进 制 数 时 恰好 含有 三 
个 数字 1， 证 明 它 至 少 含有 六 个 数字 0， 而 如 果 它 恰好 含有 七 个 数字 0， 那 么 它 就 是 
偶数 . 

解 17=2: 十 1， 写 成 二 进 制 数 为 《10001)。， 只 含有 两 个 数字 1， 考 虑 它 的 倍数 
17m， 如 果 写 成 二 进 制 数 而 含有 三 个 数字 1， 那 么 m 写成 二 进 制 数 时 必 至 少 含有 两 个 
数字 1， 于 是 可 设 

17m 一 (2 十 1)(2" 十 … 十 1D)。22， 
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次 盏 沦 潍 惟 卫 忧 潍 测 回迁 壮 0 


次 互 党 涤 否 女 心 涟 庆 同 并 症 Oo 


其 中 ?是 正 整 数 ， 户 是 正 整 数 或 零 ， 上 式 展 开 后 也 可 以 整理 成 为 2 的 不 同 次 寡 的 和 ， 
这 时 项 数 就 是 相应 的 二 进 制 数 中 所 含 数字 1 的 个 数 ， 由 于 因数 2* 不 影响 展开 式 的 项 
数 ， 我 们 只 要 考虑 (24 十 1)(2" 十 … 十 1) 一 244" 十 … 十 2 十 2 十 … 十 1, 按 题 设 ,此 式 可 
写成 2 的 三 个 不 同 次 寡 ( 包 括 2 一 1) 的 和 . 由 此 可 见 n 不 能 小 于 4, 和 否则 上 式 中 至 少 有 
四 项 不 能 合并 ,违背 题 设 . 当 x>4 时 ,2“" 之 2: ,上 式 相 应 的 二 进 制 数 至 少 是 九 位 数 ,如 
果 其 中 恰 有 三 个 数字 1, 就 至 少 有 六 个 数字 0. 这 样 的 17 的 倍数 确定 存在 ,例如 17? 二 
(24 十 1)2 一 2 十 25 十 1 
如 果 二 进 制 数 恰 含有 三 个 数字 1 和 七 个 数字 0， 那 么 它 是 十 位 数 ， 设 为 奇数 ， 则 
可 表示 为 2 十 2" 十 1， 其 中 是 小 于 9 的 正 整 数 ， 但 是 不 难 验证 ,n= 二 1，2，3，4， 
5，6，7，8 时 ，2? 十 2" 十 1 都 不 是 17 的 倍数 ， 因 此 ， 这 样 的 17 的 倍数 只 能 是 偶数 ， 
例如 2(28 十 2 十 1) 一 2? 十 28 十 2. 
例 11 (IMO- 35 试题 对 于 任何 正 整数 &，f(k) 表 示 集 合 {k 十 1,k 十 2,…，,2k} 
内 在 二 进 制 表示 下 恰 有 3 个 1 的 所 有 元 素 的 个 数 . 
(1) 求证 ， 对 于 每 个 正 整数 m， 至 少 存在 一 个 正 整 数 &， 使 得 f(k) 一 m。 
(2) 确定 所 有 正 整数 mw， 对 每 一 个 m， 恰 存在 一 个 &， 满 足 /(k) 二 m. 
证 明 用 S 表 示 正 整数 集合 内 在 二 进 制 表示 下 恰 有 3 个 1 的 所 有 元 素 组 成 的 集 
， 首先 证 明 


JR 十 1) 一 


落 


{7 的, 当 2k+1¢S, 
(十 1, 当 2 二 1ES. 9 

由 于 f(k 十 1) 是 集合 {k 十 2,k 十 3,… ,2k 十 1,2k 十 2} 内 在 二 进 制 表示 下 恰 有 3 个 1 
的 所 有 元 素 组 成 的 集合 ,f(k) 是 集合 {k 十 1,k 十 2,…,2k} 内 在 二 进 制 表示 下 恰 有 3 个 1 
的 所 有 元 素 组 成 的 集合 . 在 二 进 制 表示 下 ,在 & 十 1 的 个 位 数 后 面 添加 一 个 零 , 恰 为 
2(4 十 1) 在 二 进 制 表示 下 的 数字 . 于 是 ,& 十 1 与 2(k 十 1) 同 属于 S, 或 者 同时 不 属于 S， 
因此 有 @. 

(1) 显然 /(1) = 二 0,f(2) 二 0. 当 & 一 2,s 是 大 于 等 于 2 的 正 整 数 时 ,了 (2') 表 示 集 
合 {2' 十 1,2' 十 2,…,2+!) 内 在 二 进 制 表示 下 恰 有 3 个 1 的 所 有 元 素 的 个 数 ， 

在 二 进 制 表 示 下 ， 

2 十 1 一 10…01，2 呈 1 一 1 0…0. 

i tl 

考虑 所 有 形 如 1 x x* … x 的 s+1 位 数 , 取 2 个 1 放 入 这 s 个 * 中 的 任 两 个 x 
位 置 ， 其 余 * 位置 全 部 放 人 0， 就 得 到 集合 {2: 十 1，2' 十 2，…，2:+) 内 在 二 进 制 
表示 下 恰 有 3 个 1 的 一 个 元 素 ， 于 是 ， 


f(2) =C=:(s—D. 
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当 * 增 大 时 ， 二 *Gs 一 D) 显 然 无 上 界 . 从 中 可 知 f(D 无 上 界 . 又 从 1(1) 一 0,f(k) 无 


上 界 及 @ 可 知 , 当 & 取 遍 所 有 正 整数 时 , j(E) 取 遍 所 有 非 负 整数 . 于 是 ,对 于 每 个 正 整 
数 m, 至 少 存在 一 个 正 整数 ,满足 f(k) 二 m. 
(2) 由 于 对 每 一 个 m, 恰 存在 一 个 ,满足 f(&) 二 m, 则 由 外 可 知 ， 


(RE 二 1) 一 Fi 十 1 一 ma 十 1 及 FE 一 1) 一 六 AD) 一 1 一 mm 一 1 
这 表明 24 十 1ES,2(k 一 1) 十 1ES. 

设 在 二 进 制 下 ，k 二 2’ 十 k12”! 十 ka2”? 十 … 十 -12 十 k,， 
这 里 如，ko，…，k€ 《0，1)，s 是 正 整数 . 

2 一 1 二 21+t 十 2 十 kz2"1 十 … 十 -12? 十 ,2 一 1， 

2k 十 1 二 2+! 十 h12: 十 R22 一 ! 十 … 十 ks2 十 1. 

由 于 在 二 进 制 下 ，2k 十 1 恰 有 3 个 1， 则 如 ，ks，…，k; 中 只 有 一 个 为 1， 其 余 

皆 为 0， 于 是 ，2k 十 1 一 2 十 2 十 1， 这 里 t 是 小 于 等 于 s 的 正 整 数 。 那么， 


一 2 十 2 © 
外 一 1 一 2 十 2 一 1 一 2 十 2! 十 … 十 2 十 1. ® 
由 于 在 二 进 制 下 ，2k 一 1 也 恰 有 3 个 1， 则 :==2， 从 而 ，s 宇 2， 由 @ 有 

有 一 2 十 2，& 十 1 一 2 十 2 十 1，24 一 2+1 十 22. @ 


在 二 进 制 下 ，& 十 1 为 10…011( 有 * 一 2 个 0) ,2& 为 10…0100( 一 共有 个 0), 在 
& 十 1 与 24 之 各 的 正 整数 为 1 x * … * (有 5 个 * ,但 排除 10…000,10…001,10…010 
三 个 数 ) ,及 s 十 2 位 数 10…01,10…010,10…011, 因 此 ， 


(2 二 2 一 CGI 一 二 sgGs 一 D 十 1. @ 


从 而 ,f(k) 一 m 恰 有 唯一 解 时 , 必 有 m 一 去 s(s 一 1 十 1, 这 里 :之 2. 
当 w 一 二 ss 一 D 十 1 时 , 取 4 一 2 十 2, 从 上 述 证 明 得 


2 十 2) 一 二 sG 一 D) 十 1. 


由 于 2(2: 十 2) 一 1 一 2+1 十 2 十 1?2(2: 十 2) 十 1 一 2 十 22 十 1 
都 恰 有 3 个 1, 则 由 中 ,有 
f(2: 二 2 一 1)==f(2: 十 2) 一 1, 了 (2 十 2 十 1) 二 1(2: 十 2) 十 1 


从 而 ,f(h) 一 二 :Cs 一 十 1 的 确 有 唯一 解 太一 2 十 2, 这 里 正 整数 ;>2. 
2. 注意 发 气 题 设 条 件 中 隐 含 有 p 进位 制 数 背景 


例 12 〈2008 年 中 国 女子 数学 奥林匹克 题 ) 对 于 正 整数 m 令 了 ,一 [2*V2008] 十 
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[2"V2009]. 求 证 :数列 户 , 户 ,… 中 有 有 穷 多 个 奇数 和 无 穷 多 个 偶数 . ([z] 表 示 不 超过 
工 的 最 大 整数 ) 

证 明 由 于 题 设 中 含有 “2"”， 不 妨 设 将 V2008 和 2009 化 为 二 进 制 后 的 无 限 小 
数 为 al 和 az. 

我 们 知道 ， 这 两 个 小 数 都 是 不 循环 的 ， 而 f, 是 奇 还 是 偶 ， 取 决 于 ca 和 as 小 数 
点 后 的 第 几 位 是 否 相同 .如 果 数 列 万， 户 ，… 中 有 有 限 个 奇数 ， 那 么 在 某 个 以 后 ， 
所 有 的 fi 都 是 偶数 ， 这 说 明 在 小 数 点 后 n 位 开始 ，a! 和 az 的 每 一 位 都 相同 ， 这 说 
明 a 一 a 在 二 进 制 下 是 有 限 小 数 ， 即 是 一 个 有 理 数 ， 但 这 显然 是 不 可 能 的 . 如 果 数 
列 用 ，f:，… 中 只 有 有 限 个 偶数 ， 在 某 个 以 后 ， 所 有 的 fi 都 是 奇数 ， 这 说 明 在 小 
数 点 后 4 位 开始 ，a! 和 as 的 每 一 位 都 不 同 . 这 说 明 a* 十 ai 在 二 进 制 下 是 有 限 小 数 ， 
即 是 一 个 有 理 数 ， 这 显然 也 是 不 可 能 的 . 至 此 ， 便 证 明了 原 命题 成 立 . 

例 13 《〈1989 年 爱尔兰 数学 奥林匹克 题 ) 函数 了 定义 在 自然 数 集 上 ， 且 满足 下 
列 条 件 : 

(1) f(D=1; 

(2) f(2m)=f6m,f2ntl)=f(2n)+1(n21). 

当 1<n<1989 时 ， 试 求 出 f(n) 的 最 大 数 w， 并 且 求 出 有 多 少 个 n(1<n<1989)， 
使 f(n)=n. 

解 我们 来 证 明 ; 若 a 是 用 二 进 制 表示 的 数 ， 则 f(a) 是 a 的 各 位 数字 之 和 , 事实 
上 , 当 a 是 个 位 数 时 ,了 (1) 二 1, 命 题 成 立 ;假设 a 是 位 数 时 ,命题 成 立 , 即 

当 a=a12"! 十 a12" 十 … 十 qi 时 , f(a) 二 ao 十 a 十 … 十 an 1 

二 进 制 的 n 十 1 位 数 有 两 种 情况 : 

(24 二 go2" 十 a12" 十 … 十 as-1，2, 它 的 各 位 数字 之 和 为 ao 十 a 十 … 十 as-1 二 
了 la), 又 f(2a) 二 f(a), 即 f(2，a) 的 各 位 数字 之 和 是 2a 的 各 位 数字 之 和 . 

(iD 2a 十 1 一 ao2" 十 ai2 一 十 … 十 ao-1。2 十 1， 它 的 各 位 数字 之 和 是 

4 十 oj 十 … 十 or: 十 1 一 Fe) 十 1 

又 F(2a+1D)=(2a) 十 1 一 Fo) 十 1, 即 f(2a 十 1) 也 是 24 十 1 的 各 位 数字 之 和 . 

这 样 我 们 用 数学 归纳 法 证 明了 当 a 是 用 二 进 制 表示 的 数 时 , f(a) 是 a 的 各 位 数字 
之 和 . 

因为 2* 十 2 十 … 十 2 十 1 二 21 一 1 二 2047>>1989, 又 

1989 一 2 十 2? 十 28 十 27 十 28 十 22 十 1 一 (11111000101)。， 
所 以 Mo 一 10. 

不 超过 十 进 制 1989 的 二 进 制 为 一 个 十 位 数 ,(1111111111) 一 1023 和 四 个 十 一 位 数 


:| 〈l0111111111): 一 1535,(11011111111): 王 1791,(11101111111): 一 1919,(11110111111)。 一 1983. 
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所 以 Ms。.=10， 当 1 委 " 和 1989 时， 有 5 个 使 FCOa) 一 10. 
例 14 (MO-29 试 题 ) 设 N 为 正 整数 集 ， 在 N 上 定义 函数 了 如 下 ; 


(iD f(D=1,f(3)=3; 


《ii) 对 nEN;, 有 (2n)==f(n),f(4n 二 +1)==2f(2n 二 1) 一 fCn),f (dnt+3)= 


3f(2n+1)—2f(n). 
试 求 所 有 的 ”使 wx<1988 且 Fo 一 am 
解 由 条 件 (i) 和 (ii)， 我们 可 经 计算 得 下 表 : 


n 1 2 3 4 | 5 6 7 8 


fn) 1 1 3 1 5 3 7 1 


py 
n 1010 | 1011 | 1100 | 1101 | 1110 | 1111 | 10000 | 10001 


fln) | 101 1101 11 1011 111 1111 1 10001 


下 面 ， 我 们 先 证 明 这 个 猜想 是 正确 的 . 
事实 上 ， 当 "一 1，3 时 ， 上 述 猜 想 成 立 . 
假设 ”< 时 上 述 猜 想 成 立 ， 我 们 来 证 明 "一 上 时 上 述 猜 想 也 成 立 . 


& 为 偶数 时 ,猜想 成 立 . 
如 果 & 一 4m 十 1(mEN) ,那么 可 设 丰 的 二 进 制 数 为 
k=4m++l1= (aar1"*a201),, 
于 是 mm 一 (aa …az)z,2m 十 1 一 (aa azl)2， 
此 时 ,根据 已 知 条 件 和 归纳 假设 可 得 


于 是 ， 我 们 猜想 ，f(n)〉 等 于 表示 n 的 二 进 制 数 全 部 反 序 而 得 到 的 二 进 制 数 . 


事实 上 ， 如 果 k 是 偶数 ， 那 么 可 设 的 二 进 制 数 为 (aei-1…a10)s ,各 的 二 进 制 数 
为 (uai-ir:ai)a, 此 时 根据 已 知 条 件 和 归纳 假设 可 得 /Ck) 一/( 扣 ) 一 (a1-…aria)2， 故 
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fdm+1)=2f(2mt+1)—f(m) 
一 (laz…a_ial0): 一 (aa…a-_ial)z 一 2 十 2 一 Fe) 
二 2 十 Fa 一 (10az…ariai)z。 

这 就 是 说 ，k 一 4m: 十 1 时 猜想 也 成 立 . 

同 理 可 证 ，& 一 4 十 3 时 猜想 也 成 立 . 

根据 数学 归纳 原理 ， 猜 想得到 证 明 . 


1 一 (aidz…ai)2 一 (aa ai)2, 即 ai 一 ai+iiG 一 1,2， ,[£D. 


当 的 二 进 制 位 数 为 偶数 2s 时 ,满足 上 述 条 件 的 n 是 2”! 个 ; 当 的 二 进 制 位 数 
为 奇数 2s 十 1 时 ,满足 上 述 条 件 的 n 有 2 个 . 

注意 到 1988 二 (11111000100); ,而 比 这 个 数 大 的 满足 f(n) 二 的 11 位 二 进 制 数 
只 有 两 个 :C11111111111)。 和 (11111011111); ,因此 所 求 的 数 的 个 数 为 ， 

(1 十 1 十 2 十 2 十 4 十 4 十 8 十 8 十 16 十 16 十 32) 一 2 一 92. 

例 15 〈IMO - 37 预先 题 ) 设 序列 a(z)，z 一 1，2，3，… 定 义 如 下 : 


a(1) 一 0, 并 且 当 z>>1 时 ,am 一 a([ 号 ]) 十 (一 D) 


(1) 求 出 ae(m) 在 "<1996 范围 内 的 最 大 值 和 最 小 值 ,并 给 出 取得 这 些 极 值 的 全 部 
的 nn 的 值 . 
(2) 在 n<1996 范围 内 , 值 为 0 的 a(n) 有 多 少 项 ? 


解 由 n>1 时 ， a(n) 二 a([ 怠 ]) 十 (一 DD)" ,可 得 


nn 六 1 时,a(2n) 一 a(z) 十 (一 1D)"2rrD 一 a(z) 十 (一 1)"- 

al2n+1)=a(n)+(— Dt etd =a(n)+(—D"™!. 

设 n 宇 2 时 ,n 在 二 进 制 表 示 下 为 (aa2…ai)s, 其 中 a 一 0 或 1,i 二 1,2,…,l. 考虑 
/一 1 个 数码 对 

《ayaz)，(aa ra3) (ai-iyal)。 

设 其 中 满足 a 二 a 的 有 fb) 个 ,满足 ax 关 arty 的 有 gCm) 个 ,二 1,2,…,1 一 1, 最 
然 , f(D) 十 g(n)= 二 ! 一 1. 

下 面 用 归纳 法 证 明 :n 写 2 时 ,有 a(n) 二 (mn) 一 gCn). 0 

事实 上 ,a(2)==a(D) 十 (一 D)'= 一 1,a(3)=a(]D) 十 (一 1)?=1. 

又 f(2)=0,g(2) 二 1,f(3) 二 1,g(3)==0, 因 此 当 n=2,3 时 , 〇 D 式 成 立 . 

假设 对 于 某 个 3, 当 2<n<k 时 ,@ 式 成 立 . 考虑 二 k 十 1 时 的 情况 . 

设 k 十 1=(aez**ay)2,L 之 3, 则 


al(k+1)=a( (aia2*"a)2)=a( (raat1)2) + (—1) me te 
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一 Faniaa…az 1)) gna)) + (— lite. 
车 ai=@; 则 (十 DD)==f (mazw*…rari1)2)， 
E(R 十 1) 一 &((oaz…ar-)z) 十 1- 
于 是 a(& 二 1) 三 Faiaz…ac-i)z) 一 5(Caaiaz…a-i)z) 一 1 


一 (kt 十 1) 一 EC 十 1). 

因此 n=k 十 1 时 ,@ 式 也 成 立 . 

(1) 因为 (1995)u 一 (11111001011)*, 而 由 @ 式 知 当 且 仅 当 ”一 (1111111111): 一 
1023 时 ,az) 取 最 大 值 9;n 二 (10101010101)s 二 1365 时 ,aln) 取 最 小 值 一 10. 

(2) 设 n= 二 (qaz…ai)2,n 之 2, 则 当 且 仅 当 fn) 二 gCm) 时 ,aln) 二 0, 此 时 

/一 1=f(n) 十 g(n) 二 2f(n) ,为 偶数 ,从 而 ! 是 奇数 . : 

当 2<n 委 1995 时 ,4 只 能 取 3,5,7,9,11. 

对 于 固定 的 LE€{3,5,7,9,11}, 当 2 人 <n<2' 一 1 时,n 在 二 进 制 表示 下 为 (araz*… 


ao):, 且 mm 一 1, 故 当 且 仅 当 恰 有 伍 个 数码 对 (wu ,at+, ?满足 凤 一 ct 时 a(z) 一 0. 因 此 ， 


25<n<2 一 1 时 , 值 为 0 的 abm) 共 有 CO 项, 于是, 当 2 和 mn 委 中 一 1 时 , 值 为 0 的 
a(n) 共 有 

GQ+C 二 GG 二 Gi; 十 Ci 二 350( 项 ). 

当 1996<n<24 一 1 时 , 易 知 只 有 取 

(11111101010 )2, ( 11111011010 )», ( 11111010110 ),,( 11111010010 );， 
(11111010100), 这 5 个 值 ,ae(Cz) 一 0， 

故 当 2<n<1995 时 , 值 为 0 的 a(z) 项 有 345 项 ,又 a(1) 一 0, 因 此 , 当 zm<<1996 时 ， 
值 为 0 的 a(n) 共 346 项 . 


【模拟 实战 】 


习题 A 


1. (1988 年 上 海 市 数学 竞赛 题 ) 求 满足 a5c(a 十 b 十 c)? 的 所 有 三 位 数 abc. 

2. (第 9 届 加 拿 大 数学 竞赛 题 ) N 是 整数 ， 它 的 5 进 制 表 示 是 777， 求 最 小 的 正 整数 
5b， 使 得 N 为 十 进 制 整数 的 四 次 方 . 

3， (1991 年 日 本 数学 奥林匹克 题 ) 7 为 非 负 整数 ,由 F0) 一 0, (1) 一 1, (nn) 二 


7[ 瑟 ]) 二 nx 一 红 [号 ] 确 定 Am). 求 在 0Sm<1991 时 ,f(n) 的 最 大 值 . (这 里 [x] 表示 
不 超过 的 最 大 整数 ) 
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(基辅 市 数学 竞赛 题 ) (1) 在 几 进位 制 中 ，16324 是 125 的 平方 ? 
(2) 在 几 进 位 制 中 ，4。13 一 1007 

5. 设 1993 可 以 在 6 进位 制 中 写成 三 位 数 zyz， 且 zx 十 y 十 z 二 1993， 试 确定 出 所 有 可 
能 的 z，y，z 和 。b. 

6.《IMO- 5 试题 ) (1) 求 所 有 的 正 整数 n， 使 得 2" 一 1 能 被 7 整除 ; 

《2) 证 明 : 对 于 任何 正 整数 >，2" 十 1 不 能 被 7 整除 . 


7. (IMO - 10 试题 ) 设 [z] 表 示 不 超过 z 的 最 大 整数 , 试 求 立 [2 击 包 ] 的 值 ,其 中 


是 任意 自然 数 . 

8. 1500 只 产品 分 装 15 箱 出 厂 ， 在 包装 密封 完毕 后 ， 发 现 还 有 一 只 产品 未 装 和 信箱 内 . 
因 包装 密封 要 求 很 高 ， 不 允许 逐 箱 打开 检查 ， 有 人 提出 用 磅 秤 称 各 箱 的 重量 来 检 
查 〈 因 为 少 装 一 只 产品 的 一 箱 较 轻 ) ， 按 通常 的 方法 每 箱 称 -一 次 要 称 14 次 才能 把 
少 装 的 一 箱 检查 出 来 ， 问 有 没有 办 法 减少 称 的 次 数 而 仍 能 把 少 装 的 一 箱 检查 出 来 . 

9. (第 24 局 全 美 数学 竞赛 题 ) 现 有 1990 堆 石头 ， 块 数 分 别 为 1，2，…，1990， 进 
行 如 下 操作 ， 每 次 可 选择 任意 多 堆 ， 从 其 中 每 堆 拿 走 同样 多 石 块 ， 问 要 把 所 有 石 
块 都 拿 走 ， 最 少 要 操作 多 少 次 ? 

10, (基辅 市 数学 竞赛 题 有 一 个 写成 七 进 制 的 三 位 数 ， 如 果 把 各 位 数码 按 相反 顺序 
写 出 ， 并 把 它 看 成 九 进 制 的 三 位 数 ， 且 这 两 数 相等 ， 求 这 个 数 . 

11, (1991 年 南昌 市 数学 竞赛 题 ) 现 有 一 大 缸 水 和 5 个 量 杯 ， 量 杯 的 容积 依次 为 1， 
5，25，125，625 〈 毫 升 )， 试 证 明 对 于 不 超过 1562 的 整数 a， 只 要 用 这 5 个 量 
杯 ， 每 个 至 多 用 2 次 ， 就 能 把 a 毫升 的 水 注入 空 水 桶 中 ， (说明 :从 大 缸 量 一 杯 
水 倒 人 水 桶 ， 或 从 水 桶 量 一 杯 水 倒 人 大 缸 ， 均 算 用 量 杯 一 次 , ) 

12. 证 明 : 当 nn 之 2 时 ，Fermat 数 书 ,一 2 十 1 的 末 位 数 都 是 7. 

13. (第 17 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 题 ) 求 证 ，2"! 能 整除 n! 的 一 个 必要 充分 条 件 是 
?一 2 ， 这 里 & 为 某 一 自然 数 . 

14，(IMO - 30 预选 题 ) 设 m 为 正 奇数 ， 求 使 2” 整除 m2" 一 1 的 最 小 的 自然 数 

15. (IMO - 29 预选 题 ) 对 每 个 正 整数 &，n， 令 S.Cn) 表 示 n 在 k 进 制 中 的 数字 和 . 证 
明 对 小 于 20000 的 素数 p,Su(p) 至 多 有 两 个 值 为 合 数 . 

16. (IMO - 12 试题 ) 设 a,， 5b，n 都 是 自然 数 ， 并 且 a>1, 5>>1, n>>1, 又 A, 1 和 
4 是 a 进 制 数 ，B,_!1 和 B, 是 5 进 制 数 ， 并且 A; ，A,，B,_1 和 B, 可 以 表示 为 
如 下 形式 : 

4 一 zr-izra…zo，A, 一 rz ez (a 进 制 写 出 ). 
Bi1 王 zi"T0o，B, 一 Trzr-1"…To 坊 进 制 写 出 )， 此 处 z, 关 0，zx,_1 取 0. 


4 委 : 


试 证 : 当 a>b 时 ， A 


17. (IMO - 24 试题 ) 能 否 选择 1983 个 不 同 的 正 整数 ， 使 它们 都 不 大 于 10: 且 其 中 任 
何 三 数 都 不 是 等 差 数列 中 的 连续 项 ? 证 明 你 的 结论 . 

18.(IMO - 28 预选 题 ) 找 出 8 个 正 整数 nt，n;，…，ns， 使 它们 有 下 列 性 质 ， 对 于 
每 个 整数 &， 一 1985<k<1985， 有 8 个 整数 a1，az，…，as， 其 中 每 个 a; 都 属 


于 集合 {一 1, 0, 1}， 全 得 4 一 an 


19. (1985 年 英国 数学 奥林匹克 题 ) 一 个 正 整数 称 为 “ 坏 数 ”， 如 果 它 的 二 进 制 表示 
中 数码 1 的 个 数 是 偶数 ， 例 如 18 一 (10010)* 是 “ 坏 数 ”， 在 正 整数 集合 中 ， 求 前 
1985 个 “ 坏 数 ”之 和 . 


习题 B 


1. (第 48 届 斯 洛 文 尼 亚 数 学 奥林匹克 题 ) 求 所 有 满足 以 下 条 件 的 三 位 数 ， 该 数 等 于 
它 的 各 位 数字 之 和 的 30 售 . 

2. (2005 年 日 本 数学 奥林匹克 题 ) 对 自然 数 ， 用 SCz) 表 示 其 各 位 数字 之 和 ,例如 
SG611) 一 6 十 1 十 1 一 8. 设 ob,c 均 为 三 位 数 ， 使 得 c 十 0 十 c 一 2005， 而 M 为 
S(a) 十 SC(6) 十 S(c) 的 最 大 值 . 问 有 多 少 组 (a,6,c) 满 足 SCa) 十 SC0) 十 SCc) 一 M? 

3，(2003 年 泰国 数学 奥林匹克 题 ， 在 有 理 数 集中 定义 f(0) 二 0, f(1) 王 1， 

2 ,0o<z< 寺 ， 
(z) 一 
B+-D, <r<l. 
车 用 二 进 制 表示 x, 如 z= 二 (0. 6b1bzby…),, 求 二 进 制 表示 的 f(z). 

4. (CMO - 24 试题 ) 给 定 整数 ” (n 宇 3). 证 明 : 存在 个 互 不 相同 的 正 整 数组 成 的 

集合 S， 使 得 对 S 的 任意 两 个 不 同 的 非 空子 集 A4，B, 数 
Dr Dr 
EA 与 EB 
141 1B1 
是 互 素 的 合 数 〈 这 里 >) z 与 | X | 分 别 表 示 有 限 数 集 X 的 所 有 元 素 之 和 及 元 素 
EX 
个 数 ). 

5. (第 12 届 土 耳 其 数学 奥林匹克 题 )》 已 知 集合 K(n,0) 二 GB. 对 于 任意 非 负 整 数 m， 

ma 定义 K(nym 十 1) 二 {|1 寺 kn, K(k,m) 门 K(n 一 km) 王 名), 求 集合 K(2004， 


319 


离 互 这 海 否 捷 心 奋 灌 加 并 着 O 


离 互 这 泗 否 生 性 洗 水 同 闪 关 O 


EE 


uy 


po 


RR 


2004) 中 元 素 的 个 数 . 
(2003 年 白俄罗斯 数学 奥林匹克 题 ) (1) 如 果 一 个 正 整数 能 表示 为 -- 些 正 整数 


(这 些 正 整 数 均 为 2 的 非 负 整数 次 寒 ， 且 可 以 相同 》 的 算术 平均 ， 则 称 这 个 正 束 
数 为 “好 数 ”证 明 ， 所 有 正 整 数 均 为 “好 数 ” 

(2) 如 果 一 个 正 整数 不 能 表示 为 一 些 两 两 不 同 的 正 整 数 这 些 正 整 数 均 为 2 的 非 
负 整数 次 寡 ) 的 算术 平均 ， 则 称 这 个 正 整数 为 “ 坏 数 ” 证 明 ， 存 在 无 穷 多 个 
“ 坏 数 ” 


《2006 年 捷克 -波兰 -斯 洛 伐 克 数学 奥林匹克 题 ) 证明: 对 于 每 一 个 整数 上 (k 宇 1)， 


存在 一 个 满足 下 列 性 质 的 正 整数 
用 十 进 制 表示 2"， 可 以 恰好 含有 个 连续 0 的 单位 ， 即 2 一 …a 00.…05…， 


处 
其 中 ，a、6。 是 非 零 数字 . 


《2002 一 2003 年 度 向 牙 利 数学 奥林匹克 决赛 题 ) 设 t 是 一 个 固定 的 正 整数 ，/f,(n) 


表示 满足 Ci 是 奇数 的 数目 , 其 中 1<k<n, 为 整数 . 车 1<h<A, 则 规定 G 一 0， 
证 明 如 果 是 一 个 足够 大 的 2 的 整数 次 等 , 则 帮 C 一 赴 ， 其 中 是 一 个 依赖 于 
4 但 不 依赖 于 的 整数 . 


(2007 年 保加利亚 国家 数学 竞赛 题 ) 已 知 整数 上 (& 之 5)， 用 上 进 制 表示 给 定 的 正 


整数 ， 将 这 个 4 进 制 的 数 的 各 位 数码 之 和 与 (8 一 1)? 的 积 写 在 给 定 的 正 整数 的 后 
面 , 对 所 得 到 的 新 的 数 继续 这 种 运算 得 到 一 个 数列 ,证 明 ， 从 某 个 数 开始 ， 其 后 
面 的 数 全 部 相等 . 


(第 11 届 土 耳 其 数学 奥林匹克 题 ) 求 方程 "二 2”t! 十 2" 十 1 的 三 元 正 整数 解 


(zx, m, n). 


， (2007 年 波罗的海 地 区 数学 竞赛 题 ) 设 r, 是 正 整 数 ， 且 的 所 有 素 因数 比 50 


大 ， 一 个 正 整 数 在 十 进 制 表 示 下 至 少 有 位 数 ( 首 位 数 不 是 零 )， 如 果 其 十 进 制 
表示 下 的 每 个 连续 的 个 数码 组 成 的 整数 〈 可 能 首位 数 是 零 ， 都 是 7 的 倍数 ， 
则 称 为 “好 数 ”。 证 明 : 如 果 存 在 无 穷 多 个 好 数 ， 则 10* 一 1 是 好 数 . 


、( 第 24 届 伊 朗 数学 奥林匹克 题 》 对 ASEZ 和 a，bEZ， 记 aA 十 b 表示 集合 {az 十 


b|zEA}. 若 a 天 0, 称 集合 aA+b 与 A“ 相 似 "“ 康 托 集 *C 是 由 三 进 制 表示 中 不 含 
1 的 非 负 整数 构成 的 集合 . 

易 知 ,C 一 (3C)U(3C 十 2). 

另 一 个 例子 是 

C=(9C) U9C+6) U (3C+2). 


集合 C 的 表示 是 指 将 C 划分 为 有 限 个 (多 于 1 个) 与 C 相似 的 集合 , 即 
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c= Uo, 

其 中 ，Ci 一 aiC+4 是 与 C 相似 的 集合 . 
当 且 仅 当 某 些 'C; 的 并 集 不 与 C 相等 或 相似 时 ， 称 :C 的 一 个 表示 是 “本 原 

的 ” 

考虑 康 托 集 的 一 个 本 原 的 表示 .求证 : 

(D) ai>1; 

(2) 所 有 ai 都 是 3 的 方 宕 ; 

(3) ai>b3 

(4) C 的 唯一 的 本 原 的 表示 是 C 一 (3C)U(3C 十 2). 


(2005 年 全 国 高 中 数学 联赛 题 ) 记 集合 工 一 {0, 1, 2, 3,4,5,6}，M 一 


全 十 颖 十 党 十 发 | wE T,i 一 1,2,3,4 ,将 M 中 的 元 素 按 从 大 到 小 的 顺序 排列 ， 
则 第 2005 个 数 是 ( 。 ). 
5 5. 6. 3 5 .5 6. 2 
A._， 子 十 部 十 斑 十 区 B 部 十 芳 十 广 十 齐 
0 


11.044 1414043 
C 了 十 闻 十 而 十 芭 D， 了 十 元 十 广 十 交 


，。 (2004 年 国家 队 数 学 培训 题 ) 证 明 存 在 正 整数 几 ， 使 得 2004" 的 十 进 制 表示 的 开 


始 的 数字 为 20 042 005 200 620 072 008. 


， (2004 年 国家 队 数学 选拔 赛 题 ) 已 知 入 ， 加 ，…，zzxs 为 给 定 的 不 超过 2004 的 


25 个 互 不 相同 的 素数 ， 求 最 大 的 整数 T， 使 得 任 作 不 大 于 了 的 正 整数 总 可 以 表 
示 成 (pipe…pzs)”” 的 互 不 相同 的 正 约 数 之 和 ，[ 如 1，p1，1 十 pf 十 pipi 十 pps 
等 均 是 (pipa…pzs)”™ 的 互 不 相同 的 正 约 数 之 和 . ] 


。 (2008 年 国家 队 数学 培训 题 ) 记 A 三 {zlzEN" ,在 十 进 制 表 示 下 z 的 每 一 个 数 


码 都 不 是 零 , 且 SCz)|z}, 这 里 S(x) 表 示 z 的 各 数码 之 和 . 
求证 : 对 任意 正 整数 上 A，A 中 都 有 一 个 恰好 是 位 的 正 整数 . 


。 (2005 年 国家 队 数学 培训 题 ) 互 素 正 整数 p,，g。 满 尾 如 一 1 十 寺 十 寺 +… 十 二 ， 


试 找 出 所 有 的 正 整 数 ， 使 得 3 | 名. 
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第 十 七 章 不 定 方程 


【基础 知识 】 


不 定 方程 是 指 未 知 数 的 个 数 多 于 方程 的 个 数 ， 且 它们 的 解 受到 某 种 限制 的 方程 . 
通常 研究 的 是 不 定 方程 的 正 整数 解 、 整 数 解 、 有 理 数 解 等 ， 不 定 方程 也 称 为 丢 番 图 
方程 ， 是 数论 的 重要 分 支 学 科 ， 是 历史 上 最 活跃 的 数学 领域 之 一 ， 不 定 方程 的 内 容 
极其 丰富 ， 与 代数 数论 、 代 数 几 何 、 集 合 数学 等 有 密切 的 联系 .不 定 方程 的 重要 性 
在 数学 竞赛 中 也 得 到 了 充分 的 体现 ， 每 年 世界 各 地 的 数学 竞赛 中 ， 不 定 方程 的 问题 
都 占有 一 席 之 地 ; 它 也 是 培养 和 考查 学 生 数 学 思维 能 力 的 好 材料 ， 数 学 竞赛 中 的 不 
定 方程 问题 ， 不 仅 要 求 选 手 对 初等 数论 的 一 般 理论 、 方 法 要 有 一 定 的 了 解 ， 而 且 更 
需要 讲究 思想 、 方 法 与 技巧 ， 创 造 性 地 解决 相关 问题 . 

1. 不 定 方程 问题 的 常见 类 型 

(1) 求 不 定 方程 的 解 ; 

(2) 判定 不 定 方程 是 否 有 解 ; 

(3) 判定 不 定 方程 的 解 的 数量 “有限 还 是 无 限 ). 

2. 不 定 方程 问题 的 常用 解法 

(1) 代数 恒 等 变 形 ， 如 因 式 分 解 、 配 方 、 换 元 等 方法 ; 

(2) 不 等 式 估计 法 : 利用 不 等 式 等 方法 ， 确 定 出 方程 中 某 些 变量 的 范围 ， 进 而 
求解 ; 

(3) 同 余 法 : 对 等 式 两 边 取 特殊 的 模 (如 奇偶 分 析 )， 缩 小 变量 的 范围 或 性 质 ， 
得 出 不 定 方程 的 整数 解 或 判定 其 无 解 ; 

(4) 构造 法 : 构造 出 符合 要 求 的 特 解 ， 或 构造 一 个 求解 的 递 推 式 ， 证 明 方程 有 
无 穷 多 解 ; 

(5) 无 穷 递 降 法 

不 定 方程 理论 中 ， 有 如 下 几 个 关于 特殊 方程 的 求解 定理 

3, 二 元 一 次 不 定 方程 

定义 1 形 如 az 十 by 一 c (ae，5，cEZ，a，28 不 同时 为 零 ) 的 方程 称 为 二 元 一 
次 不 定 方程 . 


定理 1 ， 不定 方程 az 十 py 一 c 有 整数 解 的 充 要 条 件 是 (a,6)|c. 

证 明 ”必要 性 是 显然 的 ， 下 证 充分 性 - 

设 (a,b)==d,a 二 a1d,6 二 bid,c 二 cid, 于 是 原 方程 可 化 为 

air+hiy=a ,a,b )=1. 

因 (a1,b1) 二 1, 由 裴 蜀 定理 知 , 存在 整数 zl ,yi ,使 得 a176 十 by 二 1， 

所 以 alexz6) 十 bi (c1y6) 二 a1， 

从 而 , xo 二 cz ,一 c% 就 是 原 方程 的 整数 解 . 

定理 2 设 xo， yo 是 方程 az 十 by 一 < 的 一 组 整数 解 , 则 此 方程 的 一 切 整数 解 可 表 

z=z0+ 7 bt, 
示 为 ee zeZ. (oy 
y= aD! 

证 明 因 zo,y 是 一 组 解 , 所 以 azo 十 by 一 c， 因 此 


a(zo t cs!) to (yo 0p!) =arot by —e, 
这 表明 @ 是 方程 的 解 . 

设 x ,y 是 方程 的 任 一 整数 解 , 则 有 az' 十 by 一 <- 

把 它 与 原 方程 相 减 ,得 a(z' 一 zo) 一 一 5(y 一 yo)， 


时 a [= 
所 以 ta ,5 ly > 


令 y 一 一 一 0 得 开 一 一 Ta4 历 所 以 


Dn 
Trt DY TaD 


因此 ,x',y 可 表示 为 @ 的 形式 ,从 而 命题 得 证 . 

4. 勾 股 数 方程 

定义 2 形 如 鼠 十 光一 空 的 方程 叫做 色 股 数 方程 ， 这 里 z，y，z 为 正 整数 ， 并 
称 满 足 条 件 (z,y) 一 1 的 解 为 方程 的 基本 解 . 

定理 3 ” 勾 股 数 方程 z* 十 y 二 zx 满足 条 件 2 | y 的 一 切 基本 解 可 表示 为 

x=a:—b, y=2ab, z=a’+, (*) 
其 中 a>6>0, (a,b)=1, 且 a,b 为 一 奇 一 偶 . 

证 明 ”定理 包含 两 部 分 内 容 : 其 一 ， 当 a, 5 满足 条 件 时 ， 由 〈* ) 给 出 的 
(zx，y，22) 是 勾 股 数 方程 的 解 ; 其 二 ， 对 于 勾 股 数 方程 的 任 一 解 zr，y，x)， 必 可 找到 
满足 要 求 的 a, 5, 使 +，y，z 可 表示 成 〈* ) 的 形式 . 前 者 是 明显 的 ， 下 证 后 者 . 

由 (x) 知 z，y，z>0, 上 且 2|y. 若 (x,z) 二 d, 则 dlz,d|z, 即 


dl(a'—b),d|(a’ +b°). 
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从 而 di2e? ,dl28, 故 dl2Ca?, 克 ). 由 (a;6)==1 知 (a?,67) 二 1, 从 而 4d12, 但 ab 一 
奇 一 侦 , 故 z 为 奇数 , 所 以 4 二 1. 
另外 , 设 (z,y,z) 是 勾 股 数 方程 的 任意 一 组 满足 21y 的 基本 解 ， 因 y 为 偶数 , 故 


x， 2 为 奇数 ， 具 (x,x) 二 1, 此 时 了，5 和 区 为 整数 ， 且 


( 


又 3 对 一半) ， 所 以 ,人 都 是 完全 平方 数 ， 即 存在 整数 a 之 b>0， 
使 得 
gt, Fp, =ab. 


所 以 xz 一 导 一 六 ，3 一 200，z 一 a2 十 天。 
又 由 于 = 是 奇数 ， 故 a, 4 一 奇 一 偶 ， 且 


( 


由 定理 3 可 得 勾 股 数 方程 的 所 有 解 . 

推论 勾 股 数 方程 十 y 二 xz? 的 全 部 正 整数 解 z，y 的 顺序 不 加 区 别 ) 可 表示 
郁 x 
正 整数 , 4 是 一 个 正 整数 . 

5. 佩 尔 {Pell) 方程 

定义 3 通常 Pell 方程 是 指 下 面 四 个 不 定 方程 ; 

ZX 一 dy 二 土 ], 士 4(z,yEZ,dEN" 目 不 是 平方 数 ). 

如 果 上 述 Pell 方程 有 正 整 数 解 (z,y)， 则 称 使 xz 十 Vdy 最 小 的 正 整 数 解 (zi ,yi ) 
为 它 的 最 小 解 . 

定理 4 ”Peil 方程 之 一 dy 一 1(dEN" 且 不 是 平方 数 ) 必 有 正 整 数 解 (z,y), 且 若 
设 它 的 最 小 解 为 (z ,yi)， 则 它 的 全 部 解 可 以 表示 成 


人 +(zi—Vdy1)"], 


上 面 的 公式 也 可 写成 如 下 几 种 形式 : 
(1) zaty, Yd=(z1 + yr Vda)". 


(2) 


<, 苇 *)= (与 :+ 等 #2: 于 =) (=,z 十 z) 一 (zyz) 一 1， 


2 -人 2 


二 


a 82) 一 ( 2 7 一 5) 二 1, 故 (a,b)=1. 


(@ 一 成)d,y 二 2abd, z= 二 (a 十 F)d，, 其 中 a 汪 b>0 是 互 素 的 奇偶 性 不 同 的 一 对 


CEN ). 


7 td) 一 va) 中， 


Tot1 一 ZITna 十 dy 
Jof1 一 Zn 十 yiZn。 


Zet1 一 2ziTe 一 To-1， 


人 

定理 5 佩 尔 方程 x 一 dy 一 一 1 (dE N"* 且 不 是 平方 数 ) 要 么 无 正 整 数 解 ， 要 
么 有 无 穷 多 组 正 整 数 解 (rz，y). 

在 后 一 种 情况 下 ， 设 它 的 最 小 解 为 xz; ，y,)， 则 它 的 全 部 解 可 以 表示 为 

z= [Cr tdy +z —Vdy)™!], 

| CEN” ). 


2 Hdy D(z dy ) "1], 


6. 费 马 大 定理 

方程 z* 十 y 二 wz (n 之 3 为 正 整数 ) 无 正 整数 解 (z，>，z). 

费 马 大 定理 已 于 1994 年 6 月 被 普林斯顿 大 学 数学 教授 A， Wiles 〈 外 尔 斯 ) 完全 
解决 ， 至 此 ， 这 一 困扰 人 们 近 四 百年 的 世界 性 难题 终于 脱 去 了 神秘 的 面纱 ， 露 出 了 
庐山 真面目 . 


【典型 例题 与 基本 方法 】 


1. 因 式 分 解法 

将 方程 的 一 边 化 为 常数 ， 作 素 因 数 分 解 ， 另 一 边 含 未 知 数 的 代数 式 也 因 式 分 解 ， 
再 考虑 各 因 式 的 取 值 ， 分 解 成 若干 个 方程 组) 来 求解 ， 

例 1 求 所 有 的 有 理 数 r， 使 得 方程 

rz 十 (r 十 D)z 十 (r 一 1) 一 0 0 
的 所 有 解 都 是 整数 . 

解 当 r=0 时 , 方程 为 x 一 1=0, 它 的 根 z=1 是 整数 . 

当 r 隆 0 时， 方程 是 一 个 关于 z 的 一 元 二 次 方程 ， 若 它 有 整 根 x ，z。( 不 妨 设 
ZI 之 Ts)， 由 韦 达 定理 ， 得 


+ 一 一 1 一 十， 
a 


zizz 一 1 一 一 ， 
LI2 


从 中 消去 r, 得 zz 一 zi 一 xz: 二 2， 即 (zi 一 1) (zs 一 1) 二 3. 
由 此 可 得 
—1l=3,， zi 一 l= 一 1, 
亿 { 
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2 一 ] 一 1， 


解 得 zx, 二 4，xs 二 2 或 z= 二 0，zxs 一 一 2， 从 而 求 得 r 一 一 也 或 kk 


Z2z 一 1 一 一 3， 
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综 上 所 述 ， 当 一 0 或 于 或 1 时 ， 方程 中 的 所 有 根 均 为 整数 . 


例 2 求 不 定 方程 二 (zx 十 y)(y 十 z)(z 十 z) 十 (z 十 ?十 z)3 一 1 一 zyz 的 整数 解 . 


解 作 代 换 , 设 z 十 y 二 w，y 十 z 二 v，z 十 二 w， 则 原 方程 变形 为 

duvwt (utvutw)’ 一 8 一 (& 十 uv 一 z) (u—vtw) (—ut+v 二 +w), 
展开 后 ,合并 同类 项 ,得 和 

4(xzu 十 内 ru 十 zz 十 zzz 十 to 十 rut2 ) 十 8xuru 一 8， 
即 zu 十 zzro 十 zuzz 十 zuw2 十 ru2 十 zoz2 十 2xwro 一 2. 

对 上 式 左边 进行 因 式 分 解 , 得 (u 十 0) (v 十 w) (w 十 4) 二 2. 

于 是 (x 十 wz 十 rwyw 十 z) 一 (1,1,2),( 一 1, 一 1,2),( 一 2, 一 1,1) 及 对 称 的 情形 ， 
分 别 求解 ,可 得 (zwzo) 一 (1,0,1),(1, 一 2,1),( 一 1,0,2)， 进 而 (zyy,z) 一 (1;0,0)， 
(2, 一 1, 一 1)， 

综 上 所 述 , 结合 对 称 性 , 可知 原 方程 的 整数 解 为 (z,y,z) 一 (1,0,0),(0,1,0)， 
《0,0,1),(2, 一 1, 一 1D),( 一 1,2, 一 1D),( 一 1, 一 1,2), 共 6 组 解 . 

例 3 ” 求 所 有 满足 方程 2zz 十 5% 一 11(zy 一 11) 的 正 整 数 数组 (z,y). 

解 ” 移 项 , 因 式 分 解 , 得 (2z 一 y>)(z 一 5y) 一 一 121. 

2z 一 ?一 一 121， 一 11， 一 1，1，11，121， 
于 是 人 11，121， 一 121， 一 11， 一 1， 


其 中 仅 有 方程 组 (  。 导出 一 组 正 整 数 解 为 (z,y) 一 (14,27). 
z 一 5 一 一 121 


例 4 求 所 有 的 三 元 正 整数 组 (z，y，z)， 使 得 y 为 素数 ， 且 3 和 y 都 不 是 z 
的 约 数 ， 并 满足 Tz 一 y= 二 z?. 

解 ” 由 原 方程 得 2 二 (z 一 y) (x? 十 zy 十 之 ). 

设 (z 一 y, 二 xy) 二 (z 一 yz 一 yy)? 十 37y)=(z 一 y,37y)=(z 一 y,3y)=d, 则 
dl3y. 由 y 为 素数 及 3 与 y 都 不 是 z 的 约 数 , 可 知 d= 二 1。 于 是 x 一 y, 二 十 zy 十 都 
是 完全 平方 数 ， 我 们 设 

人 ， @ 

T+ryt+y = 四 
这 里 w，vEN" ， 对 方程 @ 两 边 乘 以 4， 配方 ， 移 项 并 分 解 因 式 ， 得 

(2v—27x—y)(2v+27+y)=3y:, 
注意 到 y 为 素数 ， 并 且 2v 十 2t 十 YEN” ， 以 及 2u 一 2z 一 y<2u 十 2r 十 y， 因 此 

(a y，3， 


2x 一 y 一 1， 
{ 


2vt2zr+y=3y, 3y, y. 
: 325 


对 第 1 种 情形 ， 两 式 相 减 ， 得 3 交 一 1 一 2(2z 十 y) 一 4 只 十 6y。 


于 是 十 1 二 0(mod 3) ,但 地 三 0 或 1(mod 3), 此 时 无 解 . 员 
对 第 2 种 情形 ， 则 有 2y 一 4z 十 2y， 导 出 + 二 0， 亦 无 解 . 林 
对 第 3 种 情形 ， 可 知 交 一 3 一 4 好 十 6y 一 (? 一 2x 一 3)(? 十 2 一 3) 一 12， 匹 
解 得 (>,zo) 一 (7,1)， 进 而 (z,z) 一 (8,13). 计 
故 原 方程 的 正 整 数 解 为 (z,y,z) 一 (8,7,13). 学 
2. 配方 法 册 
将 已 知 方程 变形 为 一 边 是 平方 和 的 形式 ， 另 一 边 是 常数 ， 从 而 求 得 方程 的 整数 

解 或 判定 方程 无 解 的 方法 叫做 配方 法 . 问 
例 5 。 求 不 定 方程 zz(y 一 1) 十 交 (z 一 1) 二 1 的 整数 解 . 题 
解 设 (x,y) 为 方程 的 整数 解 , 并 设 zx<y, 则 y 宇 z, 这 时 ,将 原 方程 视 为 工 的 一 

元 二 次 方程 (y 一 1) 妇 十 交 。z 一 (六 十 1) 一 0. OO 


方程 中 有 整数 解 ， 于 是 A 二 y' 十 4(y 一 (六 十 了 D 是 一 个 完全 平方 数 , 即 

(y+2y)*—8y+4y—4 
为 完全 平方 数 ， 

注意 到 当 > 之 8 时 ，( 光 十 23y 一 3)2>A>( 交 十 23 一 4)2， 而 当 2<><8 时 ， 有 
(十 29 一 02>A>(C? 十 2y 一 5)2， 从 而 y>>2 时 ，A 都 不 是 完全 平方 数 ， 所 以 y 一 2， 
进而 z=1 或 一 5 

综 上 , 方程 的 整数 解 (z,y) 一 (1,2),(2,1),( 一 5,2) 或 (2, 一 5). 

例 6 证明 : 不 定 方程 式 十 六 十 2 十 3(z 十 y 十 x) 十 5 二 0 没有 有 理 数 解 . 

证 明 将 方程 两 边 乘 以 4， 配 方 , 得 

(2z 十 3)2 十 (2y 十 3)2 十 (2z 十 3)2 一 7. 

此 方程 有 有 理 数 解 的 充 要 条 件 是 : 方程 吧 十 在 十 所 一 To 中 
有 整数 解 (a，6b5，c，m)， 并 且 其 中 mEN*. 

如 果 有 整数 解 (a,5,c,m)， mE N*. 我们 设 m 是 所 有 这 样 的 解 中 最 小 的 正 
整数 . 

若 贡 为 偶数 , 则 a 十 矿 十 二 (mod 4), 注意 到 , 完全 平方 数 =0 或 1mod 4), 故 
a, b,c 都 为 偶数 ， 这 表明 (名, 多 , 邱 , 罕 ) 也 是 的 满足 条 件 的 解 , 与 m 的 最 小 性 
矛盾 . 

车 m 为 奇数 ， 则 愤 十 中 十 如一 7mz2 三 7(mod 8), 但 是 , 完全 平方 数 三 0 或 1(mod 
4)， 从 而 由 民 十 大 十 二 3(mod 4), 可 知 a, b,c 都 是 奇数 , 这 导致 和 十 成 十 人 二 
3(mod 8), 矛盾 . 


所 以 ，@ 没 有 满足 条 件 的 整数 解 ， 从 而 原 方程 没有 有 理 数 解 . f 


痪 互 这 注 于 王 必 渐 滞 加 并 将 O 


3. 不 等 式 估计 法 


例 7 求 所 有 的 整数 数组 (ae，0，c，z，y，z)， 使 得 

Q4 十 6 十 c 一 zyz， 

全 
这 里 a 之 b 之 (之 1,，z 宇 y 之 x 之 1. 

解 由 对 称 性 ， 我 们 只 需 考虑 x 之 a 的 情形 ， 这 时 ，zyz=a 十 bo 十 c<3a<3z， 故 
yz3， 于 是 ，(y,z) 二 (1,1),(2,1),(3,1). 

当 (y,z) 二 (1,]) 时 , at+6 十 cz 且 z 十 2=abc, 于 是 abc==4 十 6 十 c 十 2， 如 果 c 汪 
2, 则 at+b 十 c+2<<34 十 2<4a<abe, 等 号 当 且 仅 当 4a==6=c==2 时 成 立 ; 如 果 c 一 1， 
则 有 ab=atb 十 3, 即 (a 一 1) (6 DD 二 4, 得 (a,5) 二 (5,2) 或 (3,3)。 

当 (y,z) 二 (2,1) 时 ,2abc 二 27 十 6 二 a 十 6 十 c 十 6, 与 上 类 似 讨论 可 知 c 二 1， 进而 
(2a 一 1D)(20 一 1) 一 15， 得 (a, 人 一 (3,2). 

当 (y,z) 二 (3,1) 时 ,3abc 二 37 十 12=a 十 b 十 c 十 12， 可知， 没有 使 x 之 a 的 解 ， 

综 上 所 述 ， 可 知 (a,b,cyzyyyz) 一 (2,2,2,6,1,1),(5,2,1,8,1,1),(3,3,1,7,1， 
1),(3,2,1,3,2,1),(6,1,1,2,2,2),(8,1,1,5,2,1) 和 (7,1,1,3,3,1)， 

例 8 试 求 方程 莹 十 z 一 浆 十 交 十 天 十 y 的 整数 解 . 

解 “方程 两 边 乘 4， 并 对 左边 配方 ， 得 

(2z+1)*=4(y:+y ty 十 y) 十 1. O 

而 的 右边 =(2y? 十 y 十 1)? 一 y 十 2y 二 (2y? 十 y)? 十 3y 十 4y 十 1 

从 而 当 y>2 或 y< 一 1 时 , 有 (2y 十 y)?<<(2z 十 ?之 (2y: 十 y 十 1)?, 

由 于 2% 十 y，2% 十 ?十 1 是 两 个 连续 的 整数 ， 故 它们 之 各 不 会 含有 完全 平方 数 ，. 
从 而 上 式 不 成 立 ， 因 此 一 1<y<2， 由 此 得 原 方程 的 全 部 整数 解 是 

(zy3) 一 (0, 一 1D)，( 一 1, 一 1D),(0,0),( 一 1,0),( 一 6,2),(5,2)， 

例 9 试 求 出 所 有 的 正 整数 a, 5p，c， 其 中 1<a<6<c， 且 使 得 (一 1)(0 一 1) 。 
(c 一 1) 是 apc 一 1 的 约 数 . 

解 令 z=a 一 1，y=b 一 1，z=c 一 1, 则 1<x<y<zx， 又 因为 

二 C 十 D)(? 十 D(z 十 D) 一 1 _(z 十 D)C? 十 1D)(z 十 1) 

z< 去 


xyz yz 


JIN 


\Zz 十 1)(? 十 1)(z 十 1) 一 1 
所 以 ye 2 或 3. 


CD 车 上 式 为 2， 则 十 二 二 十 二 二 直 二 二 二 二 1 OO 


z zy 了 zz 


显然 zx 天 1. 若 zx 这 3， 则 y 疡 4，zx>>5， 从 而 
eh We We RI ne TR 


易 知 3 入 y 和 5 ( 当 y 之 6 时 ，z 宇 7， 上 式 不 成 立 ), 仅 当 ?一 4 时 ，z 一 14 为 整数 ， 
故 @ 仅 有 一 组 正 整数 解 (2，4，14). 
(2) 车 (zx 十 DCy 十 D(z 十 1)/zyz=3, 则 


二 + 了 十 二 十 二 二 二 十 去 一 2 @ 


量 证 


@ 式 左 端 < 雪 十 二 十 十 十 言 十 二 十 言 <2)，@ 式 即 为 
二 十 十 
第 32 一 
加 和 2<y<3, 仅 当 y=3 时 ，z 一 7 为 整数 . 

故 满足 @ 式 的 正 整数 解 为 (rz,yyz) 一 (1,3,7). 

综 上 可 知 ,满足 题 意 的 正 整数 (a,b,c) 为 (3,5,15)，(2,4,8). 

4. 构造 法 

构造 法 是 通过 恒等式 来 证 明 不 定 方程 有 解 或 者 有 无 穷 多 组 解 . 

例 10 求 所 有 的 整数 a， 使 方程 

好 十 axzy 十 天 一 1 OO 
有 无 穷 多 组 整数 解 (z+，y)， 证 明 你 的 结论 . 

解 当 a=0 时 , 方程 为 也 十 交 一 1， 仅 有 4 组 解 . 

车 天 0， 则 (z，?) 为 方程 的 解 的 充 要 条 件 是 (zx, 一 y) 为 方程 一 axy 十 
三 1 的 解 . 所 以 ， 只 和 需 讨论 a 二 0， 且 方程 中 有 无 穷 多 组 非 负 整 数 解 《z+，y) 的 
情形 . 

如 果 a 二 一 1， 则 @ 为 x 一 fy 十 y 二 1， 两 边 乘 以 4， 再 配方 得 (2x 一 y)* 十 3y: 一 
4， 仅 有 两 组 非 负 整数 解 . 

如 果 a<< 一 1, 注意 到 (一 a,1) 为 的 一 组 正 整数 解 . 一 般 地 , 设 (z,y) 为 四 的 正 整 
数 解 , 且 z>y， 则 (x, 一 az 十 y) 也 是 @ 的 解 (这 一 个 解 , 在 视 @ 为 关于 y 的 一 元 二 次 
方程 时 , 利用 韦 达 定 理 可 得 )， 当 然 ( 一 az 十 y,z)( 满 足 一 az 十 y>z>y) 也 是 @ 的 正 整 
数 解 , 依 此 递 推 , 可知 这 时 〇 有 无 穷 多 组 正 整数 解 . 

综 上 所 述 , 当 |e|>>1 时 , 方程 O 有 无 穷 多 组 整数 解 ; 而 |a| 委 1 时 , @ 仅 有 有 限 组 
整数 解 . 


效 互 闵 玫 导 五 性 潍 了 并 将 O 


离 瑟 说 汉 杰 士 性 泗 沿 同 站 着 O 


例 11 证 明 : 每 一 个 有 理 数 都 可 以 表示 为 4 个 有 理 数 的 立方 和 . 
证 明 ”利用 下 述 恒 等 式 
6m 一 (十 1)3 一 天 一 妇 十 (2 一 1)3 

可 知 ， 对 任意 的 wnEZ，6n 可 以 表 为 4 个 整数 的 立方 和 ， 于 是 有 
gq_63p "gqg_ 6n -=( 苇 !) +( 放 ) | (她 ) +( 守 !). 


p (6p)’ (6p)’ 6p 
这 里 x 一 6 大 g， 所 以 命题 成 立 . 


例 12 〈IMO - 43 预选 题 ) 是 否 存在 正 整 数 mm， 使 得 方程 十 十 二 十 二 十 十 一 


6p 6p 6p 


一 加 一 有 无 穷 多 组 正 整数 解 (ao，6，c)? 


十 6 十 c 
解 存在 . 
如 果 a= 二 6 二 1， 则 m=12. 邻 
Ld Sy .abe) 
pt te atbte abc(latbtc)’ 


其 中 babyc) 一 (0 十 c) 十 天 (ec 十 a) 十 ca 十 5) 十 ae 十 5 十 < 一 9abc. 
假设 (z,a,b) 是 满足 (zya,b) 一 0 的 一 组 解 , 且 z<a<b, 由 于 p(x,a,b)==0 是 


关于 z 的 二 次 方程 , 所 以 ，? 一 丝 十 >6 是 其 另外 的 一 个 解 , 


Quantl 十 1 
ac 


设 wm 一 w 一 一 1， 定 义 ws+z 一 

我 们 证 明 下 面 的 结论 ， 

(1) ui- | (aa 十 1); 

(2) a | Can- 十 auf 

(3) an+i| (ao ia 十 1). 
其 中 a- ，a,，anti 为 正 整数 . 

当 w=1 时， 以 上 三 个 结论 显然 成 立 ， 假 设 n=k 时 ， 以 上 三 个 结论 也 成 立 . 

由 (1) 得 ar | (auairt 十 D)， 即 or 与 at 互 素 , 且 ar 1[Couasr 十 1)auri 十 
at-1]; 


由 (2) 得 aa 二 ac， 且 ar|(axa 和 1 十 arni 十 ar-1), 所 以 
rai | (Carati tarri tar1), tp a (arn : St]) oanstl. 


于 是 ， 当 ”一 上 十 1 时，(1) 也 成 立 . 
同 理 ， 由 于 cr- 与 wet 也 互 素 ， 且 ari|(atattl 十 1 二 auatD， 由 (3) 得 
at (at-iae 十 1)， 且 art| (aeiat 十 1 十 ae) 所 以 


(n>1). 


Qe-iasti | [ax(airi 十 ar) 十 1]， 即 arnl (w+ 


于 是 ， 当 * 一 上 十 1 时 ，(2) 也 成 立 . 

由 attz 的 定义 及 《〈1) 知 atr? 是 整数 ， 且 ak+rz | (axat+i 十 1). 

于 是 ， 当 * 一 上 十 1 时 ，(3) 也 成 立 . 

从 而 可 得 数列 {fa,}， 当 n 宇 2 时 严格 递增 ,上 且 (ayan+lyan+z) 一 0， 即 (aa 
as+2) 是 原 方程 的 解 ，{av} 王 {1,1,1,2,3,7,11,26,41,97,153，…)}. 

例 13 (1999 年 保加利亚 第 四 轮 竞赛 题 ) 方程 瑟 十 六 十 到 十 如 一 1999 有 无 穷 多 
组 整数 解 . 

解 注意 到 10: 十 10: 十 0 十 (一 1)3 一 1999. 令 z 一 10 一 上 ，y 一 10 十 上 ，z 一 my 
t 一 一 1 一 m， 这 里 &A, mmEZ,， 代 入 厌 方程 , 化 简 可 知 &,， zz 满足 m(n 十 1) 二 20k?, 即 

(2m 十 1)2 一 8042 一 1. 0 
这 是 一 个 Pell 方 程 , 且 m= 二 4, k==1 是 Pell 方程 的 一 个 解 ， 并 且 方 程 的 所 有 正 整数 
解 (m,，k，) 满足 

(2mn 1)+k, V80=(9-+V80)". 
这 样 的 (xm,,k,) 有 无 穷 多 对 , 故 原 方程 有 无 穷 多 组 整数 解 . 

注 适当 地 变量 代 换 后 ， 化 为 熟知 的 不 定 方程 ， 转 化 问题 ， 本 题 转化 为 Pell 方 
程 后 ， 利 用 了 Pell 方程 的 通 解 公式 . 


)=a tarrz. 


+1 十 1 
一 1 


5. 同 余 方法 

如 果 不 定 方程 F(zi,za ,zs) 有 整数 解 , 则 对 任意 mE N" ,其 整数 解 (zl ，*…， 
zw) 均 满足 

下 (zl 和 yzn) 王 0(mod m). C(x) 


运用 这 一 条 件 ， 同 余 方程 〈* ) 有 解 即 为 原 方程 有 解 的 一 个 必要 条 件 ， 另 外 ， 也 可 
用 同 余 的 方法 排除 一 些 情形 ， 使 不 定 方程 的 求解 得 以 简化 . 

例 14 (2003 年 国家 集训 队 试题 ) 正 整数 不 能 被 2?，3 整除 ， 且 不 存在 非 负 整 
数 a，b， 使 得 | 2 一 3 | 二 n。 求 的 最 小 值 . 

解 n=1 时 ，|2: 一 3!|=1;n 二 5 时 , |2: 一 3: | 二 5; n= 二 7 时 , |2' 一 3:|=7; 7 一 
11 时 , |2: 一 3 |==11; n= 二 13 时 , |2 一 31|==13; n=17 时 ，|25 一 34| 一 17; n 二 19 时 ， 


123 一 33| 一 19; n= 二 23 时 , |25 一 37 | 二 23; n 二 25 时 , |2! 一 3 | 二 25; 2 一 29 时 ，|25 
31 | 二 29; n 二 31 时 , |25 一 3°|=31. 

下 证 "一 35 满足 要 求 ， 用 反 证 法 . 

若 不 然 ， 存 在 非 负 整 数 a, 5 使 得 |2" 一 3*| 二 35. 

(1) 车 2 一 3 二 35， 显然 a 关 0，1，2， 故 a 之 3, 模 8， 得 一 3 二 3Cmod 8), 即 


离 本 六 活 于 二 性 渐 雇 同 并 交 O 


离 百 学 玫 亚 王 心 轿 过 朵 水 交 DO 


3 三 5(mod 8), 但 3 二 1,3(mod 8), 不 可 能 . 

(2) 车 3 一 2 二 35, 易 知 5z0，1, 模 9, 得 2 二 1(mod 9). 

而 {2:(mod 9)}: 2,4,8,7,5,1,2,4,…, 即 

2%*=] (mod 9), 2*+!=2(mod 9), 2%+?=4(mod 9)， 

2%*+3=8(mod 9) ,2%7t=7(mod 9) ,2%+5=5(mod 9). 

于 是 a 二 6k, 上 为 非 负 整 数 ， 所 以 3 一 8* 二 35. 

再 模 7, 得 3 三 1 (mod 7), 而 {3 (mod 7)}; 3, 2, 6, 4, 5, 1,，3, 2, 
故 0 一 6A, 丰 为 正 整数 , 所 以 3 一 2* 二 35, 即 (3* 一 224)(3* 十 2*) 一 35， 

3*—2*=]， 3* 一 2 一 5。 

因此 ， 人 se 十 za 一 35， 或 (sw au 一 7 

于 是 ，3* =18 或 6， 不 可 能 . 

综 上 ， 所 求 的 最 小 的 为 35. 

例 15 。 求 不 定 方程 1 十 5 一 2* 十 2*，5: 的 正 整 数 解 (z，y，z， 2). 

解 设 (x+，y，z，z) 是 原 方程 的 正 整数 解 . 

对 方程 两 边 模 5， 就 有 2* 志 1(mod 5), 由 于 2 是 模 5 的 原 根 , 故 4|y 这 时 ,对 方 
程 两 边 模 4, 可 知 2* 生 2(mod 4), 所 以 一 1. 

我 们 设 > 一 4r， 得 于 一 2。 5 一 16" 一 1. 0 

上 式 两 边 模 3， 应 有 (一 1)7 一 (一 1) 人 +! 寺 0(mod 3), 故 z 三 t 十 1(mod 2). 进一步 ， 
两 边 模 8, 得 5* 圭 2，5' 一 1 三 1(mod 8)[ 这 里 用 到 5' 寺 5 或 1(mod 8)], 于 是 x 为 偶 
数 , 1 为 奇数 . 

注意 到 , 车 +=1, 则 57==16 十 9, 设 z=2m, 就 有 (5" 一 3)(5”" 十 3) 二 16, 由 于 
《5" 一 3,5" 十 3) 二 (5" 一 3,6) 二 2, 于 是 , 只 能 是 5" 一 3 一 2,5" 十 3 一 2 ,从 而 m= 二 1， 
7 二 1; 车 :>1, 则 53157 一 2，5', 进而 中 116" 一 1, 由 二 项 式 定理 , 展开 16" 一 1 一 (15 十 
1)" 一 1, 可 知 51r, 于 是 , 设 r 一 5， 就 有 16" 一 1 一 16% 一 1=(55) 一 ] 王 (5X32)4 一 1 
0(mod 11)， 这 要 求 111 于 一 2。5， 故 1115 和 一 ' 一 2, 但 是 , 对 任意 mEN" , 均 有 5" 二 5， 
3,4,9 或 1(mod 11), 不 可 能 出 现 5 一 2(mod 11) 的 情形 , 矛盾 . 

综 上 所 述 , 方程 有 唯一 解 (z,y,z,t) 二 (2,4,1,1). 

例 16 求 所 有 满足 方程 

8 十 15* 一 17* 0 
的 三 元 正 整 数组 (zx、y、z). 

解 ”在 @ 式 两 边 取 mod 8 得 (一 1)* 寺 1(mod 8), 所 以 y 是 偶数 ， 再 mod7 得 2 
3*(mod 7), 所 以 z 也 是 偶数 . 

此 时 ， 令 y=2m, z 二 2t(m,t€N). 


于 是 , 由 外 式 可 知 : 2 一 (17' 一 15")(17' 十 15"). 


由 唯一 分 解 定理 : 17' 一 15" 一 2.,17' 十 15" 一 25 一 ,从 而 
17 一 和 (2 十 3) 一 2 十 2 @ 


注意 到 17 是 奇数 ， 所 以 要 使 @ 式 成 立 ， 一 定 有 * 一 1， 于 是 

17' 一 15" 一 2. @ 

当 m 之 2 时 ， 在 @ 式 两 边 mod 9 得 (一 1)' 寺 2Cmod9), 这 显然 是 不 成 立 的 , 所 以 
m 三 1, 从 而 1 二 1, x= 二 2. 故 方程 只 有 唯一 一 组 正 整 数 解 (x,y,z) 二 (2,2,2). 

注 处理 这 类 “指数 型 ”的 不 定 方程 ， 一 个 常用 的 办 法 就 是 取 模 . 这 样 就 能 利 
用 同 余 的 性 质 导出 解 或 与 之 相关 的 量 所 满足 的 一 些 性 质 (比如 奇偶 性 )， 使 问题 简 
化 . 这 种 方法 的 关键 是 选 一 个 好 的 模 ， 使 取 模 之 后 真正 能 得 到 一 些 关 系 ， 这 样 就 要 
求 因 取 模 而 进行 的 同 余 运 算是 简单 的 ， 就 本 题 而 言 ， 第 一 次 取 mod 8， 就 是 因为 
15 三 一 1(mod 8), 17 三 1(mod 8) 的 缘故 . 

6. 无 穷 递 降 法 

数学 竞赛 中 ， 经 常 出 现 一 些 用 无 穷 递 降 法 来 解 的 竞赛 题 ， 那 么 什么 是 无 穷 递 降 
法 呢 ? 

从 本 质 上 讲 ， 无 穷 递 降 法 是 一 种 用 反 证 法 表现 的 特殊 形式 的 数学 归纳 法 ， 它 首 
先 由 Fermat 创立 并 运用 它 证 明了 方程 xz' 十 y' 二 zx 没有 非 零 整 数 解 ， 从 此 ， 无 穷 递 
降 法 作为 一 种 重要 的 思想 方法 广 为 流 传 ， 并 在 数论 、 平 面 几何 、 图 论 及 组 合 中 经 常 
用 到 它 . 

例 17 设 p 三 一 1(mod 4) 是 一 个 素数 . 证 明 : 对 任意 的 nEN" ,方程 

Pp"=z’+y’ @ 
没有 正 整数 解 . 

证 明 设 ” 是 使 方程 DO 有 正 整数 解 中 最 小 的 数 ， 我 们 的 目标 是 证 明 有 比 更 小 
的 数 使 9 有 正 整数 解 ， 从 而 导出 矛盾 .为 此 设 (zeo，) 是 方程 中 的 一 组 解 ， 则 
(zosy0) 一 1[ 否 则 有 (xo,y6) 二 pr， 从 而 方程 Pr“ 一 十 y 有 正 整数 解 ( 呈 ,为 )， 著 
盾 ], 并 且 ” 为 偶数 , 这 是 因为 : 由 (zo,yo) 一 1 及 @ 知 ,zo，yo 为 一 奇 一 偶 , 从 而 

吉 三 (一 1)" 三 式 十 这 三 1(mod 4)，, 故 ”为 偶数 . 

设 n=2m (m 宇 1), 由 方程 @ 得 (加 并 一 冯 十 于. 

即 (xo,yo,p" ) 是 一 组 本 原 勾 股 数 . 结合 勾 股 数 方程 的 知识 ,可 知 存在 正 整数 as,b 
(ab) 一 1, 使 得 


p™ =a’+b. 
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洁 吾 党 潍 辟 卫 站 涟 测 回 入 奖 O 


离 互 这 泣 否 王 恬 涟 油 加 并 着 O 


这 表明 方程 加 二 xz? 十 y 有 正 整 数 解 ， 而 一 全 <m， 这 与 的 最 小 性 矛盾 . 


注 用 无 穷 递 降 法 证 明 不 定 方程 无 正 整数 解 的 重要 步骤 是 ， 假设 存在 一 组 正 整 
数 解 ， 设 法 造 出 这 个 方程 的 另 一 组 正 整 数 解 ， 而 新 的 解 比 原来 的 解 “ 严 格 地 小 > 由 
上 面 的 过 程 可 以 无 限 进行 下 去 ， 则 由 于 严格 递减 的 正 整 数 数列 只 有 有 限 项 ， 从 而 导 
出 矛盾 ， 也 可 以 假设 正 整数 解 中 的 一 组 “最 小 ”的 解 ， 通 过 递 降 得 到 一 组 新 的 “更 
小 ”的 解 ， 由 此 产生 矛盾 . 

例 18 (IMO-29 试题 ) 已 知 正 整数 和 b， 使 得 ab 十 1 整除 a? 十 所 ,求证 : 
人 是 某 个 正 整数 的 平方 

分 析 实际 上 是 讨论 二 次 方程 a? 十 所 二 k(ab 十 1) (将 上 看 成 常数 ) 的 解 存在 与 否 
的 问题 . 由 于 是 二 次 方程 ， 我 们 可 以 使 用 韦 达 定理 ， 由 方程 的 一 组 解 产 生出 另 一 组 
解 ， 再 结合 无 穷 递 降 法 与 最 小 数 原理 ， 便 不 难 把 它 的 解 的 情况 讨论 清楚 . 

证 明 我们 只 需 证 明 ， 当 不 是 完全 平方 数 时 ， 关 于 a, 65 的 不 定 方程 

q+ =k(abt+1) @ 
没有 正 整数 解 (a,5). 

采用 反 证 法 . 反 设 有 正 整 数 解 (& 不 为 完全 平方 数 时 ), 则 可 以 从 的 所 有 正 整 
数 解 (a,5) 中 选 出 使 min{a,6} 最 小 的 一 组 解 , 设 为 (a ,6b。)， 并 不 妨 设 ceb. 

先 证 < 成 且 ao<kbo、 @ 

反 证 法 . 反 设 > 吕 (k 关 品 ), 则 

ao《ao 一 kbo) 二 一 要 ， 

于 是 wo 一 Ab>>0, 且 ao<t 一 名 (因为 co 1 一 如), 这 两 个 不 等 式 显然 不 能 同时 成 
立 , 矛盾 , 故 @ 的 两 不 等 式 成 立 . 

考虑 一 元 二 次 方程 xz? 一 kbozx 十 品 一 k 二 0， 它 的 一 个 根 为 wuE Z+ ， 不 妨 设 另 一 根 
为 m%， 则 由 韦 达 定 理 

(te kh, 


aoa 二 村 一 k. 


四 
@ 
利用 @@ 可 知 wiEZ+， 且 w 一 多 二 < 各 < 


于 是 我 们 得 到 了 @ 另 一 组 正 整数 解 (ai ,加 ) ,min{a ,如 } 一 w 过 bo 二 min{ao ,bo)， 
这 与 我 们 假定 min{ao ,bo } 最 小 相 矛 盾 . 
从 而 反 设 不 成 立 . 


… 当 A 不 是 完全 平方 数 时 ，@ 并 无 正 整数 解 a，5). 
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【 解 题 思维 策略 分 析 】 
例 19 〈IMO- 44 试题 ) 求 所 有 的 正 整数 对 (ae，0)， 使 得 万 < 十] 是 一 个 


正 整 数 . 
解法 1 设 (a，5) 为 满足 条 件 的 正 整数 对 ， 由 于 
人 Fi>0， 


故 ul 一 六 十 1>0，a> 二 一 水， 因此 4> 二 ,结合 >1， 因 此 有 
> 区 (24 一 及 十 1， 


从 而 之 (24a 一 b) 之 0. 所 以 a>>b 或 者 24=b. @ 
现 设 a1，a; 为 关于 a 的 方程 &，2 固定 ) 
a’—2kbrat+k(b —1)=0 © 


的 两 个 解 ， 且 其 中 之 一 是 一 个 整数 ， 则 由 a 十 as 三 2k 可 知 另 一 个 解 也 是 整数 ， 不 
妨 设 a 之 az， 则 a1 之 kr>>0， 进一步 ， 由 aas 二 k( 妨 一 1), 得 
0<a =46—D Day = 下 过 


利用 @ 可 知 wz 一 0 或 者 az 一 亏 ( 此 时 6 为 偶数 ). 


车 as==0， 则 六 一 1=0， 因 此 a 二 2k, 5=1. 

车 as= 名 ， 则 4 一 乞 ， ai 全- 交 

综 上 可 知 ， 只 能 是 (a,6) 二 (21,1),(1,2 人 ) 或 者 (8L' 一 1,21), 其 中 /为 正 整数 , 直 
接 验 证 , 可 知 上 述 形式 的 (a,5) 符 合 题 意 . 

解法 2 ” 当 64=1 时 ， 由 条 件 知 a 为 偶数 . 


当 6>1 时 ， 我们 记 友 257 十 1 一 k， 则 关于 a 的 一 元 二 次 方程 @ 有 正 整 数 解 ， 


从 而 关于 a 的 判别 式 为 完全 平方 数 ， 即 A 二 4k?5! 一 44( 刀 一 1) 是 完全 平方 数 . 
注意 到 ， 当 b>2 时 ， 我 们 有 
(2kb’—b—1)’<A<(2Rb 一 0 十 1)2. 四 
上 述 式 子 可 以 这 样 来 证 明 ， 
A— (2kb’—6—1)? =4kb —b—26+4k—1=(48—1) (6 二 1)—26 
>2(44—1)6—25>0; 
(2kb? —6+1)—A =4kb —4k—(6—1)’=4k(F —1)—(6—1)? 


离 卫 说 水 孙 王 性 泗 洪 苛 涉 症 O 


离 下 六 花 否 王 性 泗 泛 同 涉 症 O 


过 (4 一 1) (5—1)>0. 

所 以 , @ 式 成 立 . 

利用 A 为 完全 平方 数 及 @ 式 , 可 知 

A=4kb' —4k(b’—1)=(2kb’ —b)?, 
于 是 ， 筷 二 刀 ， 进 而 5 为 偶数 ， 设 5 二 21， 则 二， 利用 @ 可 求 得 a 二 1 或 84 一 L. 

综 上 ， 满 足 条 件 的 (a,b) 二 (24,1), (1,2) 或 (84 一 1,21), 其 中 /为 正 整 数 , 直接 
验证 , 可 知 它们 符合 要 求 . 

例 20 ”数列 {wu}2o 满 足 

Ww =0, w=1, urt2—2unt1 — pur, n=0,1,2,., (0 
其 中 pp 是 一 个 奇 素数 《素数 即 质数 ). 证明， 当 且 仅 当 p= 二 5 时 ,数列 {wu,) 中 存在 
某 一 项 w， 使 wu 一 一 

解 在 式 两 边 取 mod p 得 wu,i2 三 2un+1(mod p), 反复 利用 这 个 式 子 , 我 们 有 ， 

w=2"™! (mod p), n=1,2,°"* @ 

再 取 mod p 一 1 得: 

Ww+2 三 2unt1 一 Wn (mod pp 一 1), 即 

Unt2 — Untl un un (mod pO—1). 

从 而 42 一 Wn 硅 W 一 机 三 一 Wl 三 三 ui 一 ww 三 1(mod p 一 1). 


所 以 uw 三 Du = ncmod = [e)) 


如 果 数 列 {i } 中 存在 某 项 wy 使 w 一 一 1], 在 @, @ 中 , 令 "一 A, 我 们 得 到 ， 

2:-!= 一 1(mod p)， @ 

k= 一 1(mod p—1). © 

利用 费 马 小 定理 2"' 圭 1(mod p) 及 @, 有 : 

2*t1=](mod p). 

再 结合 @ 便 有 

2 601=(—1) .2++!(mod p), 

即 1 圭一 4(mod p). 

从 而 p15, 所 以 p=5. 

当 p= 二 5 时 ， 直 接 计算 便 知 u; 二 一 1， 从 而 原 命 题 得 证 . 

注 “对 于 这 个 问题 ， 我 们 的 想法 是 先 找 出 数列 {w,) 中 的 项 所 满足 的 一 些 性 质 ， 
看 看 哪些 性 质 对 解决 问题 有 用 ， 然 后 再 从 这 些 性 质 去 考虑 . 

基于 这 个 想法 ， 我 们 很 容易 得 到 @@， 于 是 有 四， 从 @ 的 形式 中 使 我 们 联想 到 费 
马 小 定理 ， 从 而 使 我 们 考虑 去 找 和 一 1 的 关系 ， 于 是 才 想 到 中 取 mod p 一 1. 


例 21 设 n 是 正 整数 . 证 明 : 不 定 方程 


De (Do) 0 
仅 有 一 组 互 不 相同 的 正 整数 解 {1,2,…,n} 
解 不 妨 设 a1<as<<…<a,. ©® 


从 @ 式 左 、 右 两 边 次 数 上 的 差异 ， 我 们 可 以 猜想 出 w 不 可 能 很 大 ， 否 则 @ 中 的 
“一 ”将 改 成 “>>”， 经 过 探索 发 现 ， 在 条 件 @O 下 ， 我 们 可 以 证 明 


D>(Pe). @ 
这 是 因为 
Dd- (Do) = Do- Dt) 


- D2 [seF + eb _] 
= Sit “二 (gj 一 DD 一 3 ].: 
注意 到 条 件 @， 可 知 
1+2++ (a D> Sd = 1,2,°%,n), 


等 号 仅 在 a 二 时 取得 , k= 二 1，2，…，j. 

于 是 ，@ 得 证 ， 着 知 革 成 立 汪 且 仅 当 21 je 

故 @@ 仅 有 一 组 互 不 相同 的 正 整数 解 (1，2，…，n}. 

注 宏观 的 估计 ， 进 而 猜测 ， 以 及 不 等 式 的 应 用 是 解决 这 个 问题 的 关键 . 

例 22 (2002 年 全 国 高 中 数学 联赛 题 ) 在 世界 足球 赛 前 ，F 国教 练 为 了 考察 
Al，A:，…，Art 这 七 名 队员 ， 准 备 让 他 们 在 三 场 训练 比赛 〈 每 场 90 分 钟 ) 都 上 场 . 
假设 在 比赛 的 任何 时 刻 ， 这 些 队员 中 有 且 仅 有 一 人 在 场 上 ， 并且 A，4:，A4:，A44 
每 人 上 场 的 总 时 间 〈 以 分 钟 为 单位 ) 均 被 13 整除 .如 果 每 场 换 人 次 数 不 限 ， 那 么 按 
各 队员 上 场 的 总 时 间 计 算 ， 共 有 多 少 种 不 同 的 情况 ? 

解 设 第 ;名 队员 上 场 的 时 间 为 zi 分 钟 (i 二 1，2，…，7)， 间 题 转化 为 求 不 定 
方程 zi 十 zz 十 … 十 zy 一 270 (x#*) 
满足 条 件 7|z;(i 二 1,2,3,4), 且 13|zi(i 一 5,6,7) 时 正 整数 解 的 组 数 . 

设 式 十 zz 十 zy 十 x4 二 7m，Zzs 十 ze 十 ZI 二 13n， 则 

7m+13n=270, 且 m, nEN+, m>4, n>3. 

容易 求 得 满足 上 述 条 件 的 正 整 数 解 〈m，n) 为 


离 互 菩 淤 否 于 性 溢 进 由 渡 泪 O 


座 吾 过 洋人 辟 五 疏 滋 尖 同 诗 半 0 


(m,n)=(33,3),(20,10),(7,17). 

当 (mm 一 (33,3) 时 ， zs 二 xs 二 zi 二 13. 又 设 Zz 二 7y;(i 二 1,2,3,4)， 则 十 yo 十 
入 十 y4 二 33， 有 CS 一 Ci 一 4960 组 正 整 数 解 (y,，,y; ,ys,y,), 此 时 有 4960 组 满足 条 
件 的 正 整 数 解 . 

当 (mm) 一 (20,10) 时 , 令 z==7y; (i 二 1,2,3,4), zj 二 13y, (j= 二 5,6,7), 于 是 ， 
1 十 yz 十 ys 十 y4 二 20， ys 十 ye 十 yr 二 10，, 此 时 ( * ) 有 Cj 。C 一 34884 组 解 . 

当 (m,m) 一 (7,17) 时 , 令 工 二 7y; (i 二 1,2,3,4), zj 二 13yy (j= 二 5,6,7), 于 是 十 
十 3 十 4 二 7， ys 十 ys 十 yr 二 17, 此 时 ( #* ) 有 Ci。Ci 一 2400 组 解 . 

故 满足 ( * ) 的 正 整数 解 为 4960 十 34884 十 2400 二 42244 组 . 


【模拟 实战 】 


习题 A 


je 


, 证 明 : (1) 方程 x(x 十 1) 十 1=y 没有 正 整 数 解 . 
(2) 方程 x(z 十 1) 一 光 (k 之 2 为 正 整数 ) 没 有 正 整 数 解 . 
.〈1977 年 多 牙 利 数 学 竞赛 题 ) 求证 : 对 任意 素数 记 >>5， 方 程 x' 十 人 “二 p 没有 整 
数 解 . 
设 e,pEN" ,(a,b) 一 1. 求 最 小 的 正 整数 c。， 使 得 对 任意 cEN" ，c 之 co。， 不 定 方程 
az 十 by 一 c 有 非 负 整 数 解 . 
设 a,bEN" ,la,6b) 二 1. 求 所 有 自然 数 c 的 个 数 ， 使 得 不 定 方程 ax 十 by 二 c 没有 非 
负 整 数 解 . 
5. 求 不 定 方程 (az 一 0)(e 十 多) 一 (e 十 0)2 的 所 有 正 整 数 解 . 
求 所 有 的 整数 对 (rz，y)， 使 得 z= 十 2y 十 1. 
设 a,b，c，d 都 是 素数 ， 且 a36>6c12d,， qa 一世 十 ce 一 d? 二 1749. 求 a 十 
十 ce 十 d? 的 所 有 可 能 值 . 
8. 求 所 有 的 整数 数 对 (rz，y)， 使 得 x 十 3y 二 1998z. 
9. 证 明 ， 不 定 方程 x? 二 y 一 4 没有 整数 解 . 
10, 不 定 方程 十 十 之 十 刀 十 刀 二 Tzyzuv 一 65 是 否 存 在 使 z，y，z，u，v 均 大 于 
2000 的 正 整数 解 ? 
11. 求 满足 方程 p(p 十 1) 十 q(q 十 1) 二 r(r 十 1) 的 所 有 素数 p,g，r. 
12. 证 明 ; 如 果 方 程 x? 一 1 二 y* 有 正 整 数 解 ， 那 么 一 定 有 7 | y. 


S33 


姑 


上 a 


~ 


13. 设 正 整数 a,， 5b, nn 满足 n! 一 al 5b!1, 证 明 : a 十 6<n 十 2logzn 十 4. 
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14. 证 明 : 如 果 方 程 pr? 十 gy 二 1 (p，qE N) 至 少 有 一 组 正 整 数 解 (z* ，y* )， 那 
么 它 一 定 有 无 穷 多 组 正 整数 解 ， 其 中 pq 不 是 完全 平方 数 . 

15. 证 明 : 若 正 整数 x，y 使 得 2zy | 十 六 一 +-， 则 是 完全 平方 数 . 

16. 证 明 : 若 正 整数 上 ，!，m， ?满足 &<L 一 m<m 及 kn 二 im， 则 有 不 等 式 
(5) 2+2. 

17. (CMO- 20 试题 ) 求 方程 2*，3” 一 5*。7* 二 1 的 全 部 非 负 整数 解 (z，y，z，z). 


习题 B 


1，(2003 年 国家 集训 了 测试 题 ) 正 整 数 =>，y 满足 z<y， 令 P 一 天 二 y， 求 一 能 取 


到 的 所 有 整数 值 . 
2，(2006 年 东南 数学 奥林匹克 题 )》 (1) 求 不 定 方程 mn 十 nr 十 mr 二 2(m 十 n 十 r) 的 正 
整数 解 (m,n,r) 的 组 数 ; 
(2) 对 于 给 定 的 整数 上 之 1, 证 明 : 不 定 方程 mn 十 nr 十 mr 二 km 十 n 十 r) 至 少 有 
3k 十 1 组 正 整 数 解 (m,n，,7). 
3，( 第 16 届 韩 国 数学 奥林匹克 题 ) 证 明 : 不 存在 整数 z，y，z， 满 足 
2r'+27y: 十 y= 二 2 ，Zz 到 0. 
4. (第 17 届 北 欧 数学 竞赛 题 ) 求 所 有 的 三 元 整数 组 (z，>，z)， 使 得 
TI 十 y 十 zx 一 3zyz 二 2003. 
5. (第 22 届 伊 朗 数学 奥林匹克 题 ) 求 所 有 的 素数 p，q，r， 使 得 等 式 六 一 如 十 于 十 
天 成 立 . 
6, (2004 年 日 本 数学 奥林匹克 题 ) 求 有 多 少 个 正 整数 对 〈m，?)， 使 得 
7m++3n=10”™, 且 m|n. 
7. (第 21 局 巴尔 干 数 学 奥林匹克 题 ) 已 知 zx，2 是 素数 ， 求 不 定 方程 二 一 y 二 zy 一 
19 的 解 . 
8. (第 20 局 韩国 数学 奥林匹克 题 ) 试 求 所 有 的 三 元 正 整 数组 (z，?，z)， 使 得 
1 十 全 十 年 一 邓 。 
9. 《2007 年 克罗地亚 数学 竞赛 题 ) 求 方程 z' 十 11 二 y 的 全 部 整数 解 ， 
10，(2002 一 2003 年 度 芬 兰 高 中 数学 竞赛 题 ) 求 满足 (n 十 1)* 一 1 二 n! 的 所 有 正 整数 
对 (nsk)。 
11，(2005 年 巴尔 干 数 学 奥林匹克 题 ) 求 方程 3 二 27y 十 1 的 正 整数 解 . 


12. (2005 年 捷克 -波兰 -斯 洛 伐 克 数学 竞赛 题 ) 求 满足 方程 yz 十 y) 二 x 一 7 十 
一 ”一 P 


离 五 党 冰 否 笑星 泛 灌 同 芳 闻 oO 


内 豆 过 溢 辟 五 站 涟 测 同 谎 效 O 
加 


19. 


20. 


21. 
22. 


23. 


24. 
25. 


如 果 集合 S 具有 下 面 性 质 : 
人 


11z 一 3 的 所 有 整数 对 《zr，y). 

(2005 年 克罗地亚 数学 竞赛 题 ) 在 正 整 数 集中 ， 求 方程 El 全 = 二 &! 十 1! 十 ml 
的 所 有 解 . 

。 (2004 年 澳大利亚 数学 奥林匹克 题 ) 求 使 (os 十 b)(a 十 妇 ) 一 (ae 十 0)4 成 立 的 所 有 
整数 对 (a,5). 

De 43 a 人 使 得 方程 


a ,EE 
二 + 十 二 = 


a (a, b, 0)? 


(第 57 届 白 俄罗斯 数学 奥林匹克 题 ) 求 所 有 的 正 整 数 n，m， 满 足 


三 十 到 一 7" 一 ]。 


开导 一 y 一 1 的 所 有 整数 解 . 


(2004 年 澳大利亚 数学 奥林匹克 题 ) 求 具有 如 下 性 质 的 所 有 四 元 实数 组 (a，6， 


c, qd): 
四 个 数 中 的 任意 三 个 数 的 积 再 与 剩 下 的 那个 数 相 加 所 得 的 和 都 是 相等 的 ， 
而 与 三 个 数 的 选择 无 关 . 
(2005 年 全 国 高 中 数学 联赛 题 )》 如果 自然 数 a 的 各 位 数字 之 和 等 于 7， 那么 称 a 
为 “吉祥 数 ”. 将 所 有 “吉祥 数 ” 从 小 到 大 排 成 一 列 w ，as，as，…， 若 mw 一 
2005， 则 as 一 
(1990 年 上 海 市 南 三 堵 学 竞赛 是 ) 在 区 间 1<n<10 中 ， 使 得 方程 xz 一 z 有 非 负 
整数 解 -，y， 且 z 关 n 的 整数 n 共有 多 少 个 ? 
(1995 年 全 国 高 中 数学 联赛 题 ) 求 一 切实 数 p， 使 得 三 次 方程 
5z3—5(p+D)z+(71p—1)x+1=66p 
的 三 个 根 均 为 自然 数 . 
(1998 年 国家 集训 队 选 技 考试 题 ) 设 F(z) 一 3z 十 2. 证 明 存在 正 整数 m, 使 得 
oo (m) 能 被 1988 整除 (f(x) 表示/(CfG…f(z)))). 
天 个 太 


《1990 年 国家 入 训 队 训 疆 题 ) 设 旋 是 素数 ， 证 明 数 列 { za | 中 没有 两 项 之 比 


为 22(L1,nEN). 
(1993 年 国家 集训 队 选 拔 考试 题 ) 试 求 方程 2z4 十 1 一 六 的 一 切 整数 解 . 
(2008 年 国家 集训 队 培 训 题 ) 设 ,8 是 正 整 数 ， 满足 (a,5) 二 1, a,6 不 同 奇偶 . 


26. 


27. 


28. 


29. 


30, 


31. 


32, 


33. 


34. 


(1) a, bES; 
(2) 由 x，y，zES 可 推出 x 十 y 十 zES. 
求证 : 每 个 大 于 2ab 的 正 整数 都 属于 S. 
(2004 年 西部 数学 奥林匹克 题 ) 试 求 满足 a? 十 大 十 c* 二 2005，、 有 目 a<b<<c 的 所 有 
三 元 正 整数 组 (ae，6，c). 
《2005 年 俄罗斯 数学 奥林匹克 题 ) 已 知 正 整数 x 和 >》 满足 27? 一 1 二 y*. 证 明 ， 
如 果 z>1， 则 z 可 被 5 整除 
《2005 年 美国 数学 奥林匹克 题 ) 证 明 : 方程 组 
EE 
ZI 十 XZ?y 十 六 十 y 十 z= 二 15717 
没有 整数 解 . 
(2005 年 俄罗斯 数学 奥林匹克 题 ) 设 正 整数 x、>、z (z>2，y>>1) 满足 等 式 
局 十 1 一 思 ， 以 娟 表示 z 的 不 同 的 素 约 数 的 数目 ， 以 9 表示 y 的 不 同 的 素 约 数 的 
数目 .证 明 : p 之 q 十 2. 
(2007 年 西部 数学 奥林匹克 题 ) 求 所 有 的 正 整 数 n， 使 得 存在 非 零 整数 zi， 
Tz，"…，Xn y， 满足 
Zi 十 "十 Xz, 二 0， 
| 
(2004 年 国家 集训 队 选 拔 考试 题 ) 设 x 为 任 一 给 定 的 正 整 数 ， 证 明 方程 n! 一 
好 一 好 至 多 有 有 限 多 组 正 整 数 解 (2，&，0). 
(2005 年 国家 集训 队 培训 题 ) 试 求 所 有 互 素 的 正 整数 对 (rz，2?)， 使 满足 : z| 
y+210, y | x*+210. 
《2005 年 国家 集训 队 培训 题 ) (1) 试 求 所 有 正 整数 k， 使 得 方程 
a?+B+c =kabc 9 
有 正 整数 解 (a，b，c); 
(2) 证 明 ， 对 上 述 每 个 &， 方 程 @ 都 有 无 穷 多 个 这 样 的 正 整数 解 as，b，cn)， 
使 得 a,，6,，cs 三 数 中 ， 任 两 数 之 积 缘 可 表示 为 两 个 正 整 数 的 平方 和 . 
(CMO - 21 试题 ) 正 整数 m，n, 满足 : mm 一 尼 十 & 十 3， 证 明 不 定 方程 
z+lly =4m 和 zx? 十 11y? 二 4n 
中 至 少 有 一 个 有 奇数 解 (z，2?). 
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竹 吾 这 溢 层 卫 届 溢 泛 同 六 交 0 


离 五 部 涟 荡 五 账 注 志 局 涉 交 oO 


例 1 (第 30 届 俄罗斯 数学 奥林匹克 题 ) 能 否 在 平面 上 的 每 个 整 点 上 都 写 上 1 
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第 十 八 章 整 点 


【基础 知识 】 


1， 整 点 的 定义 在 平面 直角 坐标 系 中 ， 横 、 纵 坐标 均 为 整数 的 点 叫做 整 点 ， 整 
点 也 叫 格 点 . 类似 地 可 定义 空间 直角 坐标 系 中 的 整 点 . ) 

2， 整 点 的 分 类 : 根据 整数 的 奇偶 性 可 以 把 整 点 分 为 〈 奇 ， 奇 )、 (奇偶 )、 
( 偶 ， 奇 )、( 偶 ， 偶 ) 4 类. 〈 类 似 地 空间 可 分 为 8 类 . ) 

一 线段 的 两 端点 ， 如 果 是 一 类 型 的 整 点 ， 那 么 这 条 线段 的 中 点 也 是 整 点 ; 反之 
亦 然 . 
3， 整 点 多 边 形 的 面积 公式 : 顶点 都 在 整 点 上 的 简单 多 边 形 〈 即 不 自 交 的 多 边 
形 )， 其 面积 为 S$， 多 边 形 内 的 整 点 数 为 N， 多 边 形 边 上 的 整 点 数 为 二 ， 则 

S=N+ 二 -1， 

4. 正方 形 内 的 整 点 : 

(1) 各 边 均 平行 于 坐标 轴 的 正方 形 ， 如 果 内 部 不 含 整 点 ， 它 的 面积 最 大 是 1. 

(2) 内 部 不 含 整 点 的 正方 形 面积 ， 最 大 是 2. 

(3) 内 部 只 含 一 个 整 点 的 最 大 正方 形 面积 是 4. 

5， 圆 内 整 点 问题 ; 设 A(7) 表 示 区 域 十 yr* 上 的 整 点 数 , ~ 是 正 实数 ， 则 

A(n)=1+4[r]+4 之 [VF 二 ,或 

人 = 入 


2 
A(r) =1+4[r]+8 》 EMF 二 四 一 4 大 | . 
te [大 


其 中 [zx] 表示 不 超过 z 的 最 大 整数 . 此 外 , 当 充分 大 时 ,区 域 z? 十 Yr 上 的 格 点 数 
A(r) 接 近 于 xr. 

6. 不 存在 整 点 正三 角形 . 

7， 当 n 之 5 时 ， 不 存在 整 点 正 n 边 形 . 


【典型 例题 与 基本 方法 】 


个 正 整数 ， 使 得 三 个 整 点 共 线 ， 当 且 仅 当 写 在 它们 上 面 的 3 个 正 整 数 具 有 大 于 1 的 
公约 数 ? 

解 不 能 . 

假设 可 以 做 到 ， 现 考察 整 点 A， 假 定 它 上 面 写 着 正 整数 a. 设 a。 有 个 不 同 的 素 


约 数 . 
在 平面 上 再 取 一 个 整 点 A;， 显然， 在 直线 AA, 上 还 有 别 的 整 点 Bl， 例 如 ， 可 
以 将 Bi 取 为 A 关于 A, 的 对 称 点 . 

由 于 A，A, ，B, 上 所 写 的 3 个 数 有 大 于 1 的 公约 数 ， 因 此 ， 它 们 都 可 以 被 某 个 
素数 请 整除 , 

特别 地 ， 有 户 | a. 

再 在 平面 上 取 一 个 整 点 As ， 使 得 A 不 在 直线 AA, 上 . 

在 直线 AA: 上 还 有 别 的 整 点 B。， 写 在 A，A: ，B。 上 的 3 个 数 都 能 被 某 个 素数 
pz 整除 . 

特别 地 ， 有 ps | a. 

由 于 A，Al，As 三 点 不 共 线 ， 所 以 ， 加 和 加， 把 这 一 过 程 持续 地 做 下 去 ， 构 造 
出 直线 AAs，AA, ，…，AA,+1， 每 一 次 都 得 到 1 个 新 的 可 以 整除 a 的 素数 ， 一 共 得 
到 n 十 1 个 不 同 的 素数 ， 它 们 都 可 以 整除 a。 此 与 a 仅 有 n 个 不 同 的 素 约 数 的 假设 相 
矛盾 . 

例 2 (MO - 30 预选 题 ) 设 工 为 平面 上 所 有 整 点 的 集合 . 证明 对 工 中 的 任意 
三 点 A，B，C，L 中 有 第 四 点 D， 不 同 于 A，B，C, 使 得 线段 AD，BD，CD 的 内 
部 不 含 L 的 点 ， 对 于 工 中 任意 四 点 ， 结 论 是 否 成 立 ? 

解 ”连接 整 点 A(a ,az)，B(bi 2 ) 的 线段 内 部 无 整 点 等 价 于 

(bi —ai ,6 —az)=1. 

不 妨 设 已 知 的 三 点 为 A(a1 ,a2)，B(b1 ,6b) ,C00,0). 

设 (az 加) 一 d, 则 

azs=asd,bs=bid, (a2,b:)=1. 

由 于 (o 一色, 多) 一 1, 可 取 整 数 * 满足 

sb=1 (mod a!—b). 

令 y=dazbzs 十 1, 则 

(yy—a2)=(y,y—b)=1. 

由 于 区 三 1(mod o 一 总 )， 则 可 设 将 s 一 1 一 az 一 如 ). 


(y 一 azyy 一 名) 一 (1 十 agd(bs 一 1) ,az 一 名) 
=(1+asdk(as—b),as—b:) 


次 豆 记 洋人 导 世 尽 潍 沁 加 午 闭 O 


次 互 党 滋 否 笑 性 活 洛 辐 涉 交 oO 


一 (1 十 azKaz 一 如 ),az 一 5) 


一 1. 

由 中 国 剩余 定理 知 ,有 整数 z 满足 不 定 方程 组 

zl (mod y), 

| (mod y 一 az)， 

= 名 十 1] (mod y—b,). 

这 里 整 点 (z,y) 满 足 

(zy) 一 (z 一 atyy 一 az) 一 (一 亢 ,y 一 名) 一 1. 

因此 存在 第 四 点 D, 使 得 AD,BD,CD 的 内 部 不 含 工 的 点 . 

对 任意 四 点 , 题 中 所 述 结论 不 一 定 成 立 . 

设 集 荆 中 的 四 点 为 

A(0,0)，B(1,0)，C(0,1)，D(1,1). 

对 于 任意 一 点 ECz,y)EL， 则 (z，?) 的 奇偶 分 布 情况 必 与 4，B，C， DD 中 某 
一 点 完全 相同 ， 从 而 已 与 这 点 的 对 应 的 坐标 之 差 均 为 偶数 ， 连 接 这 点 与 E 的 线 眉 内 
部 必 有 整 点， 因此 ， 对 于 工 中 任意 四 点 ， 题 中 所 述 结论 不 再 成 立 . 

例 3 (1982 年 全 国 高 中 数学 联赛 题 ) 已 知 圆 xz? 十 y? 二 
(r 为 奇数 ) 交 z 轴 于 A(r,0),B( 一 r,0), 交 y 轴 于 C0, 一 )， 
也 (0,r)，P(xu) 是 圆周 上 一 点 ，x 一 加 ，v 一 o (p， 4 都 是 素 
数 ，m，n 都 是 自然 数 )， 且 wu>v， 点 卫 在 xz 轴 和 y 轴 上 的 射影 
分 别 是 M，N. 

求证 [AM|, |BM|, |CN| ,|DN| 分 别 为 1, 9, 8, 2. 

证 法 1 因为 为 奇数 ， 则 由 双 十 只 一 于 可 得 ，x 和 vw 必 一 
为 奇数 ， 一 为 偶数 . 

(1) zx 为 偶数 ， 

因为 x 一 加 为 偶数 及 p 是 率 数 ， 所 以 p= 二 2. 

即 x 一 2”. 

=g" = = (2"):=(r+2") (r—2"). 

因为 g 是 素数 ,所 以 必 有 


{ 1, 
r+2"=g”. 
于 是 r 一 2" 十 1. 
一 24 十 1 一 om， 
由 此 可 得 |” 一 2 1 


吧 一 2 
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从 而 又 有 (十 1)(@" 一 1) 一 2 一 


Lar+1=2, 

于 是 | 1»,a>b 

2q 一 2 十 2 ， 
=21+2 1=2 (2 十 1). 
因为 9 是 奇 素数 ,所 以 2! 二 1,6 二 1. 
从 而 于 王 2 十 1 一 3， 即 g9 一 3，z 一 1. 
从 而 o 一 于 一 9 一 2"11 十 1，m 一 2. 


于 是 x 一 4，r 一 5. 

由 此 得 出 |AM|=1, |BM|==9, |CN|=8, |DN|=2. 

(2) v 为 偶数 . 

同 理 可 得 x 一 3，v 一 4，r 一 5， 但 这 时 与 题 设 中 的 w>v 不符. 
所 以 v 不 能 为 偶数 . 


由 (1)，(2)， 本 题 得 证 . 

证 法 2 若 v 为 偶数 ， 则 不 定 方程 吧 十 只 一 二 可 解 得 

一 2cd， 

r=c:+d’. 

因为 一 加 一 2 一 2cd， 则 可 令 

c 一 2 ，d 一 2p， 

此 时 v=c? 一 d? 二 (2 十 2)(2° 一 28). 

因为 v 是 奇数 , 则 28 一 1,8 一 0. 

从 而 v=g" 二 (2 十 1) (2 一 1). 

又 因为 9 是 素数 , 则 

2 十 1 一 和， 

2 —1=4 ,a>b. 

即 2. 2=g+g=d (q+D). 

由 g 是 奇 素数 可 得 9’ 二 1,6 二 0, 从 而 有 2? 二 十 1 二 2, a 二 1, 进而 9 二 2 十 1 二 3， 
dg 一 3，v 一 (2 十 1)(2 一 1) 一 3 一 9 ,n=1. 

于 是 可 得 v 一 4,， uv 一 3，r 一 5. 

进一步 求 出 |AM|=1, |BM|=9, |CN|=8, IDN|=2. 

若 “为 奇数 ， 同 证 1， 不 可 能 . 

例 4 (CMO-9 试题 ) 设 M 为 平面 上 坐标 为 (pX1994，7pX1994) 的 点 ， 其 


次 豆 这 潍 蒜 卫 恢 滋 测 加 入 壮 0 


次 吾 认 闪避 也 性 溢 济 央 洪 姜 O 


中 p 是 素数 ， 求 满足 下 述 条 件 的 直角 三 角形 的 个 数 : 
(1) 三 角形 的 三 个 顶点 都 是 整 点 ， 而 且 M 是 直角 顶点 ; 
〈2) 三 角形 的 内 心 是 坐标 原点 . 
解 ”连接 坐标 原点 O 及 点 M， 取 线段 OM 的 中 点 1(pX997,7pX997), 把 满足 
条 件 的 一 个 直角 三 角形 关于 点 工作 一 个 中 心 对 称 , 即 把 点 (z,y) 变 换 为 点 ( 户 X1994 一 
zy7bX1994 一 2). 于 是 ， 满 足 题目 条 件 的 一 个 整 点 直角 三 角形 变 为 一 个 与 之 全 等 的 整 
点 直角 三 角形 ， 三 角形 的 内 心 变 为 点 M， 直 角 顶 点 变 为 坐标 原点 因此， 所 求 整 点 
直角 三 角形 的 个 数 ， 只 须 考 虑 直角 顶点 在 坐标 原点 、 内 心 在 点 M 的 情况 即 可 
考虑 满足 上 述 条 件 的 整 点 直角 人 AOAB. 


设 ZxOA=a，LxOM=Bp， 则 a 二 下 一 B 
由 题 设 条 件 可 知 tan8==7， 


一 
, 了 tan8 一 tan 4 _3 
ana an(p— 4 一 
1 十 tan8tan 4 


于 是 直角 边 OA 上 的 任 一 点 的 坐标 可 写成 (4t,3D)， 
由 于 A 是 整 点 , 若 A(4t,30)，tEN, 则 OA 一 5L， 
由 入 yO0B==a 可 知 , B 点 的 坐标 为 (一 3t0 ,41o), to EN, OB 二 5k. 


直角 三 角形 内 切 加 半径 r= 过 OM=5pX1994. 


设 0A=2r 十 po，0B=2r 十 qo 

由 于 O4，OB，r 都 是 5 的 倍数 ， 则 p。，go 也 是 5 的 倍数 . 
AB=OA+0OB—2r=2r+ po + qo. 

由 勾 股 定理 ，AB? 二 OA? 十 OB?， 即 
(2r+potqo)?==(2r 十 po)? 十 (2r 十 go)?, 则 

加 go 一 2 于 ， 即 

poqo =2* 5 » 1994? » p?. 


由 各， 刍 都 是 自然 数 ， 可 得 
鱼 。 昌 ==2:X977? Xp 
当 p 隆 2 和 z 关 997 时 ， 


忽 一 2 X997X 基 ， 
二 一 2 X997 Xp 
其 中 i=0, 1, 2, 3, j=0, 1, 2, &=0, 1, 2. 
于 是 ( 怨 , 氏 ) 有 4X3X3=36 组 不 同 的 有 序 解 . 
当 p=2 时 ， 有 
boy j 
人 =2:X997’， 
多 = X99727i. 
其 中 i=0, 1, 2,3, 4,5, j=0, 1, 2. 
于 是 (名 ,办 }) 有 6X3 一 18 组 不 同 的 有 序 解 
当 p 二 997 时 ， 有 
Pay j 
3 2 X997’， 
委 一 2 一 X9974. 
这 里 ;一 0，1，2，3，j 一 0，1，2，3，4. 
于 是 (和 名， 四) 有 4X5 一 20 组 不 同 的 有 序 解 


由 以 上 ， 所 求 直角 三 角形 的 个 数 : 
36， 当 jp 尖 2 和 力 关 997 时 ， 
se 当 p=2 时 ， 
20， 当 p=997 时 . 


【 解 题 思维 策略 分 析 】 


1， 运 用 整数 的 性 质 求 整 点 的 数目 

例 5 《1987 年 全 国 高 中 数学 联赛 题 ) 在 坐标 平面 上 ， 纵 横 坐标 都 是 整数 的 点 称 
为 整 点 。 试 证 存在 一 个 同心 圆 的 集合 ， 使 得 〈1) 每 个 整 点 都 在 此 集合 的 某 一 圆周 
上 ; 《2) 此 集合 的 每 个 圆周 上 ， 有 且 只 有 一 个 整 点 

证 法 1 假设 同心 圆 圆心 为 P(x,y), 任意 两 整 点 A(a,5) 和 BCc,d), 其 中 4a 二 c 


和 0 一 4 不 同时 成 立 . 
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离 耳 这 洋 否 下 账 涟 沿 同 涉 症 O 


离 互 阅 冰 于 事 性 盏 消 同 入 将 DO 


1, 当 3fhz 时. 
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1PA| 一 (z 一 ao)2 十 (y 一 六 2 一 好 十 六 一 2az 一 25y 十 az 十 刀 ， 

1PB| 一 (z 一 c72 十 (3 一 四 一 好 十 六 一 2cz 一 24y 十 十 恬 ， 

[PAl’—|PBl?=a’—e+b—d’+2(c—a)zr+2(d—b)y. 

因为 a,b,c,d€2Z, 且 a=c, 0 一 d 不 同时 成 立 ， 

所 以 要 使 1PA| 关 |PB|， 只 需 取 为 任意 无 理 数 , y 取 任意 分 母 不 为 2 的 非 整 数 
有 理 数 即 可 (或 <,y 各 取 形 如 Vw ,Va 的 最 简 非 同类 根 式 的 无 理 数 ,其 中 m,nE N). 

如 取 P(Vz, 寺 )， 则 任意 两 个 不 同 整 点 到 P (V5, 二) 的 距离 都 不 相等 

把 所 有 整 点 到 P 的 距离 从 小 到 大 排 成 一 列 

a hk 2 BE Be 
以 P(VE， 计 ) 为 加 心 ， ni， 吉 ，…，r,，… 为 半径 的 同心 加 集合 即 为 所 求 

证 法 2 设 任 意 两 个 不 同 整 点 A(a,6) 和 BCc,aq). 

下 面 分 三 类 情况 进行 讨论 ， 

GD aze, 5bzd' 中 点 M( 叶 5, 续 4)， 


2 
AB 垂直 平分 线 方程 为 


a 一 s(x - 吐 :). 


2 bd 2 


(iD a=e bd, 中 点 M(a, 寻 4) ,4AB 垂直 平分 线 方程 为 ?一 4 


(ii ge bd 中 点 M( 2 二, 四) ,AB 垂直 平分 线 方程 为 z> 一 4 二. 

显然 ， 只 有 在 上 述 三 类 直线 上 的 点 才 有 可 能 到 平面 上 某 两 整 点 的 距离 相等 ， 若 
取 P(V3，V5)， 则 尸 必 然 不 在 上 述 三 类 直线 上 ， 即 P(V5，V5) 到 任意 两 个 不 同 束 点 
的 距离 都 不 相等 . 

把 所 有 整 点 与 P 点 的 距离 从 小 到 大 排 成 一 列 : 

ris ras Tras °° 
以 PW2，V3) 为 圆心 ， ri ，r;，…，r,，… 为 半径 作 的 同心 圆 即 为 所 求 . 

例 6 《1990 年 全 国 高 中 数学 联赛 题 ) 在 坐标 平面 上 ， 模 坐标 和 纵 坐标 均 为 整数 
的 点 称 为 整 点 ， 对 任意 自然 数 nx， 连接 原点 O 与 点 A, 《n,n 十 3), 用 f(n) 表 示 线段 
OA, 上 除 端点 外 的 整 点 个 数 , 求 f(1) 十 fC2) 十 … 十 f(1990) 的 值 . 

解 易 见 , 与 m 十 3 的 最 大 公约 数 d 二 (n,n 十 3) 为 


Loont3= 人 当 3l= 时 ， 


首先 证 明 4d 二 (n,n 十 3) 二 1 时 ,线段 OA, 内 无 整 点 . 
和 否则, 设 (m,7) 为 OA 内 的 一 个 整 点 , 且 满 足 1<m<n,11<n 十 3, 则 由 


m n 


1 a3 mn 十 3) 二 nl 及 (n,n 十 3) 二 1 可 知 


nlm, 与 m<n 矛盾 . 

当 d=(nyn 十 3)==3 时 , 设 n 二 3k, 则 

线段 OA, 内 有 两 个 整 点 (k,k 十 1),(2k,2k 十 2). 
2, 当 31k 时 ， 

0, 当 3M 时 . 


故 f(D 十 fC2) 十 … 十 (1990) 一 2* [各 ]=1326. 


2， 关 注 整 点 条 件 下 的 面积 求解 

例 7 (1979 年 第 40 届 美 国 普 特 南 数 学 竞赛 题 ) 设 C 是 平面 二 的 闭 凸 集 ，C 除 
了 包含 (0，0) 外 ， 不 包含 其 他 坐标 为 整数 的 点 ， 又 设 C 分 布 在 四 个 象限 中 的 面积 
相等 ， 证 明 C 的 面积 A(C)<4. 

证 明 “我们 证 明 更 为 一 般 的 结论 : 

如 果 一 个 关于 原点 对 称 的 闭 凸 集 ,面积 大 于 4, 那 
么 , 它 的 内 部 除 原点 外 ,一 定 还 有 别 的 整 点 . 

如 图 ,我 们 用 分 别 和 坐标 轴 距 离 是 偶数 的 两 组 平行 
线 , 分 平面 成 边 长 是 2 的 较 大 的 方 格 , 其 中 标准 的 一 个 
方 格 是 OABC, 它 是 位 于 第 一 象限 而 离 原 点 最 近 的 一 个 
方 格 ,这 些 边 长 是 2 的 方 格 把 闭 凸 集 分 成 许多 块 ,每 一 
个 和 这 区 域 相交 的 较 大 方 格 中 各 有 一 块 ,例如 图 中 
EFGH 这 个 方 格 里 就 有 一 小 块 . 把 EFGH 平移 到 
OABC ,使 两 个 方 格 重合 ,那么 ,EFGH 里 面 所 包含 的 一 小 块 面积 也 就 连带 地 被 移 到 
OABC 里 面 ,如 图 中 有 阴影 的 那 部 分 . 对 于 其 他 大 方 格 中 的 面积 可 以 用 同样 的 方法 移 
到 正方 形 OABC 中 去 . 

由 于 闭 凸 集 的 面积 大 于 4, 而 正方 形 OABC 的 面积 等 于 4, 所 以 由 面积 的 重 释 原 
则 ,至 少 有 两 块 面积 有 公共 点 . 

在 移动 每 一 个 大 方 格 时 ,可 先 沿 OX 轴 的 方向 移动 一 段 距离 (等 于 2 的 倍数 ), 再 
沿 OY 轴 的 方向 移动 一 段 距 离 ( 也 等 于 2 的 倍数 ) ,最 后 就 和 OABC 重合 . 因此 ,我 们 从 
两 块 面积 移动 后 有 公共 点 这 个 结论 可 推出 ,在 原来 的 闭 凸 集 内 有 两 个 点 卫 和 Q, 它 们 
的 纵 坐 标的 差 和 横 坐 标的 差 都 是 2 的 倍数 . 由 对 称 性 ,P 关于 原点 的 对 称 点 了 也 在 这 


所 以 有 f(k) 二 


个 闭 凸 集 内 - 
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次 五 沾 攻 亚 乓 尾 活 证 司 并 类 0 


设 P 的 坐标 为 (zl,y,), 则 PP 的 坐标 为 (一 zi, 一 y1), 设 QQ 的 坐标 是 (zs ,ys), 那 么 
PQ 的 中 点 M 的 坐标 是 (于 了 于, 当 也 和 ). 由 于 二 一 x1 ,ys 一 > 是 偶数 ,所 以 型 吉 开 


和 内 二 一 定 是 整数 ,因此 M 点 一 定 是 整 点 . 又 由 于 已 和 @Q 是 两 个 不 同 的 点 , 则 x, 一 


硬 关 0 一 天 0 至 少 有 一 个 成 立 , 即 M( 王 可 于 ,类 业 ) 不 是 原点 (0,0), 从 而 证 明 


了 题 设 中 的 闭 凸 集 内 除 原 点 (0,0) 之 外 ,至 少 还 有 一 个 整 点 . 

例 8 《1986 年 国家 集训 队 选 拔 考试 题 ) 在 平面 直角 坐标 系 中 给 定 一 个 100 边 形 
也, 满足 

(iD 忆 的 顶点 坐标 都 是 整数 ， 

(ii) P 的 边 都 与 坐标 轴 平行 ; 

(ii) PP 的 边 长 都 是 奇数 

求证 P 的 面积 是 奇数 . 

证 法 1 先 给 出 一 个 引 理 : 

给 定 复 平面 上 一 个 nn 边 形 P, 其 顶点 对 应 的 复数 分 别 为 z1 ,zs，…,z,, 则 了 P 的 有 向 
面积 为 


S= 和 Im(a 亚 十 za 而 十 …… 十 ai 而 十 am 本 )， 


其 中 Im(z) 表 示 复 数 z 的 虚 部 . 
此 引 理 可 以 利用 n=3 时 的 结论 ,用 数学 归纳 法 加 以 证 明 . 
下 面 证 明 命题 本 身 . 
设 书 的 顶点 对 应 的 复数 为 
zj =z)+iy;s j=1, 2, + 100. 
由 题 设 可 知 ，zi 和 y; 都 是 整数 . 
再 由 题 设 (ii) 和 《iii)， 又 可 设 
1 
24 二 yy-1 十 奇数 ， 
人 二 zy 十 奇数 ， 
Ja2+1 一 yoi 
这 里 1<5 委 50，zo 二 TI1，Yiot 二 yy， 并 约定 m 一 yio-。 
由 引 理 ， 忆 的 有 向 面积 为 


1 100 
S 一 ZIm2) ZjZiH 
pt 


1 


洁 剖 这 潍 辟 了 疏 滋 六 同和 讲 浅 0 


1 100 
一 喜 m 宛 (zi tiy)) (zm — iyjn) 


一 [Czizin + yyim) + ilrmy; — ziym)] 


Bb 


ww 
2 (zh 和 一 六 HH 
/ 


so 
1 
《zarH3ai — Tyy2n) 十 2 2 rys 1 — za yy) 
名 


[Ms 


到 
1 
(Zan yz — T2192) 二 2 >» (x2p1 Yai2 — T2193 ) 
a 


于 


EO 避 区 
Ms 1 


“ys 


1 可 中 
《zaiH132i 一 Zi-122 ) 十 2 2 any } 了 zaiys 
j=1 j=l 


(zai yz — Ta yj) 


so 
之 
3 (zairl — Ta ) ya 

= 这 my (mj 为 奇数 ) 
名 
三 宛 
2 
ws 
六 


(mod 2) 


(yy — Yi-2) (mod 2) 


(mod 2) 


二 1 (mod 2). 
即 忆 的 面积 是 奇数 . 


证 法 2 不 妨 设 多 
形 ). 


水 平 边 编号 为 1，2，… 


于 是 ， 多 边 形 忆 的 
s= 加 ts). 


形 条 面积 记 为 S; (i=1， 


边 形 P 全 在 第 一 象限 内 〈 和 否则 可 经 适当 的 平移 化 成 这 一 情 


沿 卫 的 边界 循 顺 时 针 方 向 绕 行 一 周 〈P 始终 在 行进 方向 的 右 侧 )， 依 次 将 50 条 


，50. 将 底 边 在 OX 轴 上 ， 并 且 以 第 i 号 水 平 边 为 顶点 的 矩 
2，…，50). 


面积 可 以 表示 成 各 S; 的 代数 和 : 


洁 豆 入 浴 层 丘 竹 潍 测 同 迁 效 O 


正 负 号 则 视 沿 该 边 前 行 时 的 方向 与 OX 轴 的 方向 相同 或 相反 而 定 . 
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庄 豆 巷 桨 辟 卫 帐 潍 洒 同和 诗 注 0 


例如 ， 图 中 多 边 形 P 的 面积 S 表示 为 

S 一 S, 十 S: 十 S: 一 S, 十 Ss 十 … 一 Se 十 Sv 一 Se 十 So 一 Sa. 

由 于 各 矩形 条 的 一 条 边 长 为 奇数 ， 则 其 面积 的 奇偶 性 由 该 矩形 的 高 度 决定 . 

由 于 边 号 相 邻 的 两 个 矩形 条 ， 高 度 相差 一 个 奇数 ， 因 而 面积 的 奇偶 性 不 同 . 

这 样 ， 在 50 个 矩形 条 的 面积 当中 ， 奇 偶 交 替 出 现 ， 从 而 恰 有 25 个 偶数 和 25 个 
奇数 ， 其 代数 和 S 必 为 奇数 ， 即 100 边 形 P 的 面积 是 奇数 . 

证 法 3 如 图 ， 设 …ABCDEFG… 为 100 边 形 的 一 部 分 . 

延长 AB 交 FG 所 在 的 直线 于 M 点 ， 易 知 AM 的 长 和 
GM 的 长 都 是 奇数 ， 于 是 96 边 形 …AMG… 的 各 边 长 都 是 
奇数 . 

容易 求 出 ， 六 边 形 BCDEFM 的 面积 为 奇数 ， 从 而 
100 边 形 和 96 边 形 的 面积 有 不 同 的 奇偶 性 ， 同 理 ，96 边 
形 和 92 边 形 有 不 同 的 奇偶 性 ……， 从 而 可 推出 100 边 形 和 4 边 形 有 相同 的 奇偶 人 性， 
而 边 长 都 是 奇数 的 满足 条 件 的 四 边 形 的 面积 为 奇数 ， 于 是 所 求 的 100 边 形 的 面积 为 
奇数 . 

例 9 (1992 年 全 国 高 中 数学 联赛 题 ) 在 平面 直角 坐标 系 中 ， 横 坐标 和 纵 坐 标 


都 是 整数 的 点 称 为 整 点 ， 任 取 6 个 整 点 Pi(zi,yD)(i 一 1,2,3,4,5,6) 满 足 ， 

(1) |z|<2, |yl<2(i=1,2,.…,6), 

(2) 任何 三 点 不 在 同一 条 直线 上 . 

试 证 在 以 Pi(i 二 1，2，3，4，5，6) 为 顶点 的 所 有 三 角形 中 ， 必 有 一 个 三 角形 ， 
它 的 面积 不 大 于 2. 


证 法 1 设 存在 6 个 整 点 Pl，P。，…，P; 落 在 区 域 S 一 {(z,?)||zj 科 2,|y| 乏 
2} 内 ,它们 任 三 个 点 所 成 的 三 角形 面积 都 大 于 2. 

设 P={Pi,P。，…,Pe}. 

(1) 车 z+ 轴 上 只 有 PP 中 的 一 个 点 ， 则 剩 下 的 中 的 5 个 点 ,位 于 两 个 半 平 面 ， 
由 抽 履 原理 在 x 轴 的 上 半 平面 或 下 半 平 面 一 定 有 一 个 半 平面 上 至 少 有 三 个 点 ,不妨 
设 z 轴 的 上 半 平 面 至 少 有 P 的 三 个 点 ， 此 三 点 所 成 的 三 角形 面积 不 大 于 2， 因 此 ，x 
轴 上 至 少 有 两 个 点 。 又 因为 不 能 有 三 点 共 线 ， 所 以 在 + 轴 上 恰 有 P 的 2 个 点 . 

(2) 剩 下 的 4 个 点 不 可 能 有 一 点 在 直线 y= 十 1 上 ， 否 则 出 现 P 中 的 点 为 顶点 的 
面积 不 大 于 2 的 三 角形 ， 于 是 在 直线 > 一 2，y 一 一 2 上 分 别 恰 有 了 的 两 个 点 . 

(3) 注意 到 S 的 对 称 性 ， 同 理 可 证 在 直线 x 一 一 2，z 一 0，z 一 2 上 分 别 有 P 的 
两 个 点 . 


于 是 在 每 条 直线 > 一 一 2，0，2，xz 一 一 2，0，2 上 恰 有 P 的 两 个 点 . 


(4) 忆 的 点 不 能 是 原点 ， 这 是 因为 S 内 纵横 坐标 均 为 偶数 的 所 有 整 点 落 在 且 仅 
落 在 过 原点 的 四 条 直线 上 ， 由 抽 导 原理 ， 剩 下 的 5 个 点 至 少 有 两 点 落 在 这 些 直 线 中 
的 一 条 .于 是 3 点 共 线 ， 出 现 矛 盾 . 

因此 , P 在 z 轴 上 的 两 点 必定 是 (一 2,0),(2,0). 

同 理 , 在 y 轴 上 的 两 点 必定 是 (0, 一 2), (0,2). 


剩 下 的 两 点 只 能 取 (一 2, 一 2)，(2,2) 或 (一 2,2)，(2, 一 2), 不 论 哪 一 种 情形 ， 都 
得 到 一 个 以 卫 中 的 点 为 顶点 的 面积 不 大 于 2 的 三 角形 .出 现 矛 盾 . 

从 而 命题 得 证 . 

证 法 2 设 已 中 横 坐 标 为 mm 的 点 共有 a 个 ， 纵 坐标 为 n 的 点 共有 bs 个 (m,n 二 
—2, —1, 0, 1, 2). 

由 P; 满足 的 条 件 有 

0<an<2, m=—2, —1, 0, 1, 2, 

0<bh <2, n=—2, —1, 0, 1, 2, 

a-? 十 a-i 十 ao 十 ai 十 az 一 6， 

60- 十 5-: 十 如 十 十 b 一 6. 

(1) 若 ao 十 anH 志 3， 对 某 个 mE {一 2， 一 1，0，1，2} 成 立 ， 则 诸 Pi 中 至 少 
有 3 个 点 落 在 矩形 区 域 {m 和 rz<m 十 1， 一 2 委 y 委 2} 的 周 界 上 ， 此 三 点 决定 的 三 角 
形 面积 不 大 于 2. 

(2) 若 oa-: 十 ae-i 委 2，a-i 十 ao 委 2，a 十 aa 委 2，a 十 ce 委 2， 由 于 

8 人 三 (a_: 十 a-) 十 (ae-i 十 ao) 十 (ao 十 w) 十 (ai 十 az) 

一 2(a-: 十 a-i 十 ao 十 ai 十 az) 一 (az 十 a-z) 
一 12 一 (az 十 c-?)， 

于 是 ”az 十 oa-: 之 4. 

再 由 没有 三 点 共 线 ， 所 以 

qz=2, a-s=2, ai~=0, a-1=0, ao=2. 

即 在 直线 z=2i (i 二 0， 土 1) 上 恰 有 PP 的 两 个 点 ， 同 理 可 证 直线 y 一 2i (i 二 0， 
士 1) 上 恰 有 P 的 两 个 点 . 

以 下 同 证 法 1. 

证 法 3 设 存在 满足 条 件 的 6 个 整 点 P ，P: ，…，Ps 落 在 区 域 {(z,y)||z| 委 2， 
|y| 委 2} 内 ,任何 3 个 点 所 组 成 的 三 角形 面积 都 大 于 2. 

把 25 个 整 点 (m,n), m,nE{ 一 2, 一 1,0,1,2}, 分 成 如 图 的 三 个 组 ,第 I 组 为 {Cm， 
7) lm 二 0,1,2,n 二 0,1,2}, 共 9 个 点 ,面积 为 4; 第 [组 为 {(m,n) 1m 二 一 1, 一 2,n 王 一 
2, 一 1,0,1,2} 共 10 个 点 , 面积 为 4; 第 下 组 为 {(m,z) |mm 一 0,1,2,z 一 一 2, 一 1)， 共 6 


离 瑟 党 炎 于 和 匡 恬 泡 洪 熙 站 和 交 O 


资 卫 六 涟 否 王 恬 沟 灌 同 入 疾 O 


为 使 三 角形 的 面积 大 于 2， 则 洲 和 第 工 组 内 的 点 不 超过 2 。 ，， 
个 ， 落 人 第 下 组 内 的 点 不 超过 2 个 ， 否 则 将 出 现 一 个 以 P, 为 弧 
顶点 的 面积 不 大 于 2 的 三 角形 ， 因 此 ， 至 少 有 两 点 落 在 第 周一 纪 寺 
组 内 ， 记 第 四 组 为 滋 

D,={(zr,y10<r<2,—2<y<—1}. 

同 理 , 对 这 25 个 点 重新 划分 区 域 , 使 上 述 的 第 下 组 分 别 落 在 第 工 、 工 、 正 象限 
内 , 则 

D={(zx, 10<y<2,1<r<2}, 

D:={(z,y)|—2<r<0,1<y<2)}, 

D;={(z,y|—2<zr<—1,—2<y<0}. 

从 而 D ，Ds ，D,，D, 覆盖 了 除 〈0，0) 之 外 的 已 知 点 中 的 24 个 整 点 ， 且 每 个 
区 域 的 边界 上 至 少 有 两 个 点 ， 由 于 这 四 个 区 域 互 不 相交 ， 所 以 总 共有 8 个 点 ， 与 已 
知 的 6 个 点 矛盾 ! 

3， 关 注 整 点 条 件 下 的 各 类 问题 求解 

例 10 (1986 年 全 国 高 中 数学 联赛 题 ) 平面 直角 坐标 系 中 ， 纵 、 模 坐标 都 是 束 
数 的 点 称 为 整 点 。 请 设计 一 种 方法 将 所 有 的 整 点 染色 ， 每 点 染 成 白色 、 红 色 或 黑色 
中 的 一 种 颜色 ， 使 得 :〈1) 每 一 种 颜色 的 点 ， 出 现在 无 穷 多 条 平行 于 模 轴 的 直线 上 ; 
(2) 对 任意 的 白 点 A， 红 点 B 和 黑 点 C， 总 可 以 找到 一 个 红 点 D， 使 得 ABCD 是 一 
平行 四 边 形 ， 证 明 你 设计 的 方法 符合 上 述 要 求 . 

解 设计 如 下 的 染色 方法 把 ( 奇 、 奇 ) 类 格 点 染 成 白色 ，( 侦 ， 侦 ) 类 格 点 染 
成 黑色 ，( 奇 ， 偶 ) 和 《〈 偶 ， 奇 ) 类 格 点 染 成 红色 ， 易 知 这 种 染色 方法 满足 条 件 
(1), 

任 取 白 点 AC2m 十 1,2n 十 1), 黑 点 CC(2s,22)，, 红 点 B(2p,2q 十 1), 其 中 吏 ，n，s， 
t，p，9 均 为 整数 ， 再 设 平行 四 边 形 ABCD 的 顶点 D 的 坐标 为 《zx，y). 

由 平行 四 边 形 对 角 线 互相 平分 及 中 点 坐标 公式 得 

(tt 

yy 十 2g 十 1 二 2n 十 1 十 2z， 

解 出 z=2m 十 1 十 2s 一 2p,y==2(n 十 1 一 q). 

由 此 可 得 D(z，y) 是 《 奇 ， 偶 ) 类 格 点 ， 所 染 的 色 也 是 红色 . 

同 理 ， 若 点 也 是 〈 奇 ， 偶 ) 类 格 点 ,可 推 得 D 是 ( 侦 , 奇 类 格 点 ， 所 染 的 色 
也 是 红色 ， 故 这 样 的 设计 方案 也 满足 2). 


例 11 1986 年 第 49 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 题 ) 以 平面 直角 坐标 系 中 的 每 一 
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个 整 点 为 圆心 ， 各 作 一 个 半径 为 十 的 图 . 证 明 任何 半径 为 100 的 圆周 都 至 少 与 这 些 


圆 中 的 一 个 相交 . 

证 明 设 O 为 任意 一 个 点 . 

又 设 ?一 & (AEZ) 是 与 以 O 为 圆心 、 以 100 为 半径 的 圆 相交 的 直线 中 最 上 面 的 
一 条 直线 ， 而 直线 ?一 A 十 1 与 该 圆 不 相交 . 

如 果 该 直线 上 所 有 的 整 点 都 在 该 圆 之 外 ， 那 么 不 难 证 明 ， 其 中 离 圆周 最 近 的 整 


点 与 圆周 的 距离 不 超过 十 ， 因 此 图 周 必 与 以 该 整 点 为 圆心 、 以 吉 为 半径 的 圆 相交 . 


如 果 该 直线 > 一 & 上 有 某 些 整 点 在 该 圆 O 之 内 ， 设 B 是 其 中 离 该 贺 周 最 近 的 整 
点 ， 设 A 是 直线 > 一 上 上 离 孔 最近 的 位 于 圆 外 的 整 点 ， 则 有 AB 一 1. 


假设 圆周 不 与 以 A 和 B 为 圆心 、 以 十 为 半径 的 加 相交 ， 则 此 时 就 有 
1 

OA>100 二 14， 99<0B<100 14° 

因此 就 有 

O4 一 OB> 才 ， 

OA*—0B:=(OA—OB)(OA+0B)>!9. 


设 O' 是 自 0O 向 直线 > 一 上 所 引 垂 线 之 垂 足 ，OB 一 z， 则 
OA=zt+1, 


(z+D):—z’=0A’—0B’> 培 ， 
解 得 OB==z>> 彼 . 
于 是 就 有 
2 2 1 96\ 2 
00'=0B:—0'B’< (100 主 ) (7 ) 一 99?， 
从 而 00 <99. 
由 于 圆心 O 到 直线 y 一 上 十 1 的 距离 为 
OO' 十 1<99 十 1 一 100， 
这 样 该 圆 就 与 直线 > 一 A 十 1 相交 ， 与 我 们 一 开始 的 选取 相 矛 盾 ， 
因此 该 圆 必 与 圆 A 或 圆 B 之 一 相交 . 
例 12 (第 竹 届 斯 治文 尼 亚 国家 队 选 找 赛 题 ) 给 定 一 个 NXN 的 网 格 ， 从 第 一 
个 格 点 (1，1) 出 发 ， 按 以 下 规则 进行 移动 : 


腐 吾 兴 潍 办 互 眉 潍 潮 回 和 小 效 O 


诡 吾 这 潍 辟 于 帐 溢 习 辣 迁 效 O 


(1) 由 格 点 (a，6) 可 以 移 到 格 点 (2a, 65) 或 (a,26); 

(2) 由 格 点 (a，6) 可 以 移 到 格 点 (a 一 6,5)， 其 中 a>6; 

(3) 由 格 点 (a，6) 可 以 移 到 格 点 (4a，6b 一 a)， 其 中 b>a. 

问 : 对 哪些 正 整数 +，y， 可 以 移动 到 对 应 的 格 (xz，y) 上 ? 

解 设 d(z,y) 为 x，y 的 最 大 奇 公约 数 . 易 知 , 按 题 设 规则 从 (a,5) 移 到 (e, 了/) 
时 , 有 

d(a,D)=d(e, f). 

因为 d(1,1)=1, 故 当 d(z,y) 之 1 时 ,不 可 能 从 (1,1) 移 到 (zy,y). 

当 d(z,y) 一 1 时 ,不 妨 设 r,y 全 为 奇数 . 

作 如 下 的 逆 移 动 : 

若 z>y>1,z 十 ?一 24z ,其 中 工 , 为 奇数 , 则 


(rty (nn ,)， 


若 症 >y， 继 续 作 逆 移 动 ， 得 到 一 串 奇数 列 

XIX (>y). 

由 d(x,y) 二 1 并 y, 必 存 在 x'<y, 使 得 

(Tyr,y), 

继续 作 如 上 的 逆 移动 ,得 到 一 串 奇 数列 : 

I>y>r >y>%>1=1. 

即 得 到 逆 移 动 : 

(TIDE NDT Ye ,1). 

故 当 d(x,y) 二 1 时 , 可 以 从 (1,1) 移 到 (z,y). 

例 13 《〈2004 年 克罗地亚 数学 竞赛 题 ) 一 只 青蛙 在 平面 直角 坐标 系 上 从 点 (1， 
1) 开始 按照 如 下 规则 跳跃 ，〈1) 该 青蛙 能 从 任 一 点 (ae，2) 跳 到 点 〈2a，6) 或 
(a，26);(2) 如 果 a>5， 该 青蛙 能 从 (a，b) 跳 到 (a 一 6s，65b)， 如 果 a<<6， 该 青蛙 
能 从 (a, 5) 跳 到 (a, 6b 一 a). 

问 : 这 只 青蛙 能 到 达 点 DO(24,40),@(40,60),@(24,60),@(200,4) 吗 ? 

解 对 〇 ,@, 答 案 是 肯定 的 . 我 们 给 出 青蛙 从 点 (1,1) 到 给 定点 的 路 径 实例 ， 

加 的 路 径 是 

(D>(2,D—>(4,D—>(3,D)—>(3,2)—>(3,4)—>(3,8)—>(3,5)—(6,5)—(12,5) 
(24,5)—>(24,10)—>(24,20)—(24,40). 

@ 的 路 径 是 

(1,D™>(2,D) >(4,D—>(8,D) >(16,1)—>"…—(64,1)—>(63,1)—>(62,1)—(61, 
1)—>(60,1)—>:…—(50,1)-—>(50,2)—(50,4)—>(100,4)—>(200,4). 


对 于 @,@ ,答案 是 否定 的 ,用 规则 (1) 和 规则 (2) 都 不 能 到 达 z 和 y 有 公共 奇 因子 
(大 于 1) 的 点 (z,y). 而 40 和 60 都 能 被 5 整除 ,24 和 60 都 能 被 3 整除 ,因此 ,青蛙 从 
点 (1,1) 出 发 不 能 到 达 (40,60) 和 (24,60). 

4 .借助 于 整 点 处 理 问题 

例 14 《〈1971 年 第 32 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 题 ) 某 人 掷 硬币 ,得 正面 记 a 分 ,得 
背面 记 45 分 (a,b 为 正 整数 ,a 之 b) ,并 将 每 次 得 分 进行 累计 . 他 发 现 不 论 掷 多 少 次 ,总 有 
35 个 分 数 记录 不 到 ,例如 58 就 是 其 中 之 一 , 试 确定 a 和 65 的 大 小 . 

解 ” 设 某 人 掷 硬币 得 正面 z 次 ,得 背面 y 次 ,其 中 x 和 > 均 为 非 负 整数 . 

于 是 累计 得 分 az 十 by 分. 

首先 证 明 (a,b) 一 1. 

否则 , 若 (ab 一 d>1, 那 么 az 十 by 恒 能 被 4 整除 ,这 样 ,与 d 互 素 的 一 切 正 整数 
(如 kd 十 1) 都 是 无 法 达到 的 分 数 , 于 是 有 无 限 多 个 无 法 达到 的 分 数 ,与 已 知 条 件 矛 盾 , 

因此 (a,6)=1. 

显然 ,如 果 m 是 可 以 达到 的 一 个 分 数 ,那么 直线 az 十 by 一 mm 至 少 通过 包括 横 轴 、 
纵 轴 的 正 半 轴 和 原点 在 内 的 第 一 象限 ( 即 闭 的 第 一 象限 ) 的 整 点 . 

因为 (cb) 一 1, 所 以 

b*，0,b，1,…,b，(a 一 1) 这 a 个 数 被 4 除 的 余数 互 不 相同 . 

这 是 因为 若 j 二 bj(mod a), 则 由 (a,6) 二 1 得 i 一 j 寺 0(mod a). 

而 li 一 j|<a, 所 以 是 不 可 能 的 . 


因此 ， 当 mab 时, m 一 b*0，m 一 b，1，…，m 一 bla 一 1) 中 恰 有 一 个 能 被 a 
整除 ， 即 存在 >(O<y<a 一 1) 及 非 负 整数 ,使 
m—by=ax. 


所 以 m 之 ab 时 ，m 必 是 可 以 达到 的 分 数 ， 然 而 ， 由 题 意 ， 可 达到 的 分 数 只 有 有 
限 个 ， 所 以 m 之 ab 不 成 立 . 

当 0<m<ab 时 ， 若 澡 是 可 以 达到 的 分 数 ， 那么 直线 ax 十 by 二 m 只 含 闭 的 第 一 
象限 的 一 个 整 点 . 

若 不 然 ， 设 (zi,ym),(zz,y ) 都 在 直线 ar 十 by 一 m 上 , 则 

axit+by =m, azztbys=m, 

于 是 有 alzi 一 x2) 十 b(y1 一 y2) 二 0， 

从 而 6 | zi 一 zz 

但 是 0<azi<m<ab， 所 以 

0<n <b. 

同 理 0<<zx;<b. 


庄 吾 刻 滋 侍卫 赃 涟 沿 回 这 交 O 


郊 瑟 党 溢 东 奸 性 海水 同 站 症 O 


能 被 记录 到 ， 所 以 a 二 71，4b 二 2 不 合 题 意 . 


可 以 求 得 直线 上 的 两 个 相 邻 整 点 (6, 一 1) 及 (一 2,10) 分 别 位 于 第 四 、 第 二 象限 ， 因 此 
58 不 能 被 记录 到 .从 而 a 二 11，b 二 8 是 适合 本 题 要 求 的 唯一 解 . 


了 2004 个 女王 ， 使 其 中 任何 两 个 女王 都 不 能 互相 攻击 〈 即 不 在 同一 行 、 同 一 列 和 同 
一 条 斜 线 上 )， 证 明 : 存在 两 个 女王 ， 使 她 们 的 外 接 和 矩形 〈 即 两 个 女王 位 于 矩形 对 角 
线 的 两 端 ) 的 半 周 长 等 于 2004.，( 假 定 每 个 女王 都 恰好 位 于 她 所 占据 的 方 格 的 中 心 . ) 


列 ， 于 是 ， 可 假定 每 个 女王 的 坐标 为 (i,a;) (i 二 1,2,…,2004), 而 a1，as，-…，as, 是 
1，2，…，2004 的 一 个 排列 . 


即 |zx 一 zz| 一 5. 

于 是 仅 当 zi 一 zz 时， 才 有 请 | x 一 x。， 出 现 巴 盾 . 

于 是 0<m<ab 时 ， 所 能 达到 的 分 数 的 个 数 与 闭 的 第 一 象限 中 ， 使 0<az 十 by< 
ab 的 整 点 (z,?) 的 个 数 相同 . 

注意 到 ,矩形 0<z<b,，0<y<a 中 ， 有 (a 十 1)(6 十 1) 个 整 点 ， 所 以 在 闭 的 第 一 


象限 中 , 使 0<ar+6y<ab 的 整 点 (zy) 的 数目 是 去 Co 十 1)(6 十 1) 一 1 
所 以 ， 不 可 能 达到 的 分 数 的 个 数 是 


ab 一 [到 Co+DG+D 1]= 却 Ce 一 DG 


依 题 意 有 


去 Ce 一 DG 一 D=35. 


因为 a>6, 且 (4,6) =1,， 则 有 
a—1=70, ,fa—1=10, , /a—1=35, 
人 1=1 或 人 1=7 或 | 1 一 2. 
即 (ab 一 (71,2),(11,8),(36,3). 

由 (oa, 扩 一 1, 则 (36,3) 不 可 能 . 

又 a=71, 6=2 时 ， 

71* 0+2* 29=58 


再 考察 直线 11z 十 8y 一 58 上 的 整 点 ， 由 
一 下 z=7 一 = 十 2 


例 15 〈2005 年 巴尔 干 地 区 数学 奥林匹克 题 )》 在 一 个 2004X2004 的 棋盘 上 放置 


证 明 用 1,.2，…，2004 分 别 表示 方 格 中 心 所 对 应 的 行 与 方 格 中 心 所 对 应 的 


由 于 两 个 不 同 的 女王 不 能 位 于 同一 条 斜 线 上 ， 因 此 ， 当 i 了; 时 ， 一 定 有 


和 1. O 


于 是 ， 所 证 的 结论 可 表述 为 : 存在 着 1，2，…，2004 中 的 一 个 数 对 (i,j) ， 满 足 
| 一 让 十 la 一 oj 一 2004. 
为 了 证 明 这 一 点 ， 对 任何 i, 令 zi 二 a 一 i. 


显然 ， Ba = 且 | xz; |< 2004. 


由 式 OD 可 知 ， 当 i 才 jj 时， Zz; 才 z. 

下 面 证 明 : 存在 i, j, 使 x; 一 zj 二 2004. 

用 反 证 法 证 明 . 

否则 ， 数 zi1，z:，…，zzo 关 于 模 2004 将 得 到 不 同 的 余数 ， 这 时 ， 一 定 有 


Zz 三 1 十 2 十 … 十 2004 = 1002 X 2005 闫 0Cmod 2004). 矛盾 . 
全 


于 是 ,一 定 存 在 i,j, 使 x; 一 x 二 2004， 即 
ai—@+j—i=2004. 

易 知 |a; 一 a; | 二 2004,1j 一 让 二 2004, 则 
ai—a;>0, j—i>0. 

故 |i 一 j| 十 ai 一 a | 二 a 一 a; 十 j 一 i 二 2004. 


【模拟 实战 】 


1，(1984 年 北京 市 数学 竞赛 题 ) 证 明 曲 线 一 计 (z* 一 + 十 1) 不 可 能 经 过 两 个 坐标 都 


是 整数 的 点 . 

2， 在 平面 上 考虑 由 整 点 构成 的 点 网 络 ， 试 对 具有 有 理 斜 率 的 直线 证 明 下 述 结论 
(1) 这 样 的 直线 或 者 不 通过 网 络 点 ， 或 者 通过 无 穷 多 个 网 络 点 , 

(2) 对 于 每 一 条 这 样 的 直线 ， 都 存在 一 个 正 数 4， 使 得 除去 直线 上 可 能 有 的 网 络 
点 之 外 ， 再 没有 网 络 点 与 直线 的 距离 小 于 d. 

3，(1977 年 第 40 局 莫斯科 数学 奥林匹克 题 ) 将 数 轴 上 每 一 个 坐标 为 整数 的 点 或 染 为 
红色 ， 或 染 为 蓝 色 .证 明 至 少 有 一 种 颜色 具有 下 述 性 质 ， 即 对 每 个 自然 数 &， 都 
能 找到 无 穷 多 个 染 了 这 种 颜色 的 点 ， 它 们 的 坐标 都 能 被 上 整除. 

4. (1988 年 第 14 届 全 俄 数学 奥林匹克 题 )》 方 格 纸 上 小 方 格 的 尺寸 为 1]X1， 以 其 中 
的 一 个 结 点 〈 方 格 线 的 交点 ) 为 圆心 画 一 个 半径 为 R 的 圆周 . 试 证 ， 如 果 在 圆周 
上 刚好 有 1988 个 结 点 ， 则 R 和 V2R 中 有 一 个 是 整数 . 


5, (1979 年 四 川 省 数学 竞赛 题 ) 设 +，y 是 使 zy 一 1 能 被 素数 1979 除 尽 的 整数 ， 以 
359 / 


庄重 这 溢 导 世 幅 潍 测 加 鞭 闭 O 


次 析 膏 妇 屡 心 泛 沿 同 站 症 O 


Ea 


. (IMO 30 预选 题 ) 尺 为 一 个 长 方形 ， 它 是 若干 个 长 方形 {Ri |1<<i<<n) 的 并 集 ， 


(第 54 届 白俄罗斯 数学 奥林匹克 题 ) 在 nXn(n 宇 3) 的 方 格 表 的 每 个 格 中 填 人 一 


空间 中 有 一 凸 多 面体 ， 它 的 所 有 顶点 都 是 整 点 〈 每 个 顶点 的 三 个 坐标 值 都 是 束 


(第 31 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 题 ) 在 方 格 纸 上 画 一 个 矩形 ， 它 的 边 与 方 格 交 成 


(zx,y) 为 坐标 的 那些 点 ， 如 果 有 三 点 在 一 条 直线 二， 求证 这 三 点 中 至 少 有 两 点 ， 


它们 的 横 坐标 之 差 与 纵 坐标 之 差 都 能 被 1979 除 尽 . 


满足 

(1) R; 的 边 与 尺 的 边 平行 ; 

(2) R,; 互 不 重 登 ; 

(3) 每 个 Ri 都 至 少 有 一 条 边 长 为 整数 . 
证 明 R 至少 有 一 条 边 长 是 整数 . 


个 确定 的 整数 .已 知 任意 3X3 的 单元 中 所 有 数 之 和 为 偶数 ， 同 时 ， 任 意 5X5 的 
单元 中 所 有 数 之 和 也 为 偶数 ， 求 使 得 此 方 格 表 中 所 有 之 和 为 偶数 的 全 部 n. 


数 )， 此 外 ， 在 多 面体 的 内 部 、 面 上 和 棱 上 都 不 再 有 其 他 整 点 ， 问 这 个 凸 多 面体 
顶点 个 数 的 最 大 值 是 多 少 . 


45 的 角 ， 它 的 顶点 都 不 在 方 格 线 上 .试问 : 矩形 的 各 条 边 能 否 都 刚好 穿 过 疝 数 
条 方 格 线 ? 


参考 解答 


第 一 章 ”整数 的 离散 性 与 封闭 性 运算 


1. (1) 假设 wn 有 十 1 位 数 ，4AE N， 则 

n=104a4 十 10-1ae-t 十 十 1041 十 ao， 其 中 ,a az a E12,9}。 

于 是 ， 有 p(n) =avar"*ar Sas 9 ar 10 Sn. 

因此 ,pln) 和 nn. 

(2) 首先 ， 由 下 十 4m 一 2005 之 0, 得 n 之 43. 

其 次 ， 由 对 十 4n 一 2005 二 10p(n) 过 10n, 得 n<47. 

从 而 ， 推 断 出 nE143,44,45.46,47}). 

逐一 检验 知 "一 45. 

2 将 方程 /二 V2004 一 Vy 两 边 平方 ， 整 理 得 

2 V2004y=2004 二 yx. 

由 此 可 知 2 V2004y 二 4 V501y 是 个 整数 ， 于 是 ，y 二 501&* ， 其 中 是 非 负 整 数 〈 由 于 501 一 
3X167， 因 此 设 y==501k* 是 合理 的 ). 

将 y 的 表达 式 代 入 原 方程 ， 可 得 

YT 二 (2 一 k) V501， 由 此 可 得 出 为 0，1, 2. 

所 以 ， 所 有 可 能 的 数 对 (zr,y) 为 (2004,0),(501,501),《0,2004). 

3， 设 立方 体 的 每 个 面 上 的 数字 分 别 为 m ，a;，a3，al!，as，as， 在 顶点 上 所 写 的 数 分 别 为 

aaas，uzaids ，asatds，ataias ，aideas，azaads ，aaa4d6，a40la6' 

于 是 ， 可 得 


70 一 alazas 十 aaasas 十 aaa4as 十 aialas 十 alazas 十 azasas 十 asd4as 十 asatas 


一 (aa 十 de)(aaaz 十 azaa 十 aaa 十 aa) 
一 (@ tas) as ta) Castas). 
由 于 70=2X5X7, 显然 ， 在 乘积 
Ca Ta) Cartas) (as tas) 
中 ， 一 个 因子 等 于 2， 一 个 因子 等 于 5， 另 一 个 因子 等 于 7. 
于 是 ， 所 求 的 和 为 
二 as 十 as Tatas 二 as =2 十 5 十 7 二 14. 
4. 假定 已 得 到 了 个 连续 整数 之 和 ， 其 中 最 大 数 为 m， 显然 m0， 由 于 这 个 和 等 于 正 数 n， 


次 互 襄 泗 否 五 性 洗 涟 同 六 症 O 


离 瑟 党 淋 否 于 性 涟 过 同 节 沽 oO 


二 mm 十 Cm 一 上 十 … 寺 [Cm 一 (n 一 了 DD] 二 nm 一 [1 十 2 十 -… 十 (n 一 1)]== nm 一直 (a 一 Dn 


最 后 一 式 可 化 简 为 1 一 mm 一 二 (一 1 


因此 ， ”一定 是 个 奇数 ， 对 任何 一 个 正 奇数 w， 序 列 中 的 最 大 整数 四 一 1+25 1 一 a 直 这， 
个 连续 的 整数 和 ， 可 以 这 样 写 出 ; 

以 一 252 开始， 以 2 二 结束 ， 这 个 和 丛 好 等 于 闷 

芝 是 正 数 ， 由 于 


Unt3ln 一 Qu+ldnt2 十 7， 

Qntadntl =ant2ant3 二 7, 

两 式 相 减 得 

Untadn™ Cn+HtQn+L 一 Qnr+iGn+2 Gni2GQnt3. 


所 以 ， 色 十 auiz -ausz 十 aas 


ant! Qnr3 


仿生 一生 二 ec， 则 反 es 一 如. 


由 于 ww 一 9， 易 得 乌 =3， 包 =5， 即 


如 -一 2 十 sad 一 3， 
人 
bt 
Aaptl 


于 是 ，ax+r, 一 3ux 一 ax ， 

aaktz 一 5aa+1 一 cot， 

从 而 ， 有 

Cah43 一 13a2t+1 一 Gat-ly 

dat+2 一 13dak — dm-2. 

对 于 任意 的 正 整 数 ">， 有 

at 一 13anta 一 as 

所 以 ，a， 均 为 整数 . 

6， 易 知 ， 正 整数 的 平方 是 两 位 的 有 :; 16，25，36，49，64，81. 

注意 到 ， 从 给 出 数字 开始 至 多 有 1 个 两 位 平方 ， 因 此 ， 在 第 1 个 两 位 数 被 选 定 后 ， 所 求 数 的 
余下 部 分 被 唯一 地 确定 。 因 为 没有 以 5 或 9 开始 的 两 位 的 平方 数 ， 所 以 ， 所 求 的 数 不 能 以 25 或 49 
开始 . 

而 由 16 得 164，1649， 

由 36 得 364，3649; 

由 64 得 649; 


由 81 得 816，8164，81649. 

因此 ， 满 足 条 件 的 数 为 
164，1649，364，3649，649，816，8164，81649. 

7， 如 果 (zryy) 是 给 定 方程 组 的 一 组 整数 解 ， 将 两 个 式 子 相 减 ， 得 到 
好 一 昂 一 ?一 z(z 一 妨 (z 十 y 十 1) 一 0. 

考虑 下 列 两 种 情况 . 

(1) zx 一 > 一 0， 

将 x 一 ?一 内 代 和 人 方程 组 得 

a=m: —m=m(m—1). 

易 知 a 是 两 个 连续 整数 的 积 . 

故 a 是非 负 的 ， 这 些 数 不 大 于 2005. 

又 45X44 一 1980<2005， 

46X45 二 2070>>2005， 

因为 m 可 以 取 1<m<45 中 的 所 有 整数 ， 这 样 ， 就 有 45 个 a 满足 条 件 . 
(2) z+yt1=0, 

将 +=m，y 王 一 (m 十 1) 代入 方程 组 得 

4 一 十 加 十 1 一 mm 十 1) 十 1. 

易 知 a 比 两 个 连续 整数 的 积 大 1， 由 第 一 种 情况 中 得 到 的 a 加 上 1 就 得 到 第 二 种 情况 中 的 a， 


也 有 45 个 不 同 的 a 满足 条 件 . 


2 


综 上 所 述 ， 总 共有 90 个 a 满足 条 件 . 

8， 显 然 , 1E B [否则 ，1EA， 由 条 件 (3)， 对 任意 的 5E B， 有 1X6b 一 bE A， 矛盾 ] 

对 任意 的 aE A， 由 条 件 (2)，a 十 1€E B， 从 而 ， 对 任意 的 kEN, ka 十 1€ B. 

故 2EB [否则 ，2EA， 知 对 任意 的 kEN，2k 十 1EB， 有 13€E B， 矛盾 ]. 

同 理 ，3，4，6，12EB， 即 对 任意 的 <EA，a 一 1 的 任 一 因子 属于 B. 

由 条 件 (3)， 对 任意 的 aeEA， 有 2a，3aEA. 

由 13EA, 有 13 二 1=14EB, 故 7EB [否则 ，7EA， 有 14EA， 了 矛盾 ]; 

由 2X13+1=27EB,， 有 9EB; 

由 3X13 十 1=40EB， 有 20，10，5EB, 上 且 8EB [否则 ，8EA， 有 8X5 二 40EA, 矛盾 ]， 
由 5X13 十 1=66EB, 有 33, 22, 11€B. 

综 上 , {1,2,…,12}SB,13€EA. 

由 条 件 2)， 对 任意 的 &EN, i 二 1,2,…，12,， 有 13k 二 iE B. 

由 条 件 (3)， 对 任意 的 AEN，;i 一 1，2，…，12， 有 13(13k 十 让 EA. 特别 地 , 13i€ A(i 二 1， 
,12). 

若 13:tEB (1E N+ )， 则 由 条 件 (2)， 有 

13?4 十 13i 一 13(13t 十 i) €B， 矛盾 . 

故 对 任意 的 上 EN+ ，13*1EA. 


离 五 党 杰 否 十 性 功 灌 四 兴 交 O 


离 互 党 治 东 二 性 涟 灌 加 并 症 O 


所 以 ，A 一 {13tt 一 1,2， 


故 |AI 一 [206]= 154. 


9， 显 然 /(n) =n 满足 条 件 . 

令 m=n 一 0， 有 FA0) 一 2LF(0) 了 , 则 
Ko) 一 0 或 到， 但 寺 不 是 整数 ， 所 以 ， 
0) 一 0. 

令 m=0，n 一 1， 有 
f(D=[fOOF+LADE ,Bp 1D) 一 [FL 了 . 
则 Fl)=0 或 1, 但 f(1)>0, 所 以 , f(D=1. 
设 S={n|nEN, 且 f(m)=n}), 则 1, 0€S. 
首先 证 明 S 的 三 条 性 质 . 

(D 车 a, bES, 则 a? 十 ES. 

证 明 ; 因为 a, bES， 则 f(a)=a,f(5)=b, 故 
fla tp)=[f +EADF =a 
所 以 , ?ES. 

(i) 荐 a€S, a 二 ES, 则 bES. 

证 明 : 因为 4a€S, a? 十 ES, 则 
/(W)=4, 

f(a +h)=a + 

而 f(a 十 必 )=[f(a) 玫 十 [f(b 了 ,所 以 ， 

a +b =a t+[/()Y. 

从 而 ,， [f(D) 玉 = , 即 f(6)==b. 

故 bES. 


《ii) 着 a? 二 =c+d?, 且 b, c, dES, 则 a€S. 


证 明 : 因为 c, dES, 由 (i) 有 +ES. 
所 以 , a 二 ES, 

再 由 bES 及 (i) 知 aES. 

其 次 是 从 0，1ES 推 出 0, 1, 2, …, 15€S. 
2=1++1, 由 (), 2€S. 

5 一 1 十 22， 由 (i), 5€S. 

4 一 0 十 22， 由 (i), 4€S. 

于 十 生 一 于 二 0， 由 (ii)，3ES. 
?+1=5? 十 5 ， 由 《说 )，7E S. 

8 一 22 十 22， 由 (i), 8€S. 

9 二 3: 十 0?, 由 (DD), 9€S. 


3 |] ,8 一 S 一 A、 经 检验 ,满足 条 件 . 


10=3: 十 ,由 (人 D，l0ES. 
6 十 8 一 102 二 0， 由 (ii), 6€S. 
11: 十 2 一 10? 十 5 ， 由 《ii)，11E S. 
13 一 2 十 3:， 由 (D，13E S. 
12: 十 时 一 13: 十 0 ， 由 《ii)，12E S. 
142 十 2 一 10: 十 10:， 由 《ii)，14E S. 
18 十 0 一 122 十 9 ， 由 (ii)，15E S. 
最 后 证 明 S 一 N. 
用 数学 归纳 法 . 
假设 1，2，…，8k 一 2，& 一 1，0ES, 由 
(8k)? + =(7k)? 十 (4)2， 
(8k 十 1)? 十 (一 3)? 二 《7k 一 1)? 十 (4 十 3)?， 
(8k 十 2)? 十 (一 1)* 二 (7k 十 1)? 十 (4 十 2)?， 
(8 十 3)2 十 (十 1)2 一 (7K 十 3)2 十 (4k 十 1)2， 
(8k 十 4)? 十 (十 3)? 二 (7 十 5)? 十 (4k)*， 
(8 十 5)2 十 妇 一 (7A 十 4)2 十 (4k 十 3)2， 
《人 十 6)2 十 (k 十 2)2 一 (7K 十 6)2 十 (4 十 2)2， 
(8 十 7)2 十 (十 4)2 一 (7A 十 8)2 十 (4k 十 1)2， 
及 (省) 知 8k，8k 十 1，…，8k 十 7ES， 这 里 >2. 
而 已 有 1，2，…，15，0ES， 则 S=N. 
故 对 所 有 非 负 整数 n，f(n) 一 并 
10， 容 易 验证 S 一 { 一 1,0,1} 满 足 条 件 . 
下 面 证 明 ，| Slow 一 3. 
(1) 1， 一 1 中 至 少 有 一 个 属于 S. 
反之 ， 存 在 at，o ES, 且 
a ,la |>2( a | 1a 1). 
由 题 意 ,存在 a, bh，cE S， 对 于 ai，as 满足 题 设 . 


< 
故 二 一 aa 一 c 一 iaz- 


则 存在 os =cES, 且 

asl=|allaillal> las |>lail. 

重复 上 述 过 程 得 a;(i=1,2,…)E5, 且 |ail<jas|<lal<…<lal< 
(2) 不 妨 设 1ES， 存 在 ai E SCa 冯 1), 

则 由 题 意 , 存在 a, h»，cE S， 使 得 

atbtc=0>6——a—c, 


雇 吾 过 浴 屋 吾 届 洲 测 间 迁 潮 O 


…, 与 S 是 有 限 集 矛盾 . 


次 互 帝 薄 否 所 性 洋 进 同 涉 着 O 


c 
故 由 = 二 一 c 一 aol. 
a 


(iD qr>2. 
若 o 尖 士 1， 则 |c|>1ai|. 存 在 az 一 cE SClaz|>lau|). 
故 存在 la | 一 ioz| 一 …E S， 

了 矛盾, 

车 a=1, b= 一 a 一 1; a= 一 1, 6=ai 十 1. 

则 无 论 a= 土 1, 均 有 |5| 之 la |. 同上 也 推出 矛盾 . 
(iD a <—2. 

考虑 一 怒 一 ai 十 1， 二 一 ai 


由 假设 不 存在 a€ S， 且 ao 二:2. 

因 w 委 一 2，b 一 一 ce(a 十 D) ,c=aal， 所 以 , 5 与 c 异 号 . 

当 a 和 一 2 时 ，c>|a | 之 2. 矛盾 . 

当 a 一 一 1 时, 6 二 a 十 1， c= 一 a 之 2， 著 盾 . 

当 a=1 时 , b= 一 gl 一 1, c=a. 

若 当 a 一 3 时 ,b>2. 矛盾 . 

由 《〈iD、(ib 知 ，wE{ 一 2, 一 1,0}. 

显 见 ，S={ 一 2, 一 1,0,1) 不 满足 条 件 . 

事实 上 ,对 一 1、 一 2E S,， 忆 十 3z 十 2 一 0， 不 可 能 . 

从 而 ，| S | 一 3. 

11， 由 于 {1,2,…,n} 可 分 拆 成 若干 个 三 元 数组 , 则 3|n. 

又 因 每 个 三 元 数组 均 可 表示 成 {a,b,a 十 b} 的 形式 ,所 以 ， 每 个 三 元 数组 的 元 素 之 和 为 偶数 . 

因此 ，{1,2,… ,nn} 的 元 素 之 和 为 偶数 , 即 4|n(n 十 1). 

综 上 ，n 必 为 12 或 124 十 3 的 形式 . 

因此 ,n= 二 3900 或 mn 一 3903. 

最 后 证 明 ， 当 "一 3900 或 一 3903 时 ， 均 存在 满足 题 意 的 分 拆 . 

引 理 ”假设 当 "一 上 时 ， 存 在 满足 题 意 的 分 拆 ， 则 当 n 一 包 或 m 一 多 十 3 时 ， 也 存在 满足 题 意 
的 分 拆 . 

引 理 的 证 明 ， 由 于 集合 {1,2,…,k} 满 足 分 拆 条 件 , 故 可 对 集合 {2,4,…,2k} 以 同样 方式 进行 
分 拆 . 

对 于 * 一 伏 还 剩 下 数 

,3,052 一 1,2k 十 1,2k 十 2，…，4k 一 1,4). 

可 将 其 分 拆 成 上 个 三 元 数组 

{2j—1,3k—j 二 1,3k 十 j} (二 1,2,……*,). 

如 下 每 列 为 一 个 三 元 数组 ， 


1 3 5 23 2 一 1 
3k 3 一 1 3 一 2 2k+2 2k 十 1 |. 
3k 十 1 3k 十 2 3k 十 3 … 4 一 1 鲍 
对 于 n= 很 十 3， 还 剩 下 数 
{193，…2k 一 1,2k 十 1，… 4 十 2,4 十 3} 

可 将 其 分 拆 成 & 二 1 个 三 元 数组 
{21 一 1,3k 十 3 一 户 3A 十 ji 十 2) CG 二 1,2,… ,十 1). 


同样 得 到 如 下 每 列 为 一 个 三 元 数组 : 

3 5 om 2k—1 2k+1 
3k+2 3k+1 3k » 2k+3 2k+2|. 
3k 十 3 3k 十 4 3k 十 5 … 4 十 2 4 十 3 
回 到 原 题 . 


由 题 意 知 n 一 3 符合 条 件 . 
故 由 引 理 知 可 经 如 下 图 方式 得 "一 3900 或 "一 3903 满足 分 拆 条 件 . 
3900 


975 by 
X4 十 3 15X4 60X4 十 3 243X4 十 3 
3X43 15 15X4.60 243 975 


975X 4+3 
3903 


1. (1) 因为 51(zx 十 9y), 所 以 51(2zx 十 18y). 
又 (2x 十 18y) 十 (8r 十 ?7y) 一 10z 十 25y, 
由 于 51(10x 十 25y), 所 以 
5|(8r+7y). 
(2) 因为 4(3z 一 7y 十 12z) 十 3(7zx 十 2y 一 5z) 二 337 一 22y 十 33z 二 11(3x 一 2y 十 3z)， 
显然 11111(3z 一 2y 十 3z)， 
又 由 已 知 11|(7z 十 2y 一 5z) ,于 是 
111(3z 一 7? 十 12z)， 
2，2002。2003。…。4001。4002 
一 (4003 一 2001)(4003 一 2000)。…。(4003 一 2)(4003 一 1) 
一 4003m 一 1。2。3。…“。 2000。2001. 
从 而 有 
1 .2 . 3.…。2000。2001 十 2002。2003。…。4002 一 4003m， 
即 所 给 出 的 和 数 能 被 4003 整除 . 
3. 1。3。5。…。1983。1985 十 2。4。 6。…。1984。1986 
。1983。1985 十 (1987 一 1985)(1987 一 1983)。…“。 (1987 一 3)(1987 一 1) 


沿 吾 珊 潍 从 卫 党 涟 洲 同 诈 姜 O 
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1983。1985 十 (一 1985)( 一 1983)。… 。( 一 3)( 一 1) 十 1987 的 倍数 
… 1983。1985 - [1 十 (一 1)se] 十 1987 的 倍数 

一 1987 的 倍数 . 

即 1。G3，5。…，1983。1985 十 2. 4。6，.…，1984。1986 能 被 1987 整除 . 

4. 我 们 从 能 被 2" 一 1 整除 的 ， 形 如 25 十 29 十 … 十 25 的 数 中 选取 有 最 小 的 的 那些 数 ， 再 从 
所 得 的 数 中 选取 色 十 十 … 十 k 最 小 的 一 个 数 ，k， ，ks ，…，k 两 两 不 等 . 

如 果 n 宇 m 不 成 立即 wn<m， 则 名 和 m 一 1. 

2 十 2 十 … 十 25 委 2 十 2 十 … 十 2 一 2 一 2<2" 一 1. 

此 时 2 十 25 十 … 十 25 不 能 被 2" 一 1 整除 ， 出 现 矛盾 . 

因此 n 宇 m. 

5. 一 样 多 . 

将 小 于 10000 的 奇 自然 数 分 成 若干 组 ， 每 组 两 个 数 (m ,ws)， 且 

nm 十 mz =10000. 

由 于 十 mz | 弄 十 ， 

所 以 “10000 | 只 十 哈 ， O 

设 芽 的 后 4 个 数码 组 成 的 数 为 m;， 戏 的 后 4 个 数码 组 成 的 数 为 wm; ， 则 由 CD 得 

mi 十 ml 一 10000. 

由 此 可 得 m 之 m 等 价 于 m; 之 n;. 

因此 ， 题 中 所 述 的 四 位 数 一 样 多 . 

6， 由 恒等式 如 一 所 二 (一 隧 (7! 十 如 ?6 十 … 十 1) 可 得 

k—b | "—b, 

由 已 知 k 一 b | 和 "一 a, 于 是 有 

kb CR"—b)— (kr a), 即 k 一 bla— 人 rr. 

由 于 上 是 不 等 于 5 的 任意 自然 数 ， 则 人 一 /为 任意 不 等 于 零 的 整数 ， 为 使 < 一 包 是 任意 不 为 堆 
的 整数 的 倍数 ， 仅 当 一 如 一 0， 即 a= 

7， 可 以 找到 ， 

首先 ， 我们 任 取 5 个 自然 数 a,，b,， c,d，,e. 

然后 ， 再 找 一 个 整数 z+， 使 

(atbtetdt+e) |z. 

构造 5 个 新 数 

axs br, cr, dr, ez, 

于 是 有 

(artbrtcrtdrter)lar® br* cr dr "er, 

这 是 因为 

ar* br* cre dr* er=abcde® ri » (artbrteridrter) 。 


z 
而 于 5Te4 二 e 是 整数 . 


工 
atbtctdte’ 


因而 ， 为 了 得 到 所 要 求 的 100 个 自然 数 ， 可 以 先 任 取 100 个 互 不 相同 的 自然 数 ， 求 出 其 中 每 5 
个 数 的 和 ， 共 得 到 Ciw 个 和 数 ， 再 找 出 一 个 能 被 这 Ciw 个 和 数 中 的 每 一 个 都 能 整除 的 自然 数 = 〈 例 
如 ,将 取 作 这 Ci 个 和 数 之 积 )， 然 后 用 x 去 乘 原来 的 100 个 数 中 的 每 一 个 ， 于 是 得 到 的 100 个 
新 数 即 为 所 求 . 
8. 令 za 十 z 十 90 一 (到 一 z 十 a)g(z) ,其 中 4a 为 整数 , qa(z) 是 整 系数 多 项 式 . 
令 7+= 一 1, 0, 1, 则 
(at+2)g(—1)=88, 
aqg(0)=90, 
aq(1) 一 92. 
由 四 ，@ 得 
a[g(1) 一 g(0)]=2, 于 是 a | 2. 
因此 a=1 或 2. 
但 当 a=1 时 ,由 中 得 
34( 一 1) =88， 这 是 不 可 能 的 . 
故 只 能 有 a 一 2. 
当 a=2 时 ， 有 
8 十 z 十 90 一 (下 一 z 十 2)(zu 十 xm 一 妇 一 3 三 一刀 十 5 十 725 一 3xt 一 17z2 一 11z2 十 23z 十 45)。 
9， 对 任何 一 个 数 a,， 我 们 都 可 以 构造 一 个 整除 链 
ia i a 
使 得 除 w 外 ， 每 个 数 都 能 被 它 前 面 的 数 整 除 ，a, 宇 1， 称 a; 为 这 个 整除 链 的 长 度 . 
所 有 这 种 从 a; 开始 的 整除 链 中 ， 使 a 最 大 的 ， 我 们 称 之 为 从 ai 开始 的 最 大 整除 链 ， 其 长 度 记 
为 ACD. 
如 果 存 在 某 个 i, 使 A(i) 二 "十 1， 那 么 从 w 开始 的 最 大 整除 链 长 之 x 十 1， 取 其 前 面 的 十 1 
个 数 ， 则 这 十 1 个 数 中 ， 除 前 面 的 一 个 数 之 外 ， 每 个 数 都 能 被 它 前 面 的 数 整除 . 
如 果 对 每 一 个 凡 ，A(D<m, 即 4(1),A(2),…,A(mm 十 1) 都 只 能 取 1， 2，…, n 中 的 值 , 因此 至 
少 有 [ 到 十 ! ] +1 个 相同 . 
设 AG)=A(i)=AG)=…==A(isp)=hb(1<k<m), 则 
"dint 这 m 十 1 个 数 中 没有 一 个 能 被 男 一 个 整除 . 
这 是 因为 ， 若 ai, 能 被 a 整除， 那么 从 w。 开始 的 最 大 整除 链 长 &， 在 它 的 前 面 加 上 一 个 数 
ai ， 则 得 到 从 an 开始 的 一 条 整除 链 ， 长 度 为 二 1， 那么 ai 开始 的 最 大 整除 链 长 之 k 十 1， 与 
AGi) 一 k 于 盾 ， 这 时 ，ai, ，ai, ，*…，a, ,1 是 符合 要 求 的 m 十 1 个 数 . 
10, 证 法 1 对 A，B, C 赋值 设 零 件 A 为 1 分 , 零件 BB 为 2 分 , 零件 C 为 4 分 则 甲 
乙 、 丙 三 种 产品 每 件 所 需 的 零件 分 数 之 和 都 是 6， 库 存 三 种 零件 的 总 分 数 之 和 应 是 
6(p 十 gq 十 站) 十 2 十 2, 
但 此 数 不 是 6 的 倍数 . 
因此 ， 组 装 成 每 件 都 为 6 分 的 产品 ， 库 存 的 零件 必 有 剩余 . 
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证 法 2 组 装 成 p 件 甲 产品 ，g 件 乙 产品 ,r 件 两 产品 共 需 : 

零件 A: 2p 十 2r 件 ， 

零件 B， 2p+q 件 ， 

零件 C: gtr 件 . 

因此 ， 加 上 剩余 零件 后 ， 库 存 零件 数 为 : A 有 2p 十 2r 十 2 件 ，B 有 2p 十 g 十 1 件 , C 有 4g 十 


r 件 . 
如 果 甲 、 乙 、 丙 的 件数 分 别 改变 成 z，y，z 件 ， 于 是 可 得 方程 组 
2z 十 2z 一 2 十 2r 十 2， 
2z 十 ?一 22 十 q 十 1， 
3 十 = 一 9 十 
解 之 得 x 一 p 十 纪 ，y 一 g 一 汗 ， z=r 二 二 . 
产品 的 件数 应 是 非 负 整数 ， 但 解 得 的 了 -，y，zx 都 不 是 整数 ， 由 此 说 明 ， 若 要 使 z，y，z 都 取 
整数 值 ， 就 不 能 把 库存 的 三 种 零件 都 恰好 用 完 . 
11， 首 先 用 数学 归纳 法 证 明 ， 
设 奇数 s 之 3， 对 一 切 正 整数 mn， 有 
{lta 一 1 十 Sa 0 
其 中 S, 是 整数 ， 且 a 赴 S, 
对 于 n=1,， 有 
(ta =1+Gat Ce! t+Ca =1+a (1+C+Ca+ "+a 7). 
由 于 a 是 奇数 ， 所 以 a | CS ， 于 是 
a | G+Cat…+ar?， 从 而 
atS=1+C + ta 
因此 ， 对 mx 一 1，@ 式 成 立 . 
假设 @ 式 对 自然 数 "一 如 成 立 ， 则 
(1+a 加 一 [Ga 如 了 
一 (1 十 Se +) 
一 1 十 Se abt? +S at? 二 .十 Sh act 
=1+S% rao"?, 
其 中 Sion 二 Sh 十 CS 和 十 … 十 Sa 
由 归纳 假设 e 直 St， 因 而 ae 让 Su， 
从 而 Q 式 对 n 一 如 十 1 成立 . 
即 对 一 切 自然 数 >，@ 式 成 立 . 
类 似 地 ， 可 以 证 明 ， 
设 奇数 5 过 3， 则 对 一 切 正 整数 x， 有 
《一 1 天 一] 十 TeH， @ 
其 中 T, 是 整数 ， 且 6 十 T- 


利用 中 ，@ 可 知 ， 存 在 整数 S 和 了 ,使 得 

1991*S, 1991T, 且 

1990'%1 十 1992p60 5 二 本。1991'% 十 S* 19911%1 一 1991'% (T。19912 十 S). 
由 此 ， 所 求 的 最 大 的 二 1991. 

12， 当 ”一 1，2，3 时 ， 和 式 分 别 为 1，3，5， 是 整数 . 

当 n>3 时 ， 


a 六 
Dt Dita! 


an 一 1)…2 十 nn 一 1)…3 十 … 十 Mn 一 1) 十 m 十 1 
(Cn 一 1)! 
要 使 其 为 整数 ， 分 子 一 定 能 被 "一 1 整除 ， 于 是 ，n 十 1 能 被 "一 1 整除 ， 即 2[ 一 "十 1 一 (一 
1)] 能 被 "一 1 整除 . 故 "一 1E {1,2} ,不 可 能 . 
所 以 ， 和 式 为 整数 当 且 仅 当 mrE11，2，3}- 
13， 首 先 证 明 :(z 十 D1(y 一 D. 


是 建 
设 本 入 一 企 ， 尝 科 一 站， 其中, (esb)=1, (erd) =1, 且 b, d>0， 


让 
EE 


由 条 件 知 %d 二 刀 是 整数 、 

于 是 , 51d, 且 d15, 即 6=d. 

又 由 入。 癌 是 整数 ，(a, 轧 一 1,(c,d) 一 1, 知 6 一 < 一 1 

因此 ，z 十 1 整除 Y 一 1. 

注意 到 (% 一 1)1( 交 一 DCz 二 DC 一 1D), 则 

Cz+DICzt( 一 D) 十 ( 忆 一 1)], 即 (z 十 1)|(xty 一 1)， 

14. 设 A，B 分 别 为 n 的 前 两 位 数字 和 后 两 位 数字 对 应 的 两 位 数 ， 则 问题 转化 为 求 所 有 的 (A， 
B) ,满足 AB|(1004 十 B). 

由 于 AI(1004 十 B), 则 A1B. 


令 人 = 是 ， 因 为 A， 均 为 两 位 数 ， 则 10<A< 贡 8 ， 所 以 ，k<10， 


又 AB|(100A 二 B)=>kA?|(100A+kA)=>kA| (100+k)=>k| (100+k)=>k|100, 
故 k 一 1，2，4，5 


又 由 人 A| 00H 及 10<A< 区 ,得 


(k,A) 一 (2,17) 或 (4,13). 

故 a 一 1734 或 1352. 

15， 首 先 ， 经 观察 易 知 ， 当 mm 一 1，z 一 2 时 ， 满 足 题 意 . 

假设 存在 两 个 不 同 的 正 整数 mm，n (不 失 一 般 性 ， 不 妨 设 m<n) 满足 


la 二 p(kEN4), 则 
i 


庚 吾 遍 潍 全 卫 惊 涟 测 同 诸 效 0 


痪 下 部 活 否 五 性 注 示 同 并 站 O 


4— [td trl], 


放 kn 于 Dm 


因此 ,za 十 了 为 整数 . 


设 盖 2 二 也， 则 


| 


n 


Cr+Hm+D= 寺 [rtD+1]， 
一 上 十 1 "十 1 
故人 一 守 1 十 叶 1. 


因此 ， 若 (m，z) 为 满足 题 意 的 数 对 ， 则 (wn，r) 也 为 满足 题 意 的 数 对 . 

又 mr=n(n 十 1) > 下 ， 及 mm<m， 则 

n> rn 

因此 ,nr>m 十 n. 

综 上 ,车 m,n) 为 满足 题 意 的 一 个 数 对 《m<n)， 则 可 造 出 一 个 新 的 数 对 (n，r)， 使 之 也 
满足 题 意 ， 且 该 数 对 的 两 元 素 之 和 比 原来 的 大 ， 因 此 ， 存 在 无 限 多 个 正 整数 对 满足 题目 要 求 . 

16， 注 意 到 

79|(at776) E79| (a—26)379|(394—78b)791(39a+b), 

771(at+796)6377 (at26) S77| (394+78b)377|(394+b), 

故 79X771(39a 十 b)， 

从 而 ,39a 十 6 一 79X77k,kEN+ . 

注意 到 

394+39b=79X77k 十 38b 二 (78? 一 1)k 十 38b 二 (78? 一 39)k 十 38Ck 十 b)， 

所 以 ,391(6b 十 和 ), 有 b>39. 

从 而 ，39a 十 396 之 (78? 一 39) 十 38X39, 即 

a+b>156 一 1 十 38=193. 

易 知 ,5b 二 38，a 二 155 满足 题 设 条 件 ， 因 此 ， 

a 十 0 一 193. 

故 (o 十 b)w 一 193. 


17. 设 4= 是 ,4 二 是 (k 是 a, 6 分 母 的 最 小 公信 数 ). 


设 k>0，(k,m,n) 二 1， 于 是 


2 十 天 
S= zz 一 赤 Ee ， 即 


Cmt mk=ne + 0 
车 存在 素数 可 以 整除 m，k， 则 也 整除 n， 韦 盾 . 
同 理 , 若 存 在 素数 可 以 整除 wx，k， 则 也 整除 mm， 也 矛盾 . 


因此 ，(&,m) 二 (ks) 二 1. 
只 要 证 明 (k,6) 一 1， 即 证 明 3 十 K，2 赴 大 
若 3 1A 则 3 十 mm，3 十 a， 于 是， 
mwl1(mod 3). 

式 @O 左 边 模 3 余 0， 右边 模 3 余 2, 矛盾 . 


故 3 丰 大 

若 2 1A4, 则 2 小 m，2 直 nm， 于 是 ， 

2| (m+n) ,m? 1(mod 4). 

式 Q 左 边 模 4 余 0， 右边 模 4 余 2， 矛盾 . 
故 2 个 


18， 因 为 ry 十 2y 整除 (2z 十 y) (zy 十 2y) 一 y(272 yy 十 87) 二 2Y 一 4xy， 
所 以 ，(zy 十 2)|(2y 一 4z). 

下 面 考虑 两 种 情况 . 

(1) 设 2y 一 4z 过 0. 

车 x 之 2, 则 zy 十 2>2y 一 4r， 于 是 ， 

2y 一 4z 一 0， 即 zx 一 a，y 一 2a (其 中 ， 正 整数 a 之 2). 

经 验证 ，zy 十 2y 一 4a(az 十 1)，2z2y 十 zz 十 8z 一 8a(a: 十 1》 满足 条 件 . 
若 x=1， 则 (? 十 2)1(2y 一 4), 即 

(y 十 2)1[2(y 十 2) 一 (2y 一 4)] 一 8 一 y 一 2 或 6. 

经 验证 ，> 一 2 满足 条 件 ，y 一 6 会 去 . 

于 是 ， 解 为 (a,24) (a€ N+ ). 

(2) 设 2y 一 4z<0, 即 4x 一 2y>0. 

若 "之 4， 则 zy 十 2>4z 一 2y， 


于 是 ，y 一 1，2 或 3. 

着 y=1, 则 2 二 是 一 2r+5 一 ap5 是 整数 ， 因 此 ，z=3 或 8 
i _ 

车 y=2， 则 王 二 鞍 一 x 十 2 一 二 和 是 整数 ， 因 此 ,zx 一 1 


3, 则 和 十 17z 
车? 一 3， 则 全 机 区 是 整数 ， 于 是 ，3 | x. 


设 xz 一 3k(EEN+)， 从 而 
18k’ +17k 


< 4k—2 加 
9k 十 2 一 2 十 1 十 9k 干 2 是 整数 ， 对 于 之 1 是 不 可 能 的 . 


综 上 ， 所 有 解 为 (a,2a) (aEN+) 及 (3,1),(8,1). 

19. 我们 指出 ， 若 p(x) 为 整 系数 多 项 式 ， 则 对 任何 非 负 整数 "， 正 整数 m, k&， 值 p(r) 与 
plmk 十 r) 被 & 除 的 余数 相同 . 

考察 p(1) 十 pC2) 十 … 十 p( 姑 ). 

注意 到 ， 其 中 


商 百 党 溢 蒜 卫 疏 滋 潮 回头 桨 必 


误 互相 水 否 开 性 泗 汪 加 入 闻 D 


pl1) ,plk+1), pl2k+1) ,p(k—1)k+1) 
这 上 个 加 项 被 除 的 余数 相同 ， 所 以 ， 它 们 的 和 能 被 整除 ; 
同 理 可 知 
pl2), p(k+2), p(2k+2), +, p(k— 1)k+2) 
的 和 能 被 4 整除 ; 
如 此 下 去 ， 
PE), pCR), pO3R), ,plk?) 
的 和 能 被 整除 . 
所 以 ，p(1D 十 p(2) 十 … 十 p( 姑 ) 作 为 它们 的 总 和 能 被 整除. 


20. 设 k= 全 所 ,其 中 ，pr，p，…，p。 为 相 异 的 素数 ，w EN;。 
由 AlC: 一 mw 得 pr |nCi==1,2,…*,m)。 
著 帮 1m, 则 


rw nD ee npitl) 
i ET 


与 &| C8 矛盾 . 
故 P* | 


所 以 ， n= zce N;). 
+ 


Cn 一 r 十 1) 


此 时 、G 一 到? 十 的 分 子 中 ps 的 次 数 不 小 于 a 十 加 [再] 分 中 的 次 


数 为 [二 |] 
各 Lp 
于 是 ,pr |G;(i=1,2,…,m). 
故 Gr 二 1,2,…,n 一 1)， 
21. A=142857142857:…142857, kE N+. 


A=a,10"+B, Al=10B+a,, B<10". 

令 Al 二 mA，m 为 正 整数 . 

因为 10m<Am 一 Al<10"， 故 m<10， 从 而 ,A 一 mA， 即 

10B-Ha,=m(a,10"+B). 

于 是 ，B=o "12 ©” 
因为 A 的 各 位 数字 不 全 相等 ， 所 以 ，A 天 A, ， 即 m 关 1. 

假设 m>5， 则 


pe Oe I 
了 一 we， "10m >1X™ 5 一 10 一 寺 >10 一 1 


所 以 ，B>10"， 了 矛盾 . 
因此 ,1<m<5 


若 m=2, 则 B=a。， el. 


又 因为 2X10" 一 1 是 奇数 ， 故 8 | 4,, 即 a, 二 8. 
但 此 时 ，B 宇 2X10" 一 1>10"， 矛盾 . 


类 似 地 ,车 mm=4， 则 B=，* 4 二 环 ， 从 而 ,2 | a 由 此 ， 


B> 作 多 一 >10 ,和 矛盾 
这 样 ，m 只 可 能 有 一 个 解 m 一 3. 
由 B=@。* 天 均一 <10", 解 得 .<2. 
荐 an=1, 则 B 一 3 均一 ,有 
二 _D; 
4=- 革 (lo 一 Di 
车 =2, 则 B=2X3> 增 一， 有 
4= 闻 (lo 一 D. 


因为 A 为 正 整数 ， 所 以 ，71(10"*' 一 D)， 

易 知 71(10" 一 1), 当 且 仅 当 61xm. 

故 n 十 1 二 GR，kE N+ 由 此 ， 
A=142857142857…142857 或 A 二 285714285714*…285714. 


4 个 让 
因为 A, 二 1"…<2… 二 A， 即 A, 不 能 被 A 整除 ， 所 以 ， 第 二 种 情况 不 可 能 . 
另 一 方面 ， 第 一 种 情况 为 所 求 ， 这 是 因为 易 证 明 142857 满足 条 件 ， 
428571 王 3X142857，285714 一 2X142857，857142 王 6X 142857， 
571428 一 4X142857，714285 一 5X 142857. 
于 是 ,等 式 A, =34A，A4:==24，4:=6A，A,=4A，A4:=54 也 满足 一 般 情况 ， 
22， 首 先 证 明 4 一 1 恰 能 够 被 2+! 整除 ， 其 中 和 a 是 自然 数 ， 且 3 十 
我 们 用 数学 归纳 法 . 
(1) k==1 时 ,4> 一 1 二 64* 一 1 二 63(64"' 十 … 十 64 十 1). 
由 于 64 一 十 … 十 64 十 1 一天 0(mod 3), 则 4* 一 1 恰 能 被 9 一 3:+ 整除 . 
一 2 时 ，4 一 1 一 (4 一 1D[(42)* 十 … 十 4 十 1 
由 于 “由 一 1=64: 一 1 一 63(642 十 64 十 1), 则 4 一 ' 恰 能 被 27 一 32+: 整 除 . 
k=3 时 ， 和 一 1 二 (47 一 DL( 和 3) 十 … 十 委 十 1 
由 于 “42 一 1 一 (全 一 1D)[(4?)2 十 4 十 1 


离 卫 六 涟 否 和 开心 洪 四 站 将 O 


兹 吾 认 滋 民 了 疏 溢 浊 问 入 效 O 


而 人 一 1 恰 能 被 3 整除 , (4 各)? 十 各 十 1 恰 能 被 3 整除 , 则 4” 一 1 恰 能 被 81 二 3 整除 . 

《2) 假设 4%* 一 1 恰 能 被 3 整除 ， 则 

炙 一 1 一 (4 六 一 1 一 (4 史 一]D)[(4s) 十 4 二 十 1]. 

由 归纳 假设 知 4) 十 4 十 1 恰 能 被 3 整除 ， 所 以 4** “一 1 恰 能 被 3+1，3 一 3o+03 整除. 

于 是 对 十 1 命题 成 立 . 

由 于 各 一 各 二 各 (4"” "一 1)， 则 由 上 面 的 结论 ， 当 且 仅 当 mm 一 ”能 被 3 整除 时 ，4 如 一 如 能 被 
34+1 整 除 . 

23. 《1) 注意 到 


ZaD= DL A401 30)! 2201, (40)! .3D! 
EE (Cal) bl) al 20a)! a! a!l bl (35)!1 bl (26)1 


1 ! 
古人 全， ol -Go 


这 表明 Zla,b) 可 表示 为 二 项 式 系数 和 正 整 数 (5 一 a)! 的 乘积 . 

因此 , 当 a<b 时 , Z(a,b) 是 一 个 非 负 整 数 . 

(2) 设 b 是 给 定 的 非 负 整数 ，p 是 一 个 素数 ， 且 p45p， 令 a 二 p， 考虑 Z(p,6)， 恰 好 存在 三 
个 不 大 于 3p 且 能 被 p 整除 的 正 整数 ， 即 3p、2p、p， 此 外 ，(45)1 一 定 不 能 被 p 整除 ， 易 知 户 
是 分 子 (3p)! 〈46)1 的 因子 ,而 pr 不 是 分 子 (3p)! (45)1 的 因子 , 

另 一 方面 ， 因 为 p|p!, 所 以 , pr! 一 定 是 分 母 (p1)'(b1)! 的 因子 . 由 此 得 出 Z(p,5) 一 定 不 是 一 
个 整数 . 

24.。 由 整除 的 性 质 5(1) 知 ， 只 需 证 明 f(n,k) 不 能 被 一 个 很 小 的 自然 数 n 整除 

由 nk) 一 37 必 十 3 直 一 十 地 十 10 一 3( 玫 十 下 十 3) 一 丰 ( 下 一 1D)( 直 十 1) 十 1 

及 3|13(m 十 地 十 3),3| 示 ( 赤 一 1)( 直 十 1),3+1， 

故 3h/Cn, 和 .因而 Fn 所 不 能 分 解 成 三 个 或 三 个 以 上 的 连续 自然 数 的 乘积 . 

再 证 f(n,k) 不 能 分 解 成 两 个 连续 自然 数 的 积 . 

由 上 知 ，f(n,k) 二 3g 十 1(g€ N) ,因而 只 需 证 方程 :3g 十 1 一 z(z 十 1) 无 正 整数 解 . 而 这 一 点 可 以 
分 别 具 体 验算 z 一 3r,3r 十 1,3r 十 2 时 ,z(z 十 1) 均 不 是 3g 十 1 型 的 数 来 说 明 ， 

故 Fn) 对 任何 自然 数 w， 都 不 能 分 解 成 若干 个 连续 自然 数 之 积 . 


第 三 章 同 余 


习题 A 


1. 因 47 寺 7(mod 10),47*: 二 7? 寺 49 寺 一 1(mod 10)， 

47' 三 (一 ?二 1(mod 10). Cx) 
现 考虑 47” “(个 47) 的 指数 47-”(k 一 1 个 47) 除 以 4 的 余数 . 

由 于 47 三 一 1(mod 4), 所 以 

470 (一 1 个 47) 寺 一 1=3(mod 3). 


于 是 由 〈(* ) 式 得 

471" 9 (个 47) 王 473 三 7 三 一 7? 王 3(mod 10). 

故 所 求 的 个 位 数字 是 3. 

2. 由 ap 二 一 1(mod 24) 得 ub 二 一 1(mod 3) ,所 以 o 天 0(mod 3). 
车 a 三 1(mod 3). 则 b= 一 1(mod 3)， 

车 a 三 一 1(mod 3), 则 三 1Cmod 3). 所 以 a 十 b==0(mod 3). 
同样 有 ab 寺 一 1(mod 8). 

若 u== 士 mod 8), 则 6 寻 干 1(mod 8); 

车 4 三 士 3(mod 8), 且 3ab 二 一 1(mod 8), 则 土 b== 一 3(mod 8) ,b== 干 3(mod 8). 
所 以 十 6 二 0(mod 8), 于 是 a 十 b==0Cmod 24)， 

即 241(at+b). 

3， 由 22225%%s 三 3 三 一 1(mod 7)， 

555522 王 422 王 43 王 64 王 1(mod 7)， 


离 百 涪 注 否 乓 性 注 滞 加 并 闻 O 


故 222255 十 555522 才 一 1 十 1 二 0(mod 7). 
4 由 88882222 =(—10)M (mod 37)， 
777798 7 un (mod 37) ， 


故 8888** 十 ?277733==0《mod 37)。 

5。 由 (5,43)=1, 利用 辑 转 相 除法 有 5， (一 17) 十 43。2 二 1, 从 而 
z=(—17) * 11=—187= 一 15=28(mod 43). 

6， 因 (111,321) 三 3, 且 3175, 故 同 余 式 有 3 解 . 


(mod 11),10=—1(mod 11),10=(—1)*=1(mod 11),10=(—1)?=—1(mod 
一 D"(mod 11)， 
于 是 ， 对 于 数 A=wa alae 有 
人 一 ao 十 ai。10 十 oz。10: 十 … 十 ao。10" 
和 0 一 ci 十 az 一 … 十 (一 1D)"a。 
三 (oo 十 十 wd 十 …) 一 (ai 十 oa 十 os 十 …)(mod 11). 
因此 ， 数 A 能 否 被 11 整除 ， 就 到 决 于 
《ao 十 az 十 as 十 …) 一 (at 十 as 十 as 十 …) 
能 耕 被 11 整除 ， 于 是 得 判别 法 则 : 
将 一 个 自然 数 A 的 奇数 位 的 数字 和 与 偶数 位 的 数字 和 相 减 ， 当 且 仅 当 这 个 差 被 11 整除 ，A 被 
11 整除 . 
8， 因 141x28y3 三 0C(mod 9)， 则 
141x28y3 三 1 十 4 十 1 十 x 十 2 十 8 十 y 十 3 二 0(mod 9)， 


离 互 涵 注 要 女性 泗水 风 滤 交 0 


得 z 十 y 十 1 二 0(mod 9)， 即 xz 十 y=8Cmod 9)， 

于 是 可 设 z 十 ?一 9 十 8， 从 而 有 zx 十 y 一 8 或 17. 

又 因 141x28y3 二 0(mod 11)， 则 
141x28y3==3 十 8 十 7 十 4 一 y 一 2 一 1 一 1==0(mod 11)， 

得 x 一 ?二 0(mod 11)， 于 是 可 设 rz 一 y 一 114， 

从 而 有 一 y=0， 而 0<xz，y<9,， 故 z* 一 ?一 4 为 所 求 . 

9 考虑 模 3， 若 二 0(mod 3), 则 六 十 n+2 二 2(mod 3)， 

得 3hz 十 n 十 2), 即 有 15 十 n 十 2). 

车 三 士 1(mod 3), 则 叉 十 n 十 2 志士 1(mod 3)， 

得 引 ( 吧 十 十 2), 即 有 15fO2 十 m 十 2). 

10. 因为 46" 十 296，13" 志 1" 十 2，1" 二 1 十 2 二 0(mod 3)， 

46" 十 296。13" 二 2" 一] + 2" 二 0(mod 11)， 

又 nn 是 奇数 ， 则 

46" 十 296，13" 三 (一 13)" 十 1* 13" 二 0(mod 59) 且 1947=3，11，59， 所 以 
46" 十 296，。13”(n 为 奇数 ) 被 1947 整除 . 

11、 因 为 1984 二 64，31， 

故 在 a1，as，…，ass 这 65 个 互 异 的 正 整数 中 ， 至 少 有 两 数 被 64 除 的 余数 相同 . 
不 妨 设 a 一 64ki 十 r，as 二 64ks 十 r，0<<r<64， 则 64|(a 一 oz). 

在 aw，asr，…，am 这 32 个 互 异 正 整数 中 ， 至 少 有 两 数 被 31 除 的 余数 相同 . 
不 妨 设 aus 一 31m 十 r，asr 一 3lm 十 r，0O<r<31， 则 31|(ou 一 as )， 

因为 (64，31) 一 1， 所 以 

1984|(a 一 we )(au 一 at7)， 

于 是 w ，a ，ass，asr 即 为 所 求 的 四 个 互 异 正 整数 . 

12. 数 p 可 化 为 

P=l111(10%+9 + 10"+8°* 10"+7). 


4 
由 已 知 1987 | 1 则 1987 | p. 
数 g 可 化 为 
g—=1l1[10"+0 +9° 10%"+0 +8» 10"*1 +7]. 
EN 
由 10 一 9. 41…11 二 1 及 11…11=0(mod 1987)， 则 


咱 咱 
10" 二 1(mod 1987). 


又 由 10%"?==(10")?。1000,10?"* ?二 (10")?。100,10"+! 二 10*。10， 可 得 
10%"*» 二 1000(mod 1987)， 

10""t1 =100(mod 1987)， 

10"+!==10(mod 1987). 


从 而 可 有 

10?o+pD 十 9。102o+D 二 8。10"+! 十 7 二 1987 二 0(mod 1987). 

于 是 19871g. 

13， 设 原 式 为 M， 则 

M 一 2。 28 十 3。3% 十 5 十 1 

一 2。644 十 3。729: 十 156254 十 1 
二 2[(7， 9 十 1)* 一 1] 十 3[(7。104 十 1 一 1] 十 [(7*2232 十 1)* 一 1] 十 7. 

由 于 (7a 十 1) 夺 1(mod 7), 则 

71(7a+1)—1, 

于 是 7IM. 

14，1971 一 0(mod 3)， 所 以 ，1971” 寺 0(mod 3). 

又 1972 三 1(mod 3)， 所 以 

19727 ==1” (mod 3)， 

1973 生 2(mod 3)， 

1973# 王 238(mod 3). 

于 是 有 

1971% 十 19722 十 19739 天 28 十 1(mod 3)， 

又 2 一 4 二 1(mod 3)， 所 以 

23 十 1=2(mod 3). 

因此 ，1971% 十 19722 十 1973” 不 能 被 3 整除 . 

15， 另 一 个 数 是 4. 

由 于 每 进行 一 步 ， 黑板 上 的 所 有 数 的 和 模 11 的 余数 不 变 ， 且 1 十 2 十 … 十 2004 志 3(mod 11)， 
1000 王 一 1(mod 11)， 则 另 一 个 数 一 定 模 11 余 4， 但 是 ， 在 游戏 过 程 中 ， 写 在 黑板 上 的 数 都 小 于 
11，1000 是 黑板 上 原来 的 数 ， 所 以 ， 另 一 个 数 一 定 是 4. 

16. 令 z=(a—bD)(a—O)(a—d)(b—O)(b—d)(c—d). 

只 需 证 3，4 均 整 除 z. 

申 抽 层 原理 知 ，a，b，c，d 四 个 数 中 至 少 有 两 个 模 3 同 余 ， 这 两 个 数 之 差 必 可 被 3 整除 ， 故 
3|x. 

车 a，b，c，d 四 个 数 中 有 两 个 模 4 同 余 ， 则 4|z. 

如 车 不 然 ， a， 5b，c，d 模 4 的 余数 均 不 相等 ， 此 时 ， 这 四 个 余数 必 为 两 奇 两 偶 ， 其 差 的 乘积 
可 被 4 整除 ， 故 仍 有 4|z. 

又 因为 (3,4) 一 1, 故 12|z, 

17. 当 m 一 1 时 ，3 赴 lem 一 1 

当 xZP2 时 ， 设 olee 十 2 十 … 十 mo ， 则 

2 一 lnog 十 2098 十 .… 十 mnse7 十 ms 十 …… 十 2 十 la 


一 2 十 (m9 二 297) 十 [ (一 De 十 35] 十 -十 (mms 十 2007). 
由 于 对 每 一 个 人 2，3，… 


离 互 六 淤 孙 五 性 海 滞 末 滤 闻 O 


离 互 闹 治 于 玫 恬 东江 加 站 症 O 


于 是 24, 寺 2(modn 十 2). 


的 末 两 位 数字 奇偶 性 相同 ， 因 此 所 求 的 p 必须 形 如 104 士 2, 而 p=12，p 二 144， 示 两 位 数字 为 4 


第 二 小 的 元 素 作为 B 的 元 素 ， 余 下 的 作为 C 的 元 罕 即 可 得 到 所 需 的 子 集 A，B，C. 


等 的 , 


十 21Aem -上 Cn 十 2 一 已 2 ， 


所 以 a 不 能 被 ”十 2 整除 . 

18. 设 p=104 土 h(a,bEZ,1<5<5), 则 

疡 二 10*( 士 2ab) 十 成 (mod 100). 

可 以 验证 ， 当 4 1，3，4，5 时 ， 态 的 十 位 数字 与 个 位 数字 的 奇偶 性 相反 ; 仅 当 5 二 2 时 ，p? 


依次 计算 12* ，18* ，22* ，28* ，32? ，38? ， 便 知 末 三 位 数字 非 零 且 相同 的 最 小 正 整数 为 38. 
19, 设 5=a? 十 a 十 1， 则 

( 叶 十 1 一 (一 a)3 王 一 as(mod b), 0 
—a=—abta’+a=--abt+b~—1=—1(mod b). © 
于 是 由 中 ，@ 可 得 

(a+1)’=—1 (modb). 

因此 有 


Da + D* = ~ aCmodb). 
be 
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于 是 了 ar(a? 十 Da 能 被 5 二 a? 十 a 十 1 整除 的 充分 必要 条 件 是 了 (一 Das 能 被 a7 二 a+1 
侣 名 

若 设 c=a? 一 a 十 1， 同 样 也 可 证 明 结 论 正确 . 

20， 由 题 意 知 

3139 十 (3 十 1) 十 (33 十 2) 十 … 十 (33 十 和 )， 


s| [tvan+ett D2], 

于 是 | 

从 而 3]kCk 十 1), 即 3|k 或 31k 十 1， 

即 k#1(mod 3). 

取 k 十 1 二 6m, 即 二 6m 一 1(mE N) 就 可 得 到 符合 题 意 的 一 列 数 . 

令 ={33 十 i,39 十 i 十 1,…,39 十 i 十 5}. 

由 于 (39 十 让 十 (3 十 i 十 5) 二 (3 二 i 十 了) 十 (3 十 十 4) 二 (3 十 i 十 2) 十 (39 十 i 十 3)， 

所 以 只 要 把 A。，As ，A:，…，Aem-s 每 个 集合 中 最 大 和 最 小 的 元 素 作为 A 的 元 素 ， 第 二 大 和 


21， 设 红 片 、 黄 片 和 蓝 片 的 数目 分 别 为 x，?，z， 则 z+，y，z 被 3 除 的 余数 必 有 两 个 是 相 
事实 上 ， 不 妨 设 zx 一 3a 十 1，y 一 30 十 2，z 一 3c，a，6，c 为 整数 ， 又 


十 y 十 z 一 3(a 十 6 十 < 十 1) 天 1987. 
若 z，?， = 被 3 除 的 余数 都 相同 ， 也 导致 耶 盾 . 


假设 y 和 z 被 3 除 同 余 , 设 

z=3a+m, y=3b+n，z 二 3c 十 nh. 

并 不 妨 设 6. 

若 = 一 6， 则 本 题 得 证 ， 

若 c>b， 取 黄片 5 十 mn， 蓝 片 35 十 n， 按 规则 操作 得 红 片 数 为 34 十 66 十 m 十 2n， 黄 片 数 为 0， 
蓝 片 数 为 3(c 一 b). 

接着 ， 各 取 1 红 片 ，1 蓝 片 ,产生 2 黄片 ， 再 各 取 2 黄片 ，2 蓝 片 ， 产 生 4 红 片 ， 这 时 黄片 仍 
为 零 ， 而 蓝 片 减 少 了 3 片 ， 即 蓝 片 为 3(c 一 5 一 1). 如 果 c 一 b 一 1 二 0， 本 题 得 证 ， 否 则 类 似 再 操作 
次 ， 直 至 c 一 b 一 1 一 k==0. 

最 后 ， 所 有 玻璃 片 都 涂 上 了 红色 . 

最 后 产生 1987 片 红 片 是 因为 红 片 数 除 以 3 的 余数 与 蓝 片 、 黄 片 除 以 3 的 余数 不 同 ， 不 论 如 何 
操作 ， 都 不 可 能 改变 三 者 的 余数 之 间 的 关系 ， 即 两 个 相等 而 异 于 第 三 个 ， 故 最 后 变 成 哪 一 种 颜色 ， 
与 操作 顺序 无 关 . 

22. 因 

z+4 一 (z+ 十) 二 (号 ) +1+( 十 ) +( 十 ) 

故 m 一 5 是 可 以 的 .下 证 "一 4 不 可 以 . 

反 证 法 . 车 n=4, 设 匡 十 z+ 十 4 二 >) (az 十 6 ， a, bEQ, 则 

Ft 


4 


4 4 
Da =1, Dab = D4 

故 半 一 (26) (38) (Zt) 

二 (一 ga 十 gz 一 sb 十 wb 十 (一 ba 十 asbi 一 at 加 十 az 加 半 十 
(gb 十 ab 一 az 十 aa 加 7 

上 式 表明 民 十 矿 十 二 15d? 二 一 4 (mod 8) 有 解 . 

不 妨 设 a, b,c，d 至 少 有 一 个 奇数 , 且 a?， 仿 ，，d* 三 0，1，4 (mod 8)， 上 式 显然 无 解 ， 
蔬 盾 ， 故 w=4 不 可 以 . 


习题 B 


1， 注 意 到 

5S:+T=z tz 二 "二 zx,. 

(1) 若 坏 十 z 十 … 十 zs 半 0Cmod 3), 则 
m(2,1)=m(1,2)=0. 

(2) 车 询 十 Ti 十 … 十 zx, 三 0Cmod 3), 则 


D5, = k(nt+rt"+r,) = 0(mod 3). 
台 


离 本 党 苏 否 所 帐 涟 广 同 漠 症 O 


离 互 党 涟 否 捷 性 泗 浊 同和 芳 症 O 


于 是 ， 在 S 中 ,被 3 除 余 1 的 个 数 与 被 3 除 余 2 的 个 数 之 差 能 被 3 整除 ， 则 

3|m(2,1) 一 m(1,2). 

即 m(1,2) 与 m(2,1) 被 3 除 时 余数 相同 . 

2， 对 于 给 定 的 正 整数 m 宇 2， 若 整数 x 被 m 除 得 的 余数 为 i,i€ {0,1,…,m 一 1}， 则 称 属于 
模 m 的 剩余 类 KK;. 

设 A 的 元 素 中 属于 K; 的 数 有 n,(i 二 0,1,2,…,m 一 1) 个 ， 而 集合 B={1,2,…,n} 的 元 素 中 属于 
Ki 的 数 有 n;， (i 二 0，1，2，…，m 一 1) 个 ， 则 


Dm = Pri=n ~ (0 

易 知 ， 对 任意 i，j，m 与 蕊 至 多 相差 1, 且 xz 一 是 mm 的 信 数 当 且 仅 当 两 数 z，y 属于 模 m 的 
同一 个 剩余 类 ， 对 于 剩余 类 K, 中 的 任 一 对 数 a;:，a;， 有 mlaj 一 a;， 故 属于 Ki 中 必 个 数 ， 共 作成 
的 个 mm 的 倍数 ， 考 虑 所 有 的 i， 则 


et 
A(m = >, 
气 


类 似 得 ”Bom) == Cc. 

为 证 本 题 ,只 要 证 人 Cs > 吕 c ， 化 简 后 ， 即 要 证 
2 下 D3 7 @ 

据 @ 易 知 ， 若 对 任意 jj，| 一 | 过 1， 则 癌 ，m ，…，m-: 与 机， 省 ，…，x-1 就 是 同 
一 组 数 〈 至 多 只 有 顺序 不 同 )， 这 时 @ 式 将 取得 等 号 . 

车 存在 i，j， 使 一 坟 宇 2， 这 时 将 we，n 两 数 调整 为 n;， 元 ， 其 中 元 二 mn 一 1, 态 二 十 1， 
其 他 元 素 不 变 ， 则 

王 十 诈 一 而 十 而 

由 于 (对 十 好 ) 一 ( 达 十 玉 ) 一 2(m 一 力 一 1D)>0， 

故 调整 后 @ 式 左边 的 和 值 将 减少 ， 因 此 @ 式 取得 最 小 值 当 且 仅 当 mm，mm，…，rw-! 与 鸡 ， 
区 ，"…，nm-! 为 同一 组 数 至 多 只 有 顺序 不 同 )， 即 @ 成 立 ， 因 此 结论 得 证 . 

3. 证 法 1 由 带 余 除法 定理 可 知 ， 存 在 唯一 的 整数 ga,r 使 得 

z 一 39 十 r， 其 中 0<r<3. 


取 如 一 r， 那 么 
从 全 = 下 全 ， 其 中 3 不 整除 如，0< 太 << 克 ， 


取 包 一 士 他 满足 条 件 如 三 p(mod 3)， 那 么 
bh 3 - Re 
历 | 一 所 ,其 中 3 不 整除 所 ，0< 太 < 各 
取 扣 二 土 纪 满足 条 件 & 三 p(mod 3)， 那么 


人 = 全, 其 中 3 不 整除 人 ，0<b < 各 


一 直 做 下 去 ， 我 们 就 得 到 了 
bs brs bp 


这 p 十 1 个 整数 均 在 (一 各 ,总 ) 之 间 ， 显 然 有 两 个 数 相等 ， 不 妨 设 一 马 ，i<j， 而 且 妈 ， 


4，…，b-1 互 不 相同 ， 那 么 
pb .pb ,..., Pb 3 3 


5 si Ne 
Tol Moml ol 名 BE br: 


由 于 包 二 久 ， 从 而 刀 一 好 ， 因 此 
上 式 一 35+Ht+0-1 一 3 7D>0. 
让 所 ，bi+r1，……， 所 -1 按照 从 小 到 大 的 顺序 排列 ， 则 原 命题 得 证 . 


证 法 2 分 两 种 情形 ; 
(1) p=6k+1, 
p—1 ,p+2 ,2 一 4 .p+5,..., Pp—(3Kk-2) ,pt D_M 
1 2 4 5 3 一 2 3  Q’ 
一 1。2 .4。5。… 。 a ET ed | 

其 中 Q=1"2*4*5 (3k 一 2)(34 一 D) 一 ET， 


M=(p—D* (p+2) + (p—4) 。( 思 十 5)。…。( 访 一 (3 一 2)2(0P 十 (2 一 1))》 
一 ( 力 一 34 十 2)。( 访 一 3K 十 5)。…，( 户 一 1)。( 户 十 2)。…。(P 十 (3 一 1)) 
=(3k+3) * (3h+6) » + » (6k) » (6k+3) » + » (9k) 

一 3 。(& 十 1) (KR 十 2)。…。(28)。(2k 十 1)。…。(3A) 


一 3u » (3k)1 
i!， 


所 以 从 = 
因此 ， 取 


(ta ，wy，…，a}) 二 (一 3k 十 1， 一 3k 十 4，…， 一 2，1，*…，3k 一 2) ， 就 满足 题目 的 要 求 . 
(2) p=6k+5, 
类 似 的 有 


p+1 .Pp—2 .p+t4.p—5,....p— (Kk—1) .p— (M+2) s+ 
1 2 4 5 3k—1 3k+2 中 


4 对 三 名 … 扩 ，P1，…，p 为 互 不 相同 的 素数 ， 加 >>… 之 所 >1， 定义 整数 名 如 下 : 
三雄 《mod 扣 )， 包 二 外 (mod 施 )，…， 义 生 胡 (mod 胡 下 ),b, 二 0(modpr )(0<b, <n). 


而 一 施 …… 斤 ， 询 >…> 耻 ， 
由 条 件 知 误 一 许 ， 因 此 w=w(mod 所 ),， 即 如 三 壤 (mod 说 )， 
而 贿 < 齐 ,九天 席 ， 故 三 = 这 ， 这样 w=wiCmod fp 党 ). 同样 有 三 一 黎 ， 


离 百 这 滩 否 五 性 活 浊 同济 着 


离 下 郴 东 丕 廿 峰 活 汇 同 并 症 O 


因此 w=， 矛盾 . 

所 以 ai，ai 十 nm;，ai 十 2n; ，…} 两 两 不 相交 . 

5. (1) 注意 到 a+8==1, og 一 一 1, 故 

a p=(atA (at! pp ) oo" —p") = —p"*)+ (a —p"), 

两 边 除 以 a 一 B， 就 有 aw+s 二 aw+) 十 av- 

《2) 由 条 件 , 可 知 51 a 一 24， 即 511 一 2a, 而 b>a, 故 6=24a 一 1， 并 且 对 任意 正 整数 n， 有 
| a,—2na", bl a —2nt Dart!, blas—2(n+2)art?. 

结合 avrz 一 an+i 十 ov 及 0 一 24 一 1 为 奇数 ， 可 知 

b | Cnt2)ar’? —(nt ar! —na’. 

而 (bp, a) 一 1， 所 以 


b 1 (nt2)a: —(nt1)a—n. 0 
在 中 取 n 为 n 十 1， 就 有 
b | (nm 十 3)o: 一 (十 2)a 一 (十 1). @ 


将 式 @ 与 式 @ 右 边 相 减 ， 可 知 

| 轻 一 ao 一 1， 即 2a 一 1 | 一 a 一 1, 故 

2 一 1 | 2 一 2 一 2 

而 2 三 c(mod 2a 一 1), 所 以 

2a 一 1 | 一 a 一 2，2a 一 1 | —2a—4. 

故 2a 一 1| 一 5，2a 一 1 一 1 或 5. 

但 2w 一 1 一 1 导致 4 一 矛盾， 故 24 一 1=5, a=3， 进 而 6=5. 

下 面 证 明 ， 当 a 二 3, 6b 二 5 时 ， 对 任意 正 整数 "， 均 有 4 1a, 一 2na"， 即 5 | a, 一 2nX3". 

当 m 一 1，2 时 ,由 am 一 1，az 一 ao 十 8 一 1， 可 知 w 一 2X3 一 一 5，w 一 2X2X3: 一 一 35。 所 以 
na=1， 2 时， 有 5 | ww 一 2nX3". 

假设 当 nm==&，k 十 1 时 ， 结 论 成 立 ， 即 

5 | ws 一 2kX3 ，5 | atfi 一 2(4 十 1D)X34+1 ,于 是 

Sl(arrtas)—2EX3:—2(k+1) Xa! ,5 | oz 一 2X3:(k 十 3( 十 1))。 

故 5|ouz 一 2X34X(4k 十 3). 

为 证 明 : 5 | as+2 一 2(k 十 2) X31? ， 我 们 只 需 证 明 

2(k+2) X32X (4 十 3)X34 (mod 5). 图 

它 等 价 于 9(kt 十 2) 生 饮 十 3， 即 5k 十 15 三 0(mod 5), 此 式 显然 成 立 ， 于 是 @ 成 立 ， 从 而 结论 对 
7 二 k 十 2 成 立 . 

综 上 可 知 满足 条 件 的 (a,b) 二 (3,5). 

注 题 中 所 出 现 的 数列 {a,) 为 Fibonacci 数列 ， 此 题 源 于 对 Fibonacci 数列 性 质 的 讨论 ， 关 于 
Fibonacci 数列 的 问题 经 常 在 数学 竞赛 中 出 现 . 

6。 我 们 先 证 明 一 引 理 ，p 为 奇 素数 ，a，b，nEN* , 户 | 一 0， 旋 不 整除 5，azb， 则 加 | ne 


= 


Pla. 


引 理 的 证 明 : 设 4a 一 6 二 1* 六 ，p 不 整除 !:，BEN" ， 则 


wb 1 
ab TF 


= (Cp! + Ub )") 


(Bt) —b) 


= tt tt pn. O 
设 六 | mn， 只 需 证 明 
,eb 
i @ 


因为 六 | nb: ， 而 对 @ 式 的 其 他 项 会 时 Ci ? (>D， 


若 能 证 得 
pt! | ek>1), @ 


即 有 @， 欠 证 @， 只 需 p+! | 时 om- 既 约 后 的 分 子 
<=p | 把 一 时 约 后 的 分 子 ， @ 


而 pro>>G+D4n>1HOD 一 二 所 以 如 之 >1, 即 抱 一 既 约 后 分 子 大 于 1， 但 其 分 子 应 为 
户 的 宕 ， 所 以 @ 成 立 ， 引 理 得 证 . 
下 证 原 题 ， 不 防 设 c 一 二，b 一 苹 ，zr，>，z，EN' 具 (r,vz) 一 1 


ob ELI | xr —y. © 

分 两 种 情况 : 

(1) z=2:, kEN, 若 k=0， 则 a， 6b 为 正 整数 ， 原 题 得 证 . 

著 kEN' , 设 22 上 x 一 六 ，YnEN' ,| 一 y， 设 n 二 2 。1， 1 为 奇数 ， 则 

i © 

因为 《rz，y，z) 二 1， 所 以 了，y 均 为 奇数 ， 

Py = pt 

= PH Fy TD) tt ), 

注意 到 

2 ey 2 不 束 除 二 二 十 人 
所 以 235 zw 一 .结合 @ 有 n<a+(k 一 上 ), 但 因为 4 二 21 之 2 ,所 以 klogs" ,所 以 


n<atlogan—1, 
上 式 只 能 对 有 限 多 个 成立, 矛盾 . 
《2) 存在 奇 素数 pp | = 设 为 满足 户 | 蕊 一 的 最 小 正 整数 ， 则 若 nEN* ,，p 1 一 y*， 即 
r=y'(mod p)>(zy :)"=1(mod p). 名 
(> 为 ? 的 数论 倒数 mod p， 下 同 ) 


离 百 膏 海藻 下 性 活 洪 加 涉 汪 oO 


离 互 营 苏 否 王 性 涟 渭 加 并 症 oO 


因为 本 三 y (mod p)， 所 以 
(zy"')*=1(mod p). ® 
由 四 ，@ 熟 知 有 上 | nn. 


设 刀 一， 由 是 ， 则 


是 宇 pP >log n>p, 9 


由 引 理 ， 六 由 夷 三 次， 所 以 ,pr 让 放 一 ,因为 | 开 一 y， 所 以 扩 目 7 一 y， 结合 上 面 二 
式 有 

mKSe 二 Se 十 log sn 最 后 一 个 不 等 号 可 由 加 得 到 )， 
即 n<atlog pon, 
上 式 只 能 对 有 限 个 上 成立， 矛盾 . 

综 上 可 知 ， 命 题 得 证 . 

7.。(1) 首先 证 明 对 任意 mEN， 存在 nEN, 使 得 mw | / (mn) 不妨 设 m>1, 令 g(m) 是 fn) 
除 以 加 所 得 的 余数 ， 二 是 

HME {0, 1, 2, », m—1} Bg(0)=0, g(1)=1, 

g(n+2)=23g(n+1)+g(n) (mod m) ,n=0,1,2,"". 0 


考虑 映射 TCfD ,Fn 二 1D)) 开 -CgCnD ,gn D)). 

由 于 (gCm) ,gCn 十 1)) 仅 有 mm 个 不 同 的 取 值 ,于 是 存在 与 a' 满 足 1<n<n sm 十 1,， 且 
(gm gnt1))=(g(n) ,gn 十 1)) 即 

gln+1)=g(n +1), 

Bn)=g(n'). 

由 @ 推 得 gCn 一 1) 一 &(x 一 1). 

递 推 可 得 g&(0) 一 &Cn' 一 m). 

由 于 &(0) 一 0， 所 以 gn 一) 二 0, 即 m| Fr 一 站 一 EN 

(2) 令 c 一 min {n; nEN, m| f(D))}. 

下 面 证 明 : m | / (m) Sc | n. @ 
当 m= 二 1 时， 显然 c 二 1， 从 而 @ 成 立 ; 

当 m>1 时 ， 由 于 Fl) 一 1， 所 以 c>1. 


从 而 有 

m| f(0)=0, 

m| f(O, 但 mtf(n) sn<e. @ 
为 证 明 @， 我 们 用 数学 归纳 法 证 明 如 下 的 命题 : 设 kEN, 且 m | f(D， 则 
f+ Dt fk (mod m). @ 


对 任意 :EN， 且 :< 
(CD 当 : 一 1 时， 由 于 f( 如 二 0 (mod m)， 从 而 由 递 推 公 式 可 知 


f+D)=23f(k)+ fk—D=f(k—1) (mod m). 
即 :一 1 时 ，@ 成 立 . 

(ii) 设 1<1<s 时 ，@ 成 立 , 其 中 SEN, 且 :< 
由 递 推 公式 及 归纳 假设 知 


(AR 十 * 十 1) 一 23F(k 十 9 十 十 5 一 1D) 生 (一 1 237(k 一 十 (一 1 一 (一 1)》 (mod m). 


又 (一 Dr+1237(k 一 9 十 (一 DG 一 Cs 一 D)) 一 (一 DLA 一 (一 D) 一 23FC 一 9] 
=(—D"?/(k—(s+1)), 

所 以 fCk 二 s+D==( 一 Df(k 一 (s+1)) (mod m). 

因此 ， 当 1=s 十 1 时 ，@ 成 立 . 

综合 @、@@ 即 可 得 @. 

以 下 利用 @ 证 明 所 要 的 结果 . 

事实 上 ， 对 任意 mEN， 由 @ 知 ， 存 在 cEN， 使 得 

ml| ferc |n. 

对 于 c | w， 再 由 @ 可 知 ， 存 在 4EN, 使 得 

cl fod | n. 

于 是 mlf(f 9 Sc fmed|n. 

8， 因 为 2 是 素数 ， 所 以 本 题 等 价 于 求 自然 数 "3， 使 

1+G+CG+G=2 (EN, KS<2000). 


和 Ee a 
1+G+G+G=1+nt 5 D an Re” 一 nm 十 6) ， 


有 (nm 十 1)( 吧 一 2 十 6) 一 3 又 2t+1 
作 代 换 mm 一 "十 1， 得 


mn2 一 3mm 十 8) 一 3X24 0 


下 面 对 m 分 类 讨论 . 

(1) 车 m=2 (m>4， 5 之 3)， 则 

了 2 一 3m 十 8 一 3X2 (EN). 

如 果 :之 4， 那 么 只 一 3m 十 8 一 3X2 王 8 (mod 16). 
由 此 可 知 ,t 二 3， 从 而 

三 一 3m 十 8 一 24， 即 m(m 一 3) 二 16， 这 不 可 能 . 
所 以 只 有 s==3，m 二 8， 即 "一 7. 

(2) 车 m=3X2* (m>4, wD, 则 
m—3m+8=2” (vEN). 

如 果 w=4， 则 

mi —3m+8=2"=8 (mod 16). 

由 此 可 知 ,，v=3， 故 mlm 一 3) 二 0， 这 也 不 可 能 . 
又 w=1 和 w=2 时 ， 即 m 二 3X2 和 mm 一 3X2: 时 ， 都 不 能 使 mi! 一 3m 十 8 二 2" 成 立 . 
当 m 二 3X2 二 24 时 ， 可 求 出 "一 23. 


离 酝 六 灵 否 五 性 滋 滞 回 节 症 O 


半 吾 市 溢 层 卫 性 蒂 潭 加 计 效 O 


因 L+tO+G+G=64=2 | 22m ， 且 1+Ch + + =21 | 22m. 
故 本 题 答案 为 二 7 和 n 一 23. 

9， 对 于 Ah 一 2 ， 约 定 将 满足 题目 条 件 的 所 有 的 的 集合 记 为 Cj). 
下 面 我 们 证 明 ，A( 和 一 {2 | s, 1EN, 2+0). 


先 证 明 下 面 的 事实 ， 
m=1(mod 4)>2 | 亚 一 


1 
i- 
这 个 事实 是 显然 的 ， 这 是 因为 
me 了 
mm 一 
i 则 ze 十 ] 生 2(mod 4), 其 中 x=0，1，…，r 一 |. 
因此 ，2 | 于 2, 到 二 
(1) 先 证 明 ; 若 :过 2，2 十 4 出 (A). 


事实 上 ,存在 m=24 二 1， n=m 一 1, 使得 2 加 


一 (Co2 + Dm +D) oD m+ 1). 


lm —l_m 
由 于 委 = 
k 


多 一 于 -型 一 2 上 是 奇 自然 数 ， 所 以 | mt 一 1. 


又 1- mm 一 D 守 
ml +l. 

(2) 再 证 明 : 对 于 2 椒 t,，k 二 2"+11E Ch) 
事实 上 ， 存 在 m 一 4 十 1，x 一 24， 使 得 


三 一 1 (mod m)， 所 以 


We m* 一 1 
TD 
Ho) 区 二 =1(mod 由 ， 


所 以 | mt 一 l,m | ne 十 1. 
《3) 用 反 证 法 证 明 : 对 于 0<q<2r, 2t,2% gk (hb). 
若 对 A 一 24， 有 mm, 7 满足 题目 中 的 要 求 ， 显 然 几 与 互 素 . 


在 mm 的 所 有 素 因 数 中 ， 取 以 下 表示 中 指数 a 最 小 的 一 个 素数 户 : 一 2 十 1，2 涉 双 


易 见 2 | mm 一 1. 
一 方面 ， 由 户 | ztE 十 1 有 


1) 二 1 (mod p). 

另 一 方面 ， 因为 2 | m 一 1，2*'* | mw 一 1， 所 以 有 
和 =) 1 (mod p). 

《 涨 ) 与 (淡泊 ) 矛盾 .由 (1),(2),(3), 对 于 Ai 一 2， 有 
k (人 = {2 1s，rtEN，2 直 里 . 


(党) 


《 瀛 演 ) 


10. 所 求 A 为 {31+2 | 0<<9}. 

设 和 A 满足 题 中 条 件 且 | A | 最 大 ， 因 为 两 个 相 邻 整数 之 积 被 30 除 ， 余 数 为 0，2，6，12，20， 
26， 则 对 任 一 a€EA， 有 2a 天 0，2，6，12，20，26 《mod 30)， 即 a 关 0, 1, 3, 6, 10, 13, 15， 
16，18,21,，25，28， 因此, AS {2, 4, 5, 7, 8, 9, 11, 12, 14, 17, 19, 20, 22, 23，24， 
26，27，29}， 后 一 集合 可 分 拆 成 下 列 10 个 子 集 的 并 ， 其 中 每 一 个 子 集 至 多 有 一 个 元 素 包 含 在 A 
中 ; {2, 4}, {5, 7},， {8, 12}, {9, 11}, {14, 22}, {17, 19), {20}, {23, 27}, {24, 26}, 
{29), 故 |1A| 志 10. 

车 | A | 二 10， 则 每 个 子 集 恰好 有 一 个 元 素 包含 在 A 中 ， 因 此 20EA，29EA. 

由 20EA 知 12&A， 从 而 8EA,， 这 样 4EgA，224 A，24g A， 因此 2EA, 14€A, 26€EA. 

由 29EA 知 7FA，27FA， 从 而 5EA，, 23E A, 这 样 94A，194A， 因此 11€EA, 17EA. 

综 上 有 A= (2，5，8，11，14，17，20，23，26，29}， 此 A 确实 满足 要 求 . 


设 大 一 mm 一 导 十 十 1，A 为 正 整数 ， 则 六 | (十 1)(a 十 5 一 1). 
车 轧 不 整除 6 十 1，a+b 一 1 之 一 ， 则 六 必 整 除 另 一 个 ， 但 此 时 . 砂 一 愤 十 6 十 1>>max {5 十 1， 
a 十 6 一 1}， 矛 盾 ! 故 
b+1==a 十 6 一 1 三 0 《mod p)， 
a:=p—(6+1)=0 (mod p). 
由 于 思 为 素数 ， 有 
a=0 (mod p), 
0 至 (6 十 1) 一 (a 十 4 一 1) 十 o 生 2(mod p)=>p=2. 
设 
十 6 十 1 一 2， 
6 十 1 一 2 和 ， 
Qa 十 0 一] 一 2 ta 
和 十 之， 
k>2k,, 
其 中 心 ，e 为 奇数 ，k; ， 心 为 正 整数 ， 最 后 一 式 由 mm 个 《a 十 5 一 1)? 可 知 。 
由 于 2 二 @? 十 b 十 1>6 十 1 二 0 ， 故 还 可 得 到 
> 
0) 当 如 之 3， 
因为 4*==2* 一 2 和 41 二 0 (mod 23)， 故 
a=0 (mod 4), at+b—1=0—1—1=2 (mod 4). 
由 此 必 有 和 如 二 1， 由 外 十 妈 之 k 之 和 知 ,= 二 包 十 1， 此 时 入 有 二 6 十 1<a? 十 6 十 1 二 2 二 
24+1， 故 


隐 囊 这 潍 导 丘 疏 溢 济 同 浙江 O 


离 互 说 注 荡 王 性 洋 灌 同 冻 闻 O 


i= 


于 是 
b+1=2, a=2", 
=> 
tbtl=2 1 16 一 2 一 1， 
这 里 仅 当 名 为 偶数 时 才 有 对 应 解 〈 因 出 现 了 a*)， 故 设 如 二 2+， 则 (a,8) 二 (2 ,2 一 1) 为 一 组 通 


解 ， 检 验 知 ， 当 zx 一 1 时，(a, 急 一 (2，3)， 但 人 二 一 2 为 整数 ， 故 会 去 ;对 x 之 2， 数 组 均 


满足 所 有 条 件 . 
(iD 当 太 一 2， 
由 > 知 , k>3. 
由 各 十 妈 之 k 及 >2kz 知 ， 
2ks <k<<kz t+2=> ks 2, 
继而 有 k<3, 故 
k=3, 
但 


2 =l, 
stl=24, | 
a=2, 
a tbt1=8 
b=3, 


(Gi) 当 为 一 1， 则 
2ks <k< 避 十 1 二 如 <<1， 矛 盾 ! 
综 上 ， 所 求 数组 (a,b) 为 (27 ，2= 一 1) (z 一 2，3，4，…). 


第 四 章 ”奇数 与 偶数 


1.，(1) 当 w=3 时 ， 存 在 满足 题 意 的 安排 ， 具 体 安排 如 下 〈 把 9 位 女 同学 记 为 1，2，…，9) 

(1,2,3)，(1,4,5),(1,6,7)，(1,8,9),(2,4,6),(2,7,8)， 

(2,5,9),(3,4,8),(3,5,7),(3,6,9)(4,7,9),(5,6,8), 

(2) 任意 取 一 位 女 同学 ， 因 为 她 和 其 他 每 一 位 女 同学 恰好 值勤 一 次 ， 并 且 每 天 有 三 人 值勤 ， 
所 以 其 余 3n 一 1 位 女 同学 可 两 两 配 成 对 ， 故 

2 1 3n 一 1， 
所 以 nn 是 奇数 . 

注 第 (1) 小 题 是 一 个 结论 开放 的 问题 ， 问 是 否 存 在 满足 题 意 的 安排 。 如 果 存 在 的 话 ， 我 们 就 
要 构造 具体 的 例子 〔 见 我 们 给 出 的 例子 ); 如果 不 存在 ， 那 么 就 要 给 出 证 明 (常常 是 用 反 证 法 ). 

2. 题 中 的 方程 就 是 

n? —32=2 (n—8). [0 
由 于 n? 不 能 被 4 整除 ， 故 由 式 推 知 ，nm 一 8 为 奇数 . 设 n>9， 则 nn 一 8 具有 奇数 素 因 数 p， 由 于 
p<n， 所 以 p 能 够 整除 n?， 这 就 意味 着 32 可 被 p 整除 ， 而 这 是 不 可 能 的 . 


由 上 可 知 nx<9 且 为 奇数 ， 当 n= 二 9 时 ， 有 n? 二 210>>2.9 十 16. 7， 显 然 是 我 们 方程 的 根 . 而 当 
7 二 5 时 ， 却 有 n? 二 6<2X5 十 16， 所 以 我 们 的 方程 有 唯一 的 根 n==7. 
3， 由 于 乘积 


TIX2TIT4, ToTITu Ts TeTLT2TS 


都 是 十 1 或 一 1， 且 其 总 和 为 0， 所 以 一 定 共有 偶数 项 ， 即 n 一 定 是 偶数 2m. 


将 上 面 的 ”个 数 相 乘 ， 一 方面 ， 其 中 的 十 1 和 一 1 各 有 空 个 ， 所 以 它们 的 乘积 为 《一 D)”. 
另 一 方面 ， 在 乘积 中 ，z ， 习 ，…，2 作为 因数 都 出 现 四 次 ， 所 以 乘积 为 十 1， 于 是 


(一 1D)" 二 1，m 为 偶数 . 

因此 nn 是 4 的 倍数 . 

4. (1) 因为 ao 为 奇数 ， 所 以 ， 由 ao 递 推 关系 式 知 {a。} 的 每 一 项 均 为 奇数 . 
设 (oa ，a) =m (k<n). 


下 面 证 明 : m==1. 

因为 mw 一 2 一 aoa…as…a-i， 所 以 ， 
m| 2. 

若 m 一 2， 则 ar ，a 均 为 偶数 ， 了 矛盾. 
故 mm 二 1 


(2) 因为 ww-! 一 2 一 cow…an-:， 所 以 ， 


au 一 2 一 (a-! 一 2)a 一 ， 即 a 一 1 一 (ao 一 1):. 


因此 ,os 一 1 一 (e 一 一 1): 一 (or 一 1 一 … 一 (as 一 1D) 对 一 … 一 (oo 一 D2 一 2 ， 


即 ae 一 22 十 1， 


因此 ,azo 一 22” 十 1 
5， 设 是 十 进 制 数 ，s 是 的 各 位 数字 之 积 . 
易 知 sEN, 故 8 |& 且 中 4 一 211>0， 即 
1688 
让 
因为 kE N+ ， 所 以 ，k 之 68. 
又 81&， 故 大 的 个 位 数 是 偶数 ， 从 而 ，* 是 偶数 . 


由 于 211 是 奇数 ， 故 等 为 奇数 ， 所 以 ，16 下 姑 
设 k=alas*ar/，0<ai<&9 (i 二 2，3，…, 人 ，1<a1<<9， 由 定义 ， 


S= [I <a X9":<a X10 =a 0075 
I 


< 


故 k>s 一 伯 4 一 211， 所 以 ,kh<99 


由 8 1k，16 仆 k， 得 二 72 或 88. 
经 检验 ,上 为 72 或 88. 


离 互 六 光村 所 性 太 洪 同 并 关 0 
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若 zy+1>z+y,， 则 ba. 
是 ， 有 zy 十 1=0 (mod 2). 
又 因为 x 十 y=0 (mod 2)， 所 以 ， 
—z+1=0 (mod 2), 即 2 | (z+D(z—D. 
由 于 z 十 1 与 z 一 1 只 能 均 为 偶数 ， 且 (z 十 1,z 一 1) 一 2， 从 而 ， 一 定 有 一 个 能 被 2 一 整除 . 
由 于 1<zr<2 一 1， 所 以 ， 
xz 一 1，21 一 1，2! 十 1 或 2 一 1. 
相应 地 ，? 一 2 一 1，2 十 1，2 一 1 或 1 满足 条 件 ， 
车 zx 十 y>zxy 十 1， 则 有 (x 一 DD(y 一 1)<0, 矛盾 . 


综 上 所 述 ， 
(EE 人 全 GE 
y=2—1:\y=2+1; ly=2—1; ly=1 


其 中 4，b，c，d 为 任意 正 整数 . 
7.。 用 数学 归纳 法 证 明 ， 对 每 个 正 整 数 n”， 有 唯一 的 由 十 进 制 表示 的 仅 包含 数字 2 和 5 的 位 
的 正 整数 x,， 能 被 2" 整除 . 
当 n=1，2，3 时， x 二 2，zz 二 52， Zs 一 552， 结 论 显 然 成 立 . 
假设 z, 是 唯一 由 数字 2 和 5 表示 且 能 被 2" 整除 的 位 的 正 整数 . 
考察 数字 
2X10"+x,, 5X10"+z,, 
这 两 个 数 都 是 在 数 x, 的 左边 加 上 数字 2 或 5 得 到 的 ， 它 们 都 是 由 2 和 5 表示 ， 且 有 n 十 1 位 . 
因为 z, 和 10" 能 被 2" 整除 ， 所 以 ， 这 两 个 数 均 能 被 2" 整除 . 
注意 到 
5Xl0" 十 am 2X1l0" 十 xm 
2 


网 一 3X5". 


2 


由 于 差 为 奇数 ， 因 此 ， “和 “之 中 恰 有 一 个 为 偶数 . 


这 就 证 明了 数字 2X10" 十 zx， Pe 恰 有 一 个 能 被 2 整除 ， 妈 z+ 满足 所 有 的 条 件 . 

下 面 证 明 z+ 的 唯一 性 . 

为 此 ， 去掉 z+1 最 左边 的 一 位 ， 得 到 一 个 仅 包含 数字 2 和 5 且 能 被 2" 整除 的 位 数 r,， 由 归 
纳 假设 ，z, 为 满足 条 件 的 唯一 值 ， 因 此 ，z,+1 的 形式 一 定 是 2X10" 十 zx 或 5X10" 十 zx。 

于 是 ， 根 据 上 面 的 证 明 恰好 其 中 一 个 是 满足 条 件 的 x,+1. 

8， 若 不 然 ， 设 黑色 正方 形 上 的 石头 的 数目 为 奇数 ， 将 14 列 依次 编号 为 1，2，…，14， 将 编 
号 为 奇数 的 列 称 为 奇 列 ， 编 号 为 偶数 的 列 称 为 偶 列 。 对 各 行 也 类 似 处 理 ， 由 于 对 称 性 ， 不 防 设 黑 
格 是 奇 行 奇 列 格 和 偶 行 偶 列 格 . 

设 奇 行 奇 列 格 中 有 名 个 中 放 有 奇数 块 石头 ， 偶 行 偶 列 格 中 有 请 个 中 放 有 奇数 块 石头 ， 奇 行 个 
列 格 中 有 名 个 中 放 有 奇数 块 石头 . 


5X1I0 十 zo 
2 


由 奇 行 中 有 奇数 抉 石头 ， 有 如 十 三 1 (mod 2). 

由 偶 列 中 有 奇数 块 石头 ， 有 十 三 1 《mod 2). 

由 反 证 假设 ， 有 处 十 三 1 (mod 2). 

相 加 得 2C& 十 和 十 妈 ) 三 1 (mod 2)， 这 不 可 能 . 

因此 ， 黑 色 正 方形 上 石头 的 数目 共有 偶数 个 . 

9， 假 设 存在 这 样 的 直角 三 角形 . 

设 两 直角 边 长 度 分 别 为 zx，>y， 则 

到 十 六 一 2006. 

又 2006 为 偶数 ， 故 r+，y 的 奇偶 性 相同 . 

若 z，y 均 为 偶数 ， 则 必 有 41(x? 十 yY), 但 4 十 2006， 所 以 ，z，? 均 为 奇数 . 
设 z=2k 十 1，y 一 2 十 1 (k，[ 为 非 负 整数 ) ， 则 原 方程 化 为 

《2 十 1)2 十 (24 十 1) 一 2006， 

化 简 得 

kk 十 1) 十 人 (L 十 1) 一 501. 

对 于 任何 整数 wn，nn 十 1) 为 偶数 ， 故 上 式 左边 为 偶数 ， 而 右边 为 奇数 ， 矛 盾 . 
因此 ， 这 样 的 三 角形 不 存在 . 

10， 一 切 奇数 . 

如 果 正 整数 "为 奇数 ， 则 只 需 令 

a= 直 ,b= 

事实 上 ，a 十 6 是 整数 ， 而 

加 十 太一 (十 及 (ao 一 一 2 十 … 十 的 一 2(a 一 一 oo20 二 十 加 1) 

由 于 括号 中 每 一 项 的 分 母 都 是 2 ， 所 以 ，w" 十 如 也 是 整数 . 

现 设 正 整数 ”为 偶数 ， 即 n= 二 2k (EN+ )。 

如 果 能 够 找到 所 说 的 正 有 理 数 a, b， 那么， 由 于 十 * 是 整数 ， 所 以 ， 它 们 的 既 约 分 数 表 达 式 


中 的 分 母 相同 ， 即 有 a 如 ,4 一 号 ， 并 且 p+4 可 被 4 整除 ， 同 时 ， 有 


pr+g =(p*—gt)+2g = pgp +p g++ +2 (p+OK+2g, 
其 中 ，K=(p 一 g)(p* 十 pF 十 … 十 q+ “) 是 一 个 整数 . 


注意 到 ，w 十 多 一 世 二 代 也 是 整数 ， 亦 即 六 十 g' 能 被 4" 整除， 特别 地 ， 能 被 4 整除 . 
又 由 于 d|(p+g), 所 以 ,d | 29 
但 号 是 虐 约 分 数 ， 所 以 ，d | 2， 即 4 一 2. 


故 加 ，9 都 是 奇数 的 平方 ， 它 们 被 4 除 的 余数 都 是 1. 

因此 ， 产 十 9' 不 能 被 4 整除 . 

但 是 ,如 前 所 证 加 十 能 被 心 一 2" 一 2 整除， 显然 是 4 的 倍数 了 矛盾. 

11. 若 人 =4t+1， IEN， 显 然 满足 要 求 、 取 4t 十 1 及 2 个 1，2 个 一 1 即 可 . 


离 互 膏 淤 否 玫 性 海江 同 入 上 籽 O 


涪 避 这 洋 慨 匡 帐 潍 油 同 洪 闭 O 


若 4 一 4， 则 a1azasas 一 4 只 可 能 是 a 一 4 或 a 二 as 一 2， 显 然 无 解 . 
若 k 人 一 4!， 纪 2， 分 两 种 情况 讨论 . 


当 / 为 机 数 时 ， 取 2z， 一 2， 个 1，y 个 一 1 Cr， y 竺 定 )， 则 | 


解 得 zx 一 3t，3y 一 上 一 2. 
显然 ， 这 样 一 组 数 满足 题 设 要 求 . 


当 1 为 个 数 时 ， 类 似 地 到 21，2，z 个 1，y 个 一 1 (z，y 竺 定 ), 则 | 


解 得 zx=3t 一 2，y 一 上 

这 一 组 数 必 满足 题 设 要 求 . 

综 上 ，4t (1 之 2) 型 数 是 迷人 的 . 

下 面 证 明 :， 4 十 2，44 十 3 型 数 不 是 迷人 的 . 

车 4 十 2 型 数 是 迷人 的 ， 设 

4 十 2 一 ai 十 az 十 … 十 au+rz 一 aldz…ah+z。 

易 知 ，a; 中 有 且 仅 有 一 个 偶数 ， 其 余 4t 十 1 个 数 均 为 奇数 ， 故 ai 十 as 十 … 十 auts 必 为 奇数 ， 
了 矛盾 . 

因此 ， 和 十 2 型 数 不 是 迷人 的 . 

车 4 十 3 型 数 是 迷人 的 ， 设 

全 十 3 一 alaz aut3 十 … 十 awta， 其 中 模 4 余 1 的 有 > 个 ,， 模 4 余 3 的 有 4t 十 3 一 z 个 . 

故 x 十 3(4t 十 3 一 T) 夺 3(mod 4). 

所 以 ，2x 三 2 (mod 4). 

于 是 ，z 为 奇数 ，4t 十 3 一 x 为 偶数 . 

则 3 三 4 十 3=aias "aura 三 1* X34+377 二 ] (mod 4). 

矛盾 . 

因此 ，4t 十 3 型 数 不 是 迷人 的 . 

综 上 所 述 ， 全 部 迷人 的 数 为 

4 十 1，tE Ns 4t, :EN, 1>2. 
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12. 令 S(m nD)=FI CC 


be SS ren! 
OD Sn AT GA tii 


了 十 ?一 4 一 2， 
> 一 ?十 2 一 2 一 4 


十 y 一 4 一 2， 
工 一 ?一 2 一 2. 


=C.— 


故 SCn,) 为 整数 . 
tl 
n+1—2r, 

(2) > FT 


故 只 需 证 C33<2"? (Cr 


nl! ~ 1 
Ty 
CGC—D! (tl—n)! Rs 


[#] [1 


[4] 
中 

-2s (ns 7) =S(n,0)+ bp S (nD =1+ > (G 一 CD) 一 CD， 
4 气 

>9). 


下 面 用 数学 归纳 法 并 分 n 的 奇偶 性 进行 讨论 . 
QD 设 n=2m (m 之 5), 则 
C21 


Cm 
当 m 一 5 时 ，Ci 一 2 ， 成 立 . 
设 m 一 上 (k 之 5) 时 ， 命 题 成 立 . 
当 m=k 十 1 时 ， 


[2Ck+D]! .2k+1)(2k+1) , (2k)!1 2k+1 
[TD 1 (十 ]) (DA 十] 


故 对 任意 mm 宇 5)， 原 命题 成 立 . 
(iD 设 n=2m 十 1 lm 之 4)， 则 


《2m 十 1)1 
ml (ma 十 1]) 全 


当 m=4 时, 易 知 G<2". 
设 m=k(k 之 4) 时 ， 原 命题 成 立 . 
当 m=k 十 1 时， 


《24 十 3)1 (2k+3)(2k+2) 。 (2k 十 1)! 2k+3 
CTIDT CA 二 2 (十 2)( 十 1) “RI (二 DT、 十 2 
故 对 任意 的 m〈m 之 4)， 原 命题 成 立 . 

综 上 ， 对 任意 的 n(n 宇 9)， 原 不 等 式 成 立 . 

13， 先 证 明 一 个 引 理 . 

引 理 ” 题 设 数列 满足 

二 一 上 上 十 1， 
Ta Tn 


引 理 的 证 明 : 用 数学 归纳 法 . 
当 k=1 时 , 者 =1, zs 一 去 ,一 2， 所 以 ， 


Yo 


C=0= 


X22 2 


ar+l 一 am 十 1， 


油 王 2 一 十] 一 六 十 1 
工 =2=1+1= 土 十 1. 
x zi 
结论 成 立 . 

设 当 k=n 一 1 时 ， 有 
. 


Ton-2 


ao-1 一 ze-1 十 1， 


结论 成 立 . 
当 k 一 时 ， 有 


号 1 i 
Tu 1T2ft2n) — ze 342f(m)— 


1 十 2 成 2m 一 1) 一 zzo-: 


[因为 f(2m) 二 1 二 fCn)] 


商 扣 秦汉 屋 卫 帐 溢 测 同 凌 奖 O 


痪 天 六 涟 要 开心 注 沽 加 六 症 O 


= 1 一 [因为 /(2n 一 D=0] 
3+27 一 王 二 一 


二 1 
3 十 27F(m) 一 
1 


区 1 
3327 一 Ci 二 TD” 


十 1 


Tri 


WE ee! 
则 -一 1=1++2f(m) 一 -一 去 
ly Xn 
所 以 ,ro 一 二 


zaoh 一 Ta- 一 一 忆 十 ]. 
IF27(2nt DD —z 


结论 成 立 . 
故 引 理 得 证 . 
下 面 证 明 原 题 . 


先 证 明 也 [Cp,q)=1，p>0，g>0] 在 数列 中 . 


由 zati 二 加 十 1， 一 0， 则 只 须 证 也 [(p,9) 二 1，0<p<q] 在 数列 中 . 
对 9 用 数学 归纳 法 . 
当 4=2 时 ， 有 如一 坝 在 数列 中 、 


设 q<k 一 1 时 ， 去 在 数列 中 . 


当 9 一 时 ， 由 归纳 假设 ;5 一 并 在 数列 中 ， 故 zs 一 车 一 也 在 数列 中 


再 证 每 个 非 负 有 理 数 仅 出 现 一 次 . 
若 不然 ， 设 闷 一 志 ， 且 上 最 小 ，: 一 > 


(DD 着， + 同 奇 , 则 zl = 一 1 一 地 一 1 一 z5!， 所 以 ， 与 1>e， 即 发 一 1， 了 矛盾 . 


(2) 车， 上 同 偶 ， 同 理 可 推 得 矛盾 . 

(3) 若 s, 1 一 奇 一 偶 , 但 zs 全 1，zm 二 1， 则 工 了 x,， 蔬 盾 . 

14. 这 里 需要 用 到 Euler 的 一 个 结论 : 

?为 偶 完全 数 全 存在 素数 p， 使 得 2 一 1 为 素数 ， 且 n 一 2 (2? 一 1). 

下 面 以 此 来 解 本 题 . 

情形 一 : =” 为 奇数 ， 则 ”一 1 为 偶 完全 数 ， 于 是 ,可 写 nz 一 1 一 2 (2? 一 1), 其 中 pp 与 2 一 1 
都 为 素数 ， 这 时 


Eat Dd D+ D2 2 D+2) (21 20—1) + 22 D+). 


当 思 一 2 时 ,一 7,22 二 也 一 28, 此 时 一 1 与 2 二 卫 都 是 完全 数 、 


当 p>3 时 , 记 N= 开 叶 卫 , 则 NN 为 奇数 , 且 
lt tl, 


用 二 项 式 定理 可 知 三 3X(p 一 1) 一 (p 一 2)X3 十 1 十 1 十 1 二 6(mod 9). 
从 而 3 | N, 但 3: 修 N, 可 设 N=3k，3 卡 k， 此 时 ,a(N) 二 a(3),， olk) 二 4o(k), 但 是 2N= 


2(mod 4), 故 <CN) 关 2N， 从 而 此 时 2 @ 士 卫 不 是 完全 数 . 
情形 二 : 为 偶数 ， 如 果 4 | n， 则 一 1 二 一 1 (mod 4) >n 一 1 不 是 完全 平方 数 ， 此 时 对 任意 
do 一 1， 由 dX 号 1 一 1= 一 1 (mod 4)， 可 知 d 与 9 于 :中 一 个 mod 4 余 一 1， 另 一 个 mod 4 余 


1， 导致 4 了 1=0 (mod 4)， 从 而 4 | ec (n 一 1), 但 2 (mn 一 1) 一 2 (mod 4)， 故 "一 1 不 是 完 
全 数 . 
所 以 ，4 下 mn 于 是 ， 可 设 1 一 包 十 2， 此 时 N 一 Z2 坟 也 一 (2k 十 1)( 多 十 3) 为 奇数 ,由 于 (3 十 1， 


4 十 3) 一 1, 故 oCN) 一 c(2k 十 1)c(4A 十 3)、 
同上 可 知 4 | c (4k 十 3)， 故 若 w (N) 二 2N， 则 4 | 2N=>2 | N， 这 是 一 个 矛盾 
综 上 可 知 ， 满 足 条 件 的 n 只 有 一 个 ， 即 一 7. 


第 五 章 ”素数 、 合 数 及 威尔逊 定理 


习题 A 


1， 已 知 数 可 化 为 
4855 十 5454 一 (235)2 十 2。255 。5452 十 (545) 一 2。255。545? 
一 (255 十 545?)2 一 256 。5452 一 (255 十 5452)2 一 (223 。545)? 
一 (255 十 5452 十 223。545)(255 十 545? 一 223。545)， 
因此 该 数 是 合 数 . 
2,100:01=10*2 十 1 二 (10*)? 十 1 一 (10%* 十 1)(103% 一 10 十 1)， 
aI 
因而 1 00…01 是 合 数 . 


区 
3， 由 于 2 十 2% 二 21%9 《274 十 1)， 则 


数 A 二 100…0 1=100…09 十 1 一 (102 ”2 41 十 1. 


21974 +21000 -1 个 0 21974 +21000 个 0 


记 102" =a，294 十 1 一 a， 则 是 奇数 . 


离 五 闹 活 否 王 性 注 二 加 闪光 Oo 


离 互 阅 闸 否 壬 恬 洋 洪 加 站 着 O 


于 是 A=a" 十 1 能 被 c 十 1>1 整 除 ， 从 而 A 是 合 数 . 
4 111 2 1 一 111300…0 二 111 一 11…11(100…0+1) 一 (1111) + (10"+1), 


只 中 中 a 
所 以 是 合 数 . 

5， 注意 到 户 十 2p? 十 p= 二 p(p 十 1)?. 

由 与 p 十 1 互 素 ， 可 以 证 明 : 志 十 2 产 十 p 的 因数 为 p 的 因数 与 《p 十 1)* 的 因数 之 积 . 
因为 p 只 能 有 两 个 因数 ， 所 以 p 十 1)* 有 21 个 因数 . 

又 21 二 3。7, 为 使 志 最 小 , 到 〈p 十 1)? 二 2 ，3?， 即 p 十 1 二 24， 故 p==23. 

6， 当 28 与 56 被 3 除 时 ， 余 数 分 别 是 1 和 2， 于是， 素数 p 被 3 除 时 ， 余 数 既 不 是 1， 也 不 是 


2， 否 则 , 数 p 十 28 或 p 十 56 中 将 有 一 个 能 被 3 整除 ， 但 能 被 3 整除 的 素数 只 有 一 个 ， 就 是 素数 3 
本 身 ， 这 时 ，p 十 28 二 31，p 十 56 二 59， 也 都 是 素数 ， 这 就 是 所 要 求 的. 


7， 定 义 数 列 {a,} 满足 w 一 22 十 1， 则 
aoalaz…ar-i 一 aa 一 2， 且 当 m 产 时 ，gcd(asya) 一 1. 
对 所 有 满足 n>a 的 正 整数 x， 记 p, 为 a, 的 任 一 素 因数 ， 则 当 n 关 m 时 ，p, 隆 po. 
假设 对 某 些 正 奇数 5，22 一 1 能 被 p, 整除 ， 

由 az 天] (mod 加 )，22” 王 1 (mod p,), 得 

2” =] (mod p,). 

这 与 2” 三 一 1 (mod 名) 矛盾 . 

因此 ， 对 所 有 满足 n 之 a 的 正 整数 n*，p, & S,. 

8， 若 p 三 1 (mod 3)， 则 

p+14=15=0 (mod 3). 

此 时 ，p 十 14 不 是 素数 . 

车 p 三 2 (mod 3)， 则 

p+10=12=0 (mod 3). 

此 时 ， 思 十 10 不 是 素数 . 

所 以 p 二 0 (mod 3). 

又 由 户 是 素数 ， 则 p 二 3. 

此 时 p 十 10 二 13，p 十 14 二 17 都 是 素数 . 

所 以 本 题 只 有 了 唯一 解 ，p 二 3. 

9， 设 三 个 素数 为 p，q, rr， 则 
pgq*r=5(ptqtr), 

于 是 ，p，q,，r 中 必 有 一 个 等 于 5， 不 防 设 一 5， 则 
5pq=5(p+qg+5), 

ba=ptats5, 

(8 一 1) Ce 一 D) 一 6. 

由 p>>1, gqg>1 可 知 


(E(t 


gqg—1=3, lg—1=2, lg—1=6, lg—1=1. 

由 于 g=4 或 p=4 不 是 率 数 ， 所 以 只 有 p 二 2，g 二 7, 或 2 一 7，9 一 2， 于 是 所 求 三 素数 为 2， 
EF 
200* 199* 198* -…* 102 + 101_ ,199+ 197* 195* -… * 103* 101, 

100! 501 

这 是 一 个 整数 ， 且 分 子 中 199。197。195。…“。103。 101 是 三 位 奇数 之 积 ， 于 是 所 求 的 两 位 
数 的 案 因 子 只 能 从 三 位 奇 合 数 中 寻找 . 

由 于 小 于 200 的 合 数 一 定 含有 小 于 V200 的 素数 为 因子 ， 因 此 在 101 到 199 之 间 的 奇 合 数 的 素 
因子 一 定 含有 3，5，7，I1，13 中 的 一 个 . 


由 于 [38 ] 一 66， 于 是 所 求 的 最 大 的 两 位 素 因子 一 定 小 于 66， 而 小 于 66 的 最 大 的 素数 为 61， 


且 61。 3 一 183 恰 为 (器 中 的 一 个 因子 ， 于 是 所 求 的 最 大 素 因 子 为 61. 
11， 设 整数 zx 使 
qg=23(p—7), 0 
于 是 zl14. 
因为 9 是 素数 ， 因 此 只 能 有 
y 一 士 1，z 一 士 %. 
当 z 一 士 * 时 ， 由 @D 有 
至 | 1， 这 是 不 可 能 的 〈 因 为 9 是 素数 ). 
当 x= 一 1 时 ， 有 
Pp 十 q 十 1 二 0， 这 也 不 可 能 ， 
当 zx=1 时 ， 由 @ 式 得 
p=g+1. 
因为 p 和 g 都 是 素数 ， 则 p= 二 3，g 二 2. 


10. n=CW 


习题 B 


1. 显然 p<19. 

如 果 记 是 奇数 ， 则 姑 十 1 能 被 2 整除 ， 于 是 仅 当 2 一 1 时， 办 十 1 一 2 是 素数 . 
如 果 p 有 奇数 因子 ， 设 p 二 mk， 其 中 m 是 奇数 ， 则 

P+1=p* 1= (#)"+H1, 此 时 +1 | 十 1. 

因而 加 十 1 不 是 素数 . 

于 是 p 仅 可 能 是 小 于 19 的 偶数 ， 且 只 有 偶数 因子 ， 即 


p=2, 4, 8, 16. 
车 p=16， 则 
16*=2%= (2)s + 16>1000 + 16—16 + 10', 


离 互 党 冰 东 征 心 注油 辐 站 着 O 


离 互 党 活 否 玫 性 活 进 同济 症 O 


因此 16“ 十 1 多 于 19 位 数 . 

车 p=8, 则 

十 1 二 2 十 1 二 (2 十 1 二 (2 十 1)(2% 一 2 十 1) 是 合 数 . 

若 p 一 4， 则 

4 十 1 一 257 是 素数 . 

车 p=2， 则 

2: 十 1 一 5 是 素数 . 

于 是 所 求 的 素数 为 2，5，257. 

2. 若 2p 十 1 是 自然 数 的 方 短 ， 即 2p 十 1 一 mm ， 则 m 为 奇数 . 

设 m=2k 十 1， 则 

2p+1=(2k+1)". 

从 而 2p 二 2k。A， 即 力 =k。A， 其 中 力 是 素数 ，A 是 大 于 1 的 整数 . 
由 户 是 素数 可 知 ，k=1， 因 而 m 二 3， 即 

2p+1=3". 

由 p<1000， 则 3"<<2001. 

而 不 超过 2001 的 3 的 寡 仅 有 

和 

代入 @ 式 逐个 计算 可 得 ， 仅 有 2p 十 2=3; 使 p 为 素数 ， 此 时 p=13. 
即 符合 题目 要 求 的 素数 仅 有 一 个 ，z 一 13. 

3.， 设 这 8 个 素数 为 zl ，z:，…，zs. 

设 S= 邓 十 好 十 … 十 确 ，P 一 zizz… 
由 古 意 有 

4P 一 S 一 992. 

首先 ， 所 有 的 z 不 可 能 都 是 奇数 . 
由 于 奇数 的 平方 被 8 除 的 余数 为 1， 则 

S=0(mod 8). 

又 4P=4(mod 8)， 

992=0(mod 8). 

则 中 式 不 可 能 成 立 . 

其 次 ， 所 有 的 x 不 可 能 有 一 部 分 是 奇 素数 ， 另 一 部 分 是 2. 
设 有 A 个 奇 素 数 ，8 一 上 个 2(1<ke<7)， 由 于 

4P=0(mod 8)， 

S=k 十 4(8 一 和) 二 32 一 3k(mod 8) ， 

992=0(mod 8)， 

于 是 @ 式 也 不 可 能 成 立 . 

由 以 上 ,所 有 的 zi 一 1,2,…,8) 都 是 2. 


经 验证 ，z 一 zs 一 … 二 xs 一 2 符合 要 求 . 
4. 因 为 p; 是 不 小 于 5 的 素数 ， 则 p; 仅 可 表示 为 6k 十 1 型 (人 为 自然 数 )， 于 是 
气 一 1 二 36k* 土 12k 一 12k(3k 填 1). 
由 于 大 和 3k 土 1 的 奇偶 性 不 同 ， 所 以 (3k 士 1) 是 偶数 ， 于 是 如 一 1 能 被 24 整除 .从 而 
所 十 丰 十 … 十 加 一 24 
能 被 24 整除 ， 即 太 十 碟 十 … 十 如 ,能 被 24 整除 . 
5. pr+tg=(p+te) + Pp) = +g + pp), 
因为 p 和 4g 都 是 素数 ， 且 9 二 十 2， 则 p 和 9 都 是 奇数 . 
由 户 是 奇数 ， 则 
pta| pr+q. 
又 prt pr=pr(p—1) (p+1), 
由 于 p 一 1 是 偶数 ， 则 
2C(p+DIp Pp—D pt). 
又 2(p+l)=2p+2=p+gq, 
于 是 ptg | PP 一 扩 . 
因此 ptg| p+ 
6。 满足 条 件 的 整数 组 (a,b,c) = 二 (1, 一 1,p)， 我 们 证 明 它 是 唯一 的 解 . 
由 一 4ac 二 1 一 4p， 
可 得 b 是 满足 如 三 1(mod 4) 的 整数 ， 因 而 5 是 奇数 . 
记 12 | 一 2z 一 1， 则 由 〇 式 得 
(2z 一 1) 一 4ac 一 1 一 4 为 ， 即 卫 一 z 十 力 一 ac. 
车 0+<p， 由 题 设 可 知 ac 是 素数 . 
则 由 0<a<c 得 a=1. 
再 由 一 a<b<<a 及 是 奇数 可 得 4 一 一 1. 
又 由 1 一 4p 一 节 一 4ac 二 1 一 4c， 可 得 c 二 p. 
下 面 只 要 证 明 0<x<p 即 可 . 
由 161 =2z 一 1 可 得 
zx 一 世上 >o 


由 181 才 a<e, 一 4ac==1 一 纺 及 p 宇 2， 则 
34’=4a —a:<dac—b =4p—1, 


161<a<A/22 
el+l /p11 
区: 2 3 ta<p. 


于 是 0<zx<p. 
由 以 上 ， 唯 一 性 得 证 . 


六 吾 这 涟 全 卫 性 涟 沁 回 潜 奖 O 


7. 因为 p，g 是 正 素 数 ， 所 以 原 方程 不 可 能 有 正 数 根 . 


又 因为 已 知 方程 的 z 的 系数 为 1， 所 以 车 方程 有 有 理 根 ， 则 只 能 是 整数 根 ， 且 必 为 的 
约 数 . 

区 因此 ， 若 原 方程 有 有 理 根 ， 则 只 能 取 以 下 各 数 : 一 1， 一 4， 一 至， 一 到. 

克 若 方程 的 两 根 为 一 9， 一 企 ， 则 由 韦 达 定 理 

区 P=qgtq =g(gt+1)>6. 

中 此 时 产 为 偶数 ， 且 产 隆 4， 所 以 p 必 为 合 数 ， 与 是 素数 矛盾 . 

的 因而 一 g， 一 9 不 是 原 方程 的 根 . 

k 若 方程 有 有 理 根 ， 只 能 是 一 1 和 一 个， 这 时 有 

问 产 一 1 十 9， 

题 | 显然 ，g 不 能 为 奇 素数 ， 否 则 六 为 大 于 4 的 偶数 ， 因 而 户 是 合 数 ， 于 是 9 为 偶 素 数 ， 即 4 一 2， 从 
而 p=3. 

所 以 当 且 仅 当 p= 二 3，9g 二 2 时 ， 原 方程 民 十 户 十 一 0 即 好 十 9z 十 8=0 有 有 理 根 ; zx 二 一 1， 

2 二 一 8 


8. 设 一 3tr， 其 中 人 是非 负 整 数 ， 且 3 十 

我 们 证 明 ， 此 时 p 二 1 十 2" 十 4? 被 9 二 1 十 2 十 4 整除， 从 而 p 不 是 素数 

(1) r=3s 十 1 时 ，s 是 非 负 整数 ， 则 

pq 二 (2" 一 2 ) 十 (4 一 入) 二 2 (2#s 一 1) 十 4 (2 一 1]) 一 0(mod (2# 一 1))， 

因为 2 一 1 =(2 一)(1 十 2 十 红 ) 二 (2* 一 1)g， 

所 以 4 | p 一 q， 于 是 g | p. 

(2) r 一 3s 十 2 时 ，s 是 非 负 整 数 ， 则 

pq 一 (入 一 2) 十 (2" 一 和) 二 2 [2 一 ]] 十 22* 革 (2 一 1) 二 0(mod (2% 3 一 1))。 

同 (1)， 仍 有 9 | p. 

于 是 n 二 3tr，3 上 r 时 ， 记 为 合 数 ， 从 而 当 p= 二 1 十 2" 十 4" 是 素数 时 ，m 一 34. 

9 由 于 贡 一 m= 二 mm 一 1)(m 十 1) 三 0C(mod 3) ,所 以 

4 =(g-1—D)*+3=(g-1—1)=g 1 —1(mod 3). 

因而 % ，gq:，gqs 中 必 有 一 个 能 被 3 整除 ， 这 个 数 应 当 是 3 的 睾 . 

著 31 (q 一 D3 十 3， 则 3 1 (q 一 D35， 于 是 3 1 9 一 1. 

故 3 | (g 一 1)?。 

而 3 | (q 一 1D): 十 3， 

于 是 只 有 在 4 =1 时 ，(g 一 1) 十 3 才 是 3 的 宕 ， 这 时 必须 一 0， 

但 m 一 1 时 推出 

qi =3, g=1l, qs=1003=17 » 59. 

所 以 ?的 最 大 值 是 2. 

10. 集合 A 中 的 元 素 个 数 的 最 大 值 为 p"*. 

易 知 集合 A 中 的 任意 两 个 不 同 序列 的 前 ”一 2 个 分 量 不 全 相同 〈 和 否则 这 两 个 序列 至 多 有 2 个 分 
量 不 同 ， 矛 盾 )， 每 个 分 量 均 有 p 种 取 值 ， 因 此 ， 


141<p". 
另 一 方面 , 令 A 中 的 某 一 序列 zx，z:，…，zx,)》 中 的 前 n 一 2 个 分 量 取 遍 如 “种 不 同 的 值 ， 


并 取 
加 忆 
D) zi (mod 站 ,mm 二 2) izi(mod p). 


各 名 

这 样 就 得 到 一 个 如 一 元 的 集合 人 

下 面 证 明 该 集合 A 符合 要 求 . 

对 于 A 中 的 任意 两 个 不 同 的 序列 : X 一 (myzz) 和 Y 一 (2 3) 有 

Ti rT Ta) FW ya Yn) 

车 (i,Ta ,To-2) 与 (yr1,yr，…，y2) 至 少 有 3 个 对 应 的 分 量 不 同 ， 则 X 与 Y 至 少 有 3 个 对 
应 的 分 量 不 同 . 

著 (zi sz2,"sZ-2) 与 (yy ,yr，…，y-2) 恰 有 2 个 对 应 的 分 量 不 同 ， 即 存在 k,l (1<&k<l<n 一 
2)， 使 得 

FN TFN. 

假设 此 时 zi 二 yy ， 二 二 yr 则 

Tt x + (mod p), 

kxi +lzx/=ky + ly, (mod p). 

四 一 上 X@ 得 

(Rx = Ay (mod p). 

由 1<L 一 k<p, 即 (p, /一 k) 一 1， 知 

ZX 三 y (mod p). 

故 盖 一 %， 矛 盾 , 

因此 ，X 和 YY 至少 有 3 个 对 应 的 分 量 不 同 . 

若 (zz mm-z) 与 (my zs) 只 有 1 个 对 应 的 分 量 不 同 ， 即 存在 上 (1<<h 才 n 一 2)， 
使 得 

TF 

于 是 , 由 1<|% 一 |<p(1<k<p), 得 

Yi1 —Xn 1 TA0 (mod p), 

加 一 Za (¥%—xz) 天 0 (mod p). 

因此 ，yw- 天 m-:，%% 天 zw， 此 时 ，X 和 YY 亦 有 3 个 对 应 的 分 量 不 同 . 

综 上 所 述 ， 所 求 集合 A 中 的 元 素 个 数 的 最 大 值 为 p"*. 

11， 据 条 件 ， 

(a 十 1)(c 十 1D) 一 (6 十 1)2. 0 

设 a 十 1= 严 rz，c 十 1 一 my， 其 中 z，? 不 含 大 于 1 的 平方 因子 ， 则 必 有 z 一 >， 这 是 由 于 ， 
据 O， 

《mp)2zy 一 (6 十 1)2， ©®@ 
则 mn | (6 十 1， 设 6 二 1=mn* ww， 于 是 @ 化 为 ， 


Tu 


ee 


离 瑟 新 涤 否 丘 性 泗 涟 同 六 症 O 


交互 阐 洋 下 性 泣 江 四 六 闫 O 


Ty=wWw, 四 
车 w>1， 则 有 素数 P|w, 即 所 wz , 因 x,y 皆 不 含 大 于 1 的 平方 因子 ,因此 p |z, 思 | 设 
X=px, y= w= 

则 @ 化 为 ， 
iy ~—ufs @ 
若 仍 有 ww >1， 则 又 有 素数 pz | , 即 凡 |wf, 因 zi ,yi 缘 不 含 大 于 1 的 平方 因子 , 则 pr | zx， 

加 ln. 设 


Tpor, Y=pry, Ww =pru, 
则 @@ 化 为 ，z 一 吗 ，……， 如 此 下 去 ， 因 @ 式 中 忆 的 素 因子 个 数 有 限 ， 故 有 ,使 过 一 1， 而 从 
3yr 一 好 得， 一 和 一 1， 从 而 z 一 名 思 … 户 一 y， 改 记 zx 一 y 一 上 ， 则 有 

a=kw —1, 
fe © 
c 一 Anz 一 1， 
其 中 1<n<m, a<b<e<100, @ 
无 大 于 1 的 平方 因子 ， 并 且 A 天 1， 否 则 若 人 一 1， 则 c= 邓 一 1， 因 c 大 于 第 三 个 素数 5， 即 c= 
民 一 1>5, m 之 3, 得 
c=m —1=(m—1) (mt1) 
为 合 数 ， 矛 盾 ， 因 此 《或 为 素数 ， 或 为 若干 个 互 异 素数 之 乘积 〈 即 上 大 于 1， 且 无 大 于 1 的 平方 因 
子 )， 我 们 将 其 简称 为 “4 具有 性 质 户 ". 
a 一 一 ]， 
(1) 据 @，m>2. 当 mm 一 2， 则 "一 1， teaton 得 k<25. 
< 一 钛 一 1， 

车 (mod 3)， 则 3 | c 且 c>>3， 得 c 为 合 数 . 

车 k=2 (mod 3)， 在 人 为 偶数 时 ， 具 有 性 质 户 的 上 有 2，14， 分 别 给 出 a 二 2 一 1=1, 5=2。 
14 一 1 二 27 不 为 素数 ; 为 奇数 时 ， 具 有 性 质 p 的 k 值 有 5，11，17，23， 分 别 给 出 的 一 A 一 1 和 皆 
不 为 素数 ， 

车 k=0 (mod 3)， 具有 性 质 p 的 上 值 有 3，6，15，21， 当 A 一 3 时 ， 给 出 解 fi =(a,b,c) 二 
(2,5,11); 当 二 6 时 ， 给 出 解 fe 二 (a,b,c) 二 (5,11,23); 二 15，21 时 ,分别 给 出 的 a=k 一 1 第 不 
为 素数 . 

车 m=3, 则 n 一 2 或 1. 

一代 一 1 

在 m=3，n=2 时 ， {ate 得 k<10,， 具有 性 质 p 的 & 值 有 2，3，5，6， 
c=9k—1, 

7，10. 在 为 奇数 3，5,7 时 ， 给 出 c 一 % 一 1 皆 为 合 数 ， 在 一 6 时 ， 给 出 6 一 6 一 1 一 35 为 合 

数 ; 4 一 10 时 ， 给 出 e 一 钛 一 1 一 39 为 合 数 ; 在 k=2 时 ,给 出 解 二 (a, b,c) 一 (7, 11, 17). 
fa 一 人 一 1， 

在 m 一 3, nn 二] 时， | 全 一 1,k<10， 具 有 性 质 户 的 上 值 有 2，3，5，6，7，10。 在 大 为 奇数 

c=9k—1, 


3，5，7 时 ， 给 出 的 6 一 3k 一 1 皆 为 合 数 ; & 一 2 和 10 时 ， 给 出 的 a 一 k 一 1 不 为 素数 ; 一 6 时 ， 给 
出 解 六 一 (abc) 一 (5,17,53). 

(2) m= 二 4 时 ， 由 c 二 16k 一 1<97, 得 &<6， 具有 性 质 p 的 k 值 有 2，3，5，6. 

在 k=6 时 ，c 二 16* 6 一 1 二 95 为 合 数 . 


a=5m— 


了 1 因 wn<m 一 4， 则 可 取 1，2，3， 分 别 得 到 a，6 至 少 一 个 不 为 素数 . 


ron, | 
时 5 一 20z 一 1， 


人 一 3 时 ， e481=47, (0m 在 n=3 时 给 出 的 a， 5 为 合 数 . 
一 12n 一 1， 


nm 一 2 时 给 出 解 户 一 (aybvc) 一 (11,23,47); 
7 一 1 时 给 出 解 太一 (aybvc) 一 (2,11,47). 
a 一 2 一 1 


k=2 时 ，c 一 16k 一 1 一 31， 
Ne (a 


"n<m 一 4， 只 有 在 "一 3 时 给 出 解 /7 一 (a,6,c) 二 (17， 


23,31), 
(3) m=5 时 ，c 二 25k 一 1<97， 具 有 性 质 p 的 值 有 2，3， 分 别 给 出 c 一 25k 一 1 为 合 数 . 
(4) m= 二 6 时 ,c 二 36k 一 1 过 97， 具有 性 质 p 的 值 只 有 2, 得 c 二 2，36 一 1 王 71， 这 时 
一 212 一 
区 和 nm=6, 只 有 在 mn 一 2 时 给 出 解 有 二 (a15,c) 二 (7,23,71); 在 n=4 时 给 出 解 有 二 (a， 
pt od Ly 
bc) 一 (31,47,71)， 
(5) m 二 7 时，c 二 49k 一 1<97， 具 有 性 质 p 的 k 值 只 有 2, 得 c 二 2，49 一 1 二 97, 而 n<m==7， 
NE 
人 By 1 只 有 在 n=3 时 给 出 解 fo 二 (4a,6,c) 二 (17,41,97); 在 7 二 6 时 给 出 解 六 一 (abc) 一 
二 14n 一 1， 
《71,83,97)， 
(6) m 之 8 时，c 二 6448 一 1<97， 具 有 性 质 户 的 k 值 不 存在 . 
因此 ,满足 条 件 的 解 共 有 11 组 ， 即 为 上 述 的 i，f:，…，fu. 


第 六 章 ” 素 因数 分 解 


1. 设 由 是 ?的 一 个 正 约 数 ， 则 必 一 六 也 是 壮 的 一 个 正 约 数 ， 于 是 


min {di, di} < 

把 nn 的 所 有 正 约 数 两 两 配对 〈 当 为 完全 平方 数 时 ,Vn 除外 )， 从 而 正 约 数 的 总 个 数 不 超 过 
Vat /n=2Vn. 

2， 因 为 当 且 仅 当 n 是 平方 数 时 ，N(n) 是 奇数 . 

又 因为 447 过 1989<45?， 

所 以 1，2，…，1989 中 有 4 个 完全 平方 数 ， 即 在 数 Na ，Ncw ，…，Nose) 中 有 44 个 奇数 ， 
其 余 为 偶数 ， 

于 是 No 十 Na 十 … 十 Nos, 是 偶数 . 


庚 耳 囊 潍 全 卫 届 滋 测 同 入 洲 O 
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3. 设 9 一 2 一 1 为 素数 . 
数 * 一 2 9 的 一 切 小 于 它 本 身 的 约 数 为 
1 2, 2 2 2 
g» 2g, 22g, **, 2?g, 
由 于 
1+2+2:+*"+27? 十 2! 二 27 一 1 二 g， 
9 十 29 十 229 十 … 十 2 和 :9 一 (2 和 :一 1)g， 
则 的 一 切 小 于 它 本 身 的 约 数 之 和 为 
22—1+ (2 —1) (2 —D=271 (2 —1)=n. 
4. 由 条 件 (1), 设 i=75k(kEN). 
因为 ”75 一 5 。 3， 所 以 mn 一 5 。3k. 
又 设 nm 一 5 ，3p 许 …p 罗 ， 其 中 心 ( 计 1，2，…，m) 为 案 数 ，a 为 非 负 整数 . 
由 条 件 2)，? 的 素 因数 分 解 式 中 ， 素 数 的 指数 应 满足 
(5 十 1)。(t 十 1)。(a 十 D)。…。，(on 十 1) 一 75. 
因而 其 指数 应 为 2，4，4 或 2，24， 或 4，14. 
为 使 最小， 显然 为 


n=5* » 3+ » 24. 


于 是 4A 一 苍 一 3 2 一 432. 


n=—1 (mod 3)， 
5, 24 | n 十 1 等 价 
用 玫 人 | 到 全 本 作 二 人 二 -汪汪 交 。 


设 4 是 ”的 一 个 约 数 ， 即 4 | n， 则 有 
d 三 1 或 2 (mod 3)， 
d 三 1，3， 5 或 7 (mod 8). 


再 由 d* 子 =n 二 一 1 (mod 3) 或 (mod 8) 可 知 ， 仅 有 下 列 几 种 可 能 ; 


3 
d=3, 也 三 5 (mod 8). 


反之 ， 以 上 由 三 个 同 余 式 也 可 得 
7 二 一 1 (mod 3) 或 (mod 8). 


于 是 有 “4d 二 好 二 0 (mod 3)， d+ 呈 二 0 (mod 8)， 即 


d+ 了 吉 二 0 (mod 24). 


因而 对 于 n= 二 一 1 (mod 3)，z 不 是 完全 平方 数 ， 所 以 dz 总， 所 以 的 约 数 两 两 互 异 ， 即 n 


的 全 体 约 数 之 和 一定 能 被 24 整除 
6.。 如 果 对 于 某 个 正 整数 n， 有 r(an) 一 n， 则 “一 
有 解 ， 因 此 ， 只 须 证 明 ， 
车 素数 之 5， 则 方程 -在 5 一 pr 没有 正 整 数 解 
设 在 区 间 [1, V3] 内 有 个 因数 ， 则 在 区 间 〈V5， 癌 ] 内 至 多 有 上 个 因数 事实 上 ， 如 果 
是 一 个 比 /5 大 的 = 的 因数 ， 则 避 就 是 一 个 比 /3 小 的 n 的 因数 ， 故 rn)<2h<2YRi 


于 是 ,关于 正 整 数 的 方程 入 ;一 a 


en 


假设 对 于 某 个 素数 p>>5， 方程- 人; 一 六 -有 正 整数 解 4， 则 “能 被 b/ :整除 ， 设 人 一 js， 其 
中 >p 一 1， 思 不 能 整除 ， 于是， 有 


ER 

(at Drs) 

车 a=p 一 1, 则 s=pr(s). 

所 以 ， p 整除 s， 矛盾 . 

车 a 之 p+1， 则 

ta 二 D 十 > 二 
加 ) 2 

汪 直 和 Pp 这 5， a 之 p 十 1， 有 2(a 十 < 之 jr?*!( 对 a 用 数学 归纳 法 容易 证 明 ), 所 以 ， 可 得 

s<1， 矛 盾 . 
车 a=p，, 则 ps=(p 十 DrCs). 
特别 地 ， 记 整除 5s)， 所 以 ， 


p<r(s)E2YVs. 
_2Cp 十 1) 
于 是 , 一 让 < < -Lh. 


从 而 ， p<2s<A 2 . 


对 于 p 之 5 而 言 ， 这 是 不 可 能 的 . 

7， 先 证 明 一 个 引 理 . 

引 理 设 Zz， Xi，…，Zu， yi， 风 ，…，o 是 两 组 非 零 整数 ， 如 果 对 任意 大 于 1 的 正 整数 人， 
都 有 zi，zxs，*…，z, 中 能 被 & 整除 的 数 的 个 数 不 多 于 y,，y+，…，ym 中 能 被 上 整除 的 数 的 个 
数 , 则 

To | Ye ym 

引 理 的 证 明 : 设 f() 表 示 zi yzay…yzw 中 能 被 上 整除 的 数 的 个 数 ,g(&) 表 示 y ，y2，…,yw 中 能 
被 整除 的 数 的 个 数 . 对 素数 p 和 非 零 整 数 工 ,定义 V, (zx) 为 |z| 的 素 因 数 分 解 式 中 p 的 等 次 . 

对 任意 的 素数 p， 
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Vm = PV)= lkED pal likEL pl)] 
Et 各 


p> lI{ili€Z+ ,#1z}|= Bp. 


tl 


同 理 ，V (yuz…y) 一 > gp ). 
台 


而 f(r)<g(#), 故 
Vp Tian ) SV, Cy ye ym), 
又 因为 刀 可 取 任意 素数 ， 所 以 ， 


TvTe | yy Yn 


下 面 证 明 原理 . 

车 a1，as，…，as 中 有 两 个 数 相等 ， 则 
I[ ww- 一 ce)?=o. 

Iie 

故 TI -21 I -a). 
laicjen si<jsn 


若 w，% ，…，ow 两 两 不 等 ， 下 面 证 明 ， 对 任意 正 整 数 上 ，(j 一 (1 和 i<j 和 四) 这 C? 个 数 中 
能 被 上 整除 的 数 的 个 数 不 多 于 (aj 一 ai) (1<i<j<<n) 这 G 个 数 中 能 被 上 整除 的 数 的 个 数 . 

对 nn 用 数学 归纳 法 . 

当 n 二 2 时 ,命题 显然 成 立 . 

假设 命题 对 "一 1 成 立 ,证 明 命题 对 n 也 成 立 . 

车 hn， 一 让 (1&i<j<<m) 这 CG 个 数 都 不 能 被 & 整除 ， 所 以 ， 命 题 成 立 . 


着 k<n， 由 抽 居 原理 ， 在 a1，as，…，a, 这 个 数 中 一 定 存在 [ 2 上 | 十 1 个 数 模 的 余数 相 
同 ， 不 妨 设 其 中 一 个 是 w， 于 是 ，(o 一 a) 《1<<i< 吃 这 -1 个 数 中 至 少 有 [ 21] 个 能 被 4 整 


除 ,而 (一 DG1<ci<m 这 n 一 1 个 数 中 丛 有 [21 ] 个 能 被 上 整除 . 


由 归纳 假设 ,(aj 一 a1) (1<i<j<n 一 1) 这 CG- 个 数 中 能 被 整除 的 数 的 个 数 不 少 于 (j 一 让 (1 志 
i<j<n 一 1) 这 CG- 个 数 中 能 被 整除 的 数 的 个 数 . 

所 以 ,4 一 ai)(1<i<j<<m) 这 G3 个 数 中 能 被 上 整除 的 数 的 个 数 不 少 于 (一 让 (1<<i<j 志 m) 这 
G: 个 数 中 能 被 整除 的 数 的 个 数 . 

因此 ， 命题 对 也 成 立 . 


由 引 理 得 : I[ G1 I Ca). 
eicjen J<i<j<n 
8， 如 果 工 .二 a,， 则 


(111) 1 120050+2003_ ;al 
m= (000+ 1 )e 20+1— atl+ Gt 


因为 数列 的 所 有 项 都 是 整数 ， 所 以 ，zx: 一 定 是 整数 ， 故 a? 一 1 一 定 能 被 2004 二 2: X3X 167 
整除 . 


又 因为 a? 一 1 能 被 4 整除 ， 所 以 ，a? 一 定 是 奇数 ，a 也 一 定 是 奇数 . 

设 a=25 十 1， 则 

时 一 1 一 (ae 一 1)(a 十 1) 一 20(26 十 2) 一 45(6 十 1). 

易 知 6(2 十 1) 一 定 能 被 素数 167 整除 . 

如 果 5>0， 这 就 意味 着 或 6 或 5 十 1 能 被 167 整除 ， 且 5 之 167， 因 此 ，a>>2X167 十 1 一 335. 
但 由 题 设 a==x1<<204， 由 此 得 6==0, a 二 xz 二 1. 

下 面 计算 数列 的 前 几 项 . 


注意 到 xz 二 1, 则 

n=( 贡 t+ 十 )X1 一 下 1+1=2， 
n= (zt 去 )x x2 一 5 十 1 一 
z= (高 + 于)xy 一 区 +I= 4. 


再 用 数学 归纳 法 证 明 zx, 二 n 对 所 有 的 正 整 数 n 是 成 立 的 . 
当 m 一 1，2，3，4 时 ，Z, 一 n 成 立 . 
假设 对 某 个 整数 3，z 一 k 成 立 ， 于 是 ， 有 


Et ed Wh PE 
= (I+ 起 ) ,大 +1- =-A 十 1. 


所 以 ， 对 所 有 的 正 整 数 n，z, 二 nn 成立 . 

因此 ， 给 定数 列 就 是 所 有 正 整数 的 数列 ， 显 然 ， 此 数列 包括 无 数 个 素数 

9，a 是 无 理 数 ， 

若是 有 理 数 ， 则 存在 正 整数 和 ，T， 使 得 对 于 任意 的 正 整数 上 > 如， 有 ww 一 or+ry， 

取 正 整数 mm， 使 得 mT> 如 ， 且 mm 是 一 个 完全 平方 数 ， 即 若 设 了 一 加 称 … 久 ， 则 取 
n= 有 信访 ， 


其 中 ,a 十 B (i==1,2,…,s) 是 偶数 ， 且 B 是 一 个 足够 大 的 正 整数 . 


选 一 个 素数 p>>2007， 且 Pp 关 p; (i 二 1,2,…，,s)， 因 为 pmT 一 mT 是 工 的 倍数 ， 所 以 ， 
QnmT ApmT 

设 rk) 为 的 正 因数 的 数目 ，f(&) 是 大 于 2007 的 上 的 正 因数 的 数目 ， 则 
fpmT)= fmT)+r(mT). 

因为 rm 了 T) 是 奇数 ,f(pm 了 T) 和 FT 的 奇偶 性 相同 ， 矛 盾 . 


第 七 章 ”整数 的 可 除 性 特征 


1， 由 于 32 洲 35717 洲 能 被 72 整除 ， 因 而 它 能 被 8 和 9 整除 . 


若 一 个 数 能 被 8 整除 ， 则 这 个 数 的 末 三 位 能 被 8 整除 ， 显 然 末 三 位 是 176， 即 最 后 一 个 ※ 号 


若 一 个 数 能 被 9 整除 ， 则 这 个 数 的 各 位 数码 之 和 能 被 9 整除 ， 即 
3 十 2 十 瀛 十 3 十 5 十 7 十 1 十 7 十 6 二 34 十 泣 ， 


， 奖 豆 兴 溢 等 也 恢 潍 汪 鞭 奖 O 
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于 是 迷 号 为 2. 

即 所 求 的 两 个 星 号 数码 一 个 为 2， 一 个 为 6. 

2. BB 有 获胜 策略 . 

B 可 以 采取 这 样 的 策略 : 

车 A 上 一 步 选 &， 则 B 选 6 一 上 

入 能 被 9 整除 当 且 仅 当 N 的 各 位 数码 之 和 能 被 9 整除 ， 选 到 第 2004 位 时 ，N 的 前 2004 位 数 


码 之 和 为 6X 2 一 6012 是 9 的 信 数 ， 无 论 A 怎样 选择 第 2005 位 数码 ， 都 不 能 使 N 的 各 位 数码 
之 和 是 9 的 储 数 ， 因 此 ，B 获胜 . 

3， 对 任意 的 正 整 数 n， 有 

ll = (10 十 1D)" 一 六 Gao = 10n + 1(mod 100). 


ft 


故 11" 的 十 位 数字 等 于 的 最 后 一 位 数字 . 

又 因为 12" 的 未 位 数字 为 2，4，8，6，2，4，… (n 二 1，2，…)， 是 以 4 为 周期 ， 所 以 ，12* 
的 末 位 数字 为 2. 

因此 ，11" 的 十 位 数字 为 2. 

4 首先 注意 到 这 样 一 个 事实 对 数 A 的 各 位 数码 无 论 如 何 重 排 ， 都 不 会 使 数 A 扩大 9 售 或 
更 多 倍 ， 因 此 应 有 

要 < 0 

此 外 ， 如 果 两 个 数 具 有 相同 的 数码 ， 则 它们 的 差 能 被 9 整除 ， 即 有 

9|2" 一 2 

从 而 9124(2 一 一 1), 即 9 | 2 一 一 1 

但 由 @ 式 可 知 2 一 一 9， 

因此 2"* 一 1 不 可 能 是 9 的 倍数 . 

即 不 可 能 使 2 的 各 位 数码 重 排 得 到 2” (n>>k). 

5. 假设 如 中 的 20 个 数码 没有 三 个 是 相同 的 ， 则 数码 0，1，2，…，9 在 加 中 各 出 现 2 次 ， 

计算 加 的 各 位 数码 之 和 为 

2(0 十 1 十 2 十 … 十 9 一 90. 

则 产 是 3 的 倍数 ， 从 而 p 是 3 的 倍数 ， 又 p 是 大 于 3 的 素数 ， 这 是 不 可 能 的 

所 以 在 产 的 20 位 数码 中 必 有 三 个 是 相同 的 . 

6. 设 s(m) 是 正 整数 m 的 各 位 数字 之 和 ， 题 目 要 求 回 答 的 是 : 

是 否 存在 一 个 正 整数 n, 使 s(n。 s(n))==3. 

由 于 一 个 正 整数 能 被 3 整除 的 充分 必要 条 件 是 它 的 各 位 数字 之 和 能 被 3 整除 、 因 此， 乘积 
nm， s(n) 一 定 能 被 3 整除 ， 所 以 ,在 与 s(n) 中 ， 至 少 有 一 个 能 被 3 整除 . 

如 果 其 中 之 一 能 被 3 整除 ， 则 另 一 个 也 能 被 3 整除， 于是， 乘积 nsCn) 一 定 能 被 9 整除 ， 从 
而 ， 数 sn， s(n)) 也 应 该 能 被 9 整除， 因此 ， 等 式 *(m。s(z)) 一 3 无 解 .这 表明 ， 所 求 的 正 整 数 是 


不 存在 的 . 

7. 3X3 的 方 格 内 各 数字 之 和 能 被 4 整除 只 有 两 种 情况 : 要 么 有 6 个 1，3 个 2， 和 为 12; 要 
么 有 2 个 1，7 个 2， 和 为 16. 

因此 ，1 至 少 出 现 两 次 ，2 至 少 出 现 3 次 . 

在 中 间 的 2X2 方 格 内 任意 填 两 个 1， 其 他 填 2， 其 所 有 数字 之 和 为 30， 即 为 最 大 值 ， 在 中 间 
的 2X2 方 格 内 任意 填 三 个 2， 其 他 填 1， 其 所 有 数字 之 和 为 19， 即 为 最 小 值 . 


8， 因 为 要 求 a5 是 2 的 倍数 ，abcd 是 4 的 倍数 ，abcadef 是 6 的 倍数 ， 所 以 
bd, f€ {2, 4, 6), 

ay cy eE {1, 3, 5}. 

又 因为 acde 是 5 的 倍数 ， 所 以 e 一 5. 

这 时 第 1 位 a 与 第 3 位 < 只 能 取 1 或 3， 此 时 有 ae 十 < 一 和. 
因为 abc 是 3 的 倍数 ， 则 

3 | a 十 6 十 c 一 4 十 色 

于 是 只 能 有 0 一 2. 

这 时 ， 所 求 六 位 数 只 能 从 如 下 几 个 数 中 去 寻找 : 
123456，123654，321456，321654. 

经 检验 ， 由 外 1234,4+3214， 

所 以 只 有 123654 与 321654 是 满足 题目 要 求 的 六 位 数 . 
9，CV3+V5)m 一 (7 十 2 VID)mm. 

设 m 一 (7 十 2 V10)" 十 (7 一 2 V10)", 则 

0=2, ai 一 14. 

注意 到 {a,) 是 二 阶 递 推 数列 , 其 特征 方程 为 

[t—(7+2 Vi0)][: 一 (7 一 2 Vi0)]=0, 妈 £—14:+9=0. 
故 ar+z 一 14avn+1 十 9a, 一 0. 

因此 ，{a } 是 整数 数列 . 

计算 数列 前 几 项 模 10 的 余数 : 

a 主 2 (mod 10), a1=4 (mod 10), a:=8 (mod 10)， 
3=6 (mod 10)，a 生 2 (mod 10), as=4 (mod 10). 
注意 到 a 二 as (mod 10) ,a1 三 as (mod 10)， 由 于 {a,} 是 二 阶 递 推 数列 ， 则 
ant4=an (mod 10). 


故 atooo 二 aos 三 awz 


“三 go 三 2(mod 10). 


因为 0<7 一 2 V10<1, 则 

0<(7—2 VIO)m 一 1. 

故 [(7 十 2 V10)'%]=a, 一 1 二 1(mod 10). 
所 以 ，(VZ+V5)2m 的 小 数 点 前 第 一 位 数字 是 1. 
又 0<7 一 2 Vi10<0.9, 则 
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0<(7 一 2 VID)m 一 0.1. 
故 {((7 十 2 VI0 } 一 1 一 (7 一 2 V10)*>0.9. 
所 以 ，(V2+V5)2m 的 小 数 点 后 第 一 位 数字 是 9. 
10. 设 5 位 数 N=aiasasaras. 
ai 作 百 位 的 三 位 数 有 二 12 个， 
a 作 十 位 的 三 位 数 有 焉 一 12 个 ， 
am 作 个 位 的 三 位 数 有 妊 一 12 个 . 
于 是 依 题 意 有 
N 一 mcasQias 一 (ai 十 az 十 as 十 at 十 os)(100。12 十 10 。12 十 12) 
一 1332(a 十 oz 十 cs 十 ws 十 os). 
由 于 911332, 则 
91 N=aiarasaras. 
从 而 9| (a 十 gz 十 as 十 a 十 as). 
于 是 N 应 是 1332。9 一 11988 的 倍数 . 
因为 15 一 1 十 2 十 3 十 4 十 5 ai 十 az 十 as 十 ai 十 as 入 9 十 8 十 ?十 6 十 5 一 35， 所 以 
ai 十 az 十 os 十 at 十 as 只 能 为 18 或 27. 
(1) 当 atartasta ta =18 时, 
aasaaras =1332 » 18=23976, 
但 是 2 十 3 十 9 十 ?十 6 一 27 天 18. 
(2) 当 w 十 ws 十 十 at 十 os 一 27 时 ， 
qarasaras =1332 + 27=35964, 
此 时 3 十 5 十 9 十 6 十 4 二 27. 
所 以 ， 所 求 的 五 位 数 只 有 35964. 
11.。 以 a 结尾 的 数 形 如 104b 十 a， 易 知 ，a 稳定 当 且 仅 当 a? 以 a 结尾， 则 有 
10*| (a —a),h 2+5+ |a(a—1). 
车 a 以 0 开始 ,我 们 定义 a 为 相应 正 整 数 ; 若 a 的 所 有 位 上 的 数 均 为 0， 记 a 为 0. 
由 于 a 与 4 一 1 互 素 ， 有 以 下 四 种 情形 之 一 ， 
(1) 10 la; 
(2) 101(a 一 D)， 
(3) 2 |ay54|(a 一 1D) 
(4) 8 |a,2| ko 一 1). 
下 面 讨论 这 几 种 情形 . 
(1) 因为 0<a<10+， 所 以 ，a 二 0…0. 
(2) 因为 一 1<a 一 1<10t， 所 以 ， 
0， 即 a=0°…01. 
(3) 设 e 一 2z，zrE {1,2,…,5: 一 1}, a 一 1=5ty, y€EZ, 则 


2tz 一 5y 一 1. [oy 
显然 , 式 @ 的 所 有 解 (z,y) 满 足 
信人 © 
y=%+2tt, ® 
其 中 (zo,y) 是 式 人 的 某 个 解 ， 且 1E 工 
因为 zo 去 0， 满 足 式 @ 的 等 差 级 数 在 [0,5*) 内 恰 有 一 项 , 所 以 , 式 四 恰 有 一 组 解 (zi,y ), 其 
中 ,ziE{1,2，…"5# 一 1}. 由 此 ,a 一 2x1E (1,2,…,10 一 1} 是 所 求 的 (车 a 的 位 数 少 于 k， 我 们 在 
a 的 左面 加 上 相应 个 数 的 0). 
(4) 与 (3) 类 似 . 
12.， 首先 证 明 对 任意 整数 a， 
6|aa 一 a. 
事实 上 ,as 一 ao 一 (a 一 1)a(a 十 1) 是 三 个 连续 整数 之 积 ， 因 此 它 能 被 3! 一 6 整除 . 
假设 a1，a:，…，a, 为 n 个 整数 ， 且 
Gla 十 az 士 … 十 ww- _ 
j 十 相 十 … 十 a3) 一 (@ 十 oz 十 … 十 oo) 一 (qi 一 al) 十 (他 一 oz) 十 … 十 ( 轨 一 av)， 
由 6] 一 gi, i 二 1,2,…n 可 得 
6|(@i + 十 十) 一 (a 十 az 十 "十 a,), 
因而 61aj 十 @ 十 … 二 a。 
13. 证 法 1 注意 到 
nw —1)(m—5nt+26) 0 
一 (十 D)n(n 一 D[CO2 十 5n 十 6) 一 10n 十 20] 
一 (一 1)n(n 十 1D)(n 十 2)(n 十 3) 一 10(n 十 D)n(n 一 1)(n 一 2). 
因为 (n 一 DnCn 十 1)(n 十 2)(n 十 3) 是 5 个 连续 正 整数 的 积 ， 其 中 至 少 有 两 个 连续 偶数 ， 这 两 个 
偶数 中 必 有 一 个 是 4 的 倍数 ， 所 以 ， 这 两 个 偶数 的 积 是 8 的 倍数 . 
因此 ，(n 一 DnCn 十 1)(n 十 2)(n 十 3) 是 8 的 倍数 ， 
又 (nm 一 Dn(n 十 Dn 十 2)(n 十 3) 是 3 和 5 的 倍数, 则 Gn 一 Dan 十 1)(n 十 2)《n 十 3) 是 8X3X5 二 
120 的 信 数 . 
另外 ,(n 一 2)(n 一 1 n(n 十 1) 又 是 3 和 4 的 倍数 ,从 而 是 12 的 倍数 . 
所 以 , 10Cn 一 2)(n 一 1)n(n 十 1) 是 120 的 倍数 . 
综 上 ， 目 标 式 @ 能 被 120 整除 
证 法 2 注意 到 
史 ( 形 一 1)( 形 一 5n 十 26) 一 (要 一 1)[( 到 一 5 十 6) 十 20] 
一 (na 十 D)z(n 一 1)(n 一 2)(nm 一 3) 十 20(n 一 1)mCn 十 1)。 
因为 (x 十 1)nln 一 1)(n 一 2)(n 一 3) 是 5 个 连续 正 整数 的 积 ， 其 中 至 少 有 两 个 连续 偶数 ， 这 两 个 
偶数 中 必 有 一 个 是 4 的 倍数 ， 所 以 ， 这 两 个 偶数 的 积 是 8 的 倍数 . 
因此 ，(n 十 n(n 一 1)(n 一 2)(n 一 3) 是 8 的 倍数 
又 (n 十 Dn(n 一 1)(n 一 2)(n 一 3) 是 3 和 5 的 倍数 , 则 (mn 十 DnCn 一 Cn 一 2)(n 一 3) 是 8X3X5 一 
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120 的 倍数 . 
另外 ，(n 一 D)z(n+1) 又 是 2 和 3 的 倍数 ， 从 而 是 6 的 倍数， 
所 以 ，20(" 一 1)z(n* 十 1) 是 20X6 一 120 的 倍数 . 

综 上 ， 目 标 式 @ 能 被 120 整除 . 
14， 由 已 知 

antz 一 (mn 十 3)aori 一 (na 十 2)as， 
antz 一 ar 一 (nm 十 2)(anr 一 ao) 
记 刀 +t 一 anf 一 av* 则 有 

bt =(nt Db,. 

由 此 易 得 名 一 中 . 

从 而 nl 一 av 一 ci， 
(n—D! 一 ae: 一 oo-z， 

2! =as—a, 

诸 式 相 加 ， 再 利用 a 二 1 可 得 
au 一 1! 十 21 十 … 十 ol. 

通过 计算 可 得 

ai 一 1 十 2! +3! 十 4!1 一 33， 

所 以 11 |aw， 
as=1 十 21 十 31 十 … 十 8! 一 46233， 

所 以 111as. 

又 n 宇 10 时 ， 

an 一 as 十 (9! 十 101) 十 11! +12! 十 … 十 ml 一 十 9! 。11 十 11! 十 121 十 … 十 md 
所 以 “11lla,(n 之 10)， 

于 是 , 当 n=4,n=8,n 之 10 时 ,11|a,. 

15, 证 法 1 设 表达 式 2r 十 3y 等 于 某 个 整数 上 ， 即 

2z 十 3y 一 人 
这 时 有 z= 一 y+ 


因此 ， 仅 当 人 > 等 于 某 个 整数 * 时 ，z 才能 是 整数 ， 由 > 一 :可 得 
y=k—2s. 
再 由 @， 
X=—yts™=3s—k 
因此 ， 仅 当 
一 一 上 十 35，3 一 上 一 25 
时 ， 整数 < 和 2 才能 满 下 等 式 0， 这 里 ,是 任意 整数 


反之 ， 当 s 取 任意 整数 时 ,由 @ 可 得 整数 x 和 y， 它 们 满足 等 式 @. 

又 设 

9r+5y=l, @ 
其 中 ! 为 某 个 给 定 的 整数 ， 

这 时 同样 可 得 

yx 一 5 一 上 ，y 一 一 9 十 27， © 
其 中 /是 任意 整数 . 

车 表达 式 2+ 十 3y 是 17 的 倍数 ， 由 人 和 @ 有 

z=—17nt+3s, y=17n—2s, 
其 中 ;为 任意 整数 . 

这 时 有 

9z 十 5y 一 9( 一 17m 十 3s) 十 5(17m 一 28) 一 17( 一 4 十 9)， 
于 是 9z 十 5y 也 是 17 的 倍数 . 

同样 ,车 gz 十 5y 是 17 的 倍数 ， 由 @@ 和 @ 有 

六 一 5 一 17mm，y 一 一 9t 十 34my 


从 而 可 得 
2z 十 3y 一 2(5L 一 17m) 十 3( 一 9 十 34znz) 一 17( 一 上 十 4zm)， 
于 是 2x 十 3y 也 是 17 的 倍数 


证 法 2 设 x 一 2r 十 39，v 一 9z 十 5y, 

当 z 和 ? 是 整数 时 ，u 和 vw 也 是 整数 . 

于 是 3v 一 5u=17z. [0 

当 2z 十 3? 能 被 17 整除 时 ， 即 能 被 17 整除 时 ， 由 @ 式 ，3v 能 被 17 整除 ， 又 由 3 和 17 互 
` 素 ， 则 wv 能 被 17 整除 ， 即 9z 十 5y 能 被 17 整除 . 

当 9x 十 5y 能 被 17 整除 时 ， 即 "能 被 17 整除 ， 由 @ 式 ，5w 能 被 17 整除 ， 又 由 5 和 17 互 素 ， 
则 w 能 被 17 整除 ， 即 2z 十 3 能 被 17 整除 . 

16， 解 法 1 如 果 一 个 正 整数 的 立方 以 8 结尾 ， 那 么 这 个 数 本 身 必 以 2 结尾 ， 即 它 可 以 写成 

mn 一 10k 十 2 (k 为 非 负 整 数 ) 
的 形式 ， 于 是 

如 =(10k 十 2)? 二 1000k’ 十 600k? 十 120k 十 8. 

其 中 120k 决定 了 ni? 的 十 位 数码 . 

由 于 要 求 wm 的 十 位 数码 是 8， 则 12k 的 个 位 数 应 是 8， 即 大 的 个 位 是 4 或 9， 因此 可 设 

k 一 5m 十 4 (m 为 非 负 整 数 ). 

这 时 冯 二 [10(5m 十 4) 十 2 二 125000m 十 315000m 十 264600m 十 74088. 

为 使 中 的 百 位 数字 是 8， 必 须 使 2646m 的 个 位 是 8， 最 小 的 mm 一 3. 

这 时 k=5m 十 4 二 19， nn 三 10 十 2 二 192. 

可 以 求 出 w= 二 7077888， 其 末 三 位 是 888. 

因此 所 求 的 最 小 的 为 192. 
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解法 2 由 题 意 有 1000| 靖 一 888, 所 以 

1000| 天 十 112 一 1000, 从 而 

1000|n +112. 

所 以 =” 是 偶数 ， 设 x* 一 2k， 则 

100018 十 112 一 8( 习 十 14)， 

这 就 需要 125| 忆 十 14. 

首先 必须 5| 忆 十 14, 因 此 大 的 个 位 数字 是 6 或 1. 

于 是 可 设 & 一 5 十 1( 为 非 负 整 数 ). 

大 十 14 一 (5m 十 1)3 十 14 一 125m2 十 75m2 十 15m 十 15 一 5(25m2 十 15m2 十 3m 十 3). 

为 使 125| 刀 十 14, 只 须 

25|15m? 十 3m 十 3， 

从 而 15me 十 3m 十 3 的 个 位 是 0 或 5. 由 于 

15zoz 十 3m 十 3 一 3m(5m 十 D) 十 3， 

ma(5m 十 1) 一 定 为 偶数 ,所 以 3m(5m 十 1) 的 个 位 数 一 定 为 2. 从 而 m(5m 十 1) 的 个 位 一 定 是 4, 此 
时 天 的 个 位 一 定 是 4 或 9. 为 此 设 m=51 十 4,(z 为 非 负 整数 ). 

15zz 十 3m 十 3 一 15(54 十 4)2 十 3(54 十 4) 十 3 一 15。25Pz 十 40。15t 十 16。15 十 15t 十 15 

=15* 25F: +24 。25t 十 15t 十 15。17. 

为 使 5115m 十 3m 十 3, 只 须 

25115t 十 15。17, 即 513+ 十 51. 

取 最 小 的 :一 3 

于 是 m=54 十 4 二 19, k=5m 十 1 二 96. 

从 而 nx 一 2 一 192. 

17, 由 于 34! 一 K。11。74 5，35。22 一 K。113。74。35 。25。107， 所 以 6 一 0，c 天 0. 

考虑 去 掉 最 后 面 的 7 个 零 时 的 情形 ， 知 该 数 可 以 被 2* 整 除 ， 也 可 以 被 8 整除 ， 即 最 后 三 位 数 
354 可 以 被 8 整除 (因为 1000 可 以 被 8 整除 )， 因 此 a 一 2. 

由 于 34! 可 以 被 9 整除 ， 所 以 各 位 数字 之 和 也 可 以 被 9 整除， 于 是 141 十 c 十 4 三 0Cmod9)， 即 
c+d=3(mod 9). 

而 34! 还 可 以 被 11 整除 ， 所 以 ， 奇 数位 与 偶数 位 上 数字 之 和 的 差 可 以 被 11 整除 ， 于 是 

80+d==61 十 c (mod 11)， 即 8 十 d=c (mod 11). 

当 c 十 d 一 3，8 十 d 一 < 时 ， 无 解 ， 

当 c+d=12，8 十 d=c 时， 无 解 ; 

当 c+d=12，d 一 3 十 < 时 ， 无 解 

当 c+d 一 3，d 一 c 十 3 时， 得 c=0，d 一 3. 

综 上 所 述 , a=2, b=0, c=0, d=3. 


第 八 章 平方 数 


1 设 V 民 一 所 一 n,nEN* ， 则 妈 一 导 一 天 一 0， hk 一 和 全， 从 而 六 十 4m? 是 平方 数 ， 


设 为 sz，mEN" ， 则 (m 一 2n)《m 十 2n) 二 记 ?. 


一 2n 二 1， 
因为 是 素数 , 且 p 之 3, 所 以 |” ，” ， kK 
m+2n=p°, i 于 


所 以 4- 圭 2 -22 二 十) ， 故人 人 二 ( 负 值 售 去 ). 


2， 设 到 十 59n 十 881 一 me (mm 为 整数 )， 则 
4nz2 一 (2n 十 59)2 十 43, 即 (2m 十 2n 十 59)(2m 一 2n 一 59) 一 43. 
因为 43 为 素数 ,所 以 ， 
2m 十 2n 十 59 一 43, 一 43,1, 一 1， 
mn eid 
解 得 "一 一 40 或 一 19. 
3. 设 吧 十 2007n 一 me (mmEN+ ). 
故 存在 正 整数 4， 满 足 zm 一 "十 k， 因 此 ， 


邮 十 2007n 一 Co 十 归 ? 即 mn 一 3 多 天. 

故 2007 一 2k>0,k<1003, 且 

《2007 一 2&) |k. 

为 使 n 取 最 大 值 ， 分 子 应 尽 可 能 大 ， 而 分 母 尽 可 能 小 . 


故 当 k 一 1003 时 ，n 一 1 中 将 一 1006009 为 其 最 大 值 . 


4. 注意 到 

24 十 2 一 144 一 12:. 

令 144 十 2 一 zz2 ， 其 中 mm 为 正 整 数 ， 则 
2 =m—144=(m—12)(m+12). 

上 式 右 边 的 每 个 因 式 必 须 为 2 的 等 ， 设 
mm 十 12 一 24， 

mm 一 12 一 2 ， 


其 中 pp，g€N, p+q=n, p>q. 


四 一 @ 得 

2 (2 生 " 一 D) 一 2X3. 

因为 2 所 "一 1 为 奇数 ，2" 为 2 的 寡 ， 所 以 ， 等 式 仅 有 一 个 解 ， 即 9 一 3， 思 一 9 一 2. 
因此 ，p 一 5，9 一 3. 

故 x 一 加 g=8 是 使 所 给 表达 式 为 完全 平方 数 的 唯一 正 整数 . 

5 二 了 十 2 ，401 二 1 十 20: ， 所 以 ， 

2005 一 5X401 一 12 十 il120 十 i 一 |(2 十 D(20 十 iD 上 一 !39 十 22il? 一 392 十 222. 

故 2005mw 一 (39X2005)2 十 (22X2005%2)2 是 两 个 完全 平方 数 的 和 . 


ee 
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因为 完全 立方 数 模 7 的 余数 只 能 是 0， 土 1， 所 以 ， 两 个 完全 立方 数 的 和 模 7 的 余数 只 能 是 0， 
士 1 十 

但 2005zw 王 32 一 (35)54X3 王 3(mod 7)， 

所 以 ，2005”” 不 是 两 个 完全 立方 数 的 和 . 

6. 设 100a 十 6 一 m 。201a 十 5 一 巡 ， 则 

101a 一 下 一 形 一 (nm 一 加 )(m 十 mm)，mmsm<<100、 

所 以 ， n 一 m<<100, n 十 m<200， 101|(m 十 nn). 

从 而 ，mm 十 ma 一 101. 

代入 a=n 一 m= 二 2n 一 101, 得 

201(2n 一 101) 十 6 二 叉 , 即 一 402n 十 20301 二 bE (9,100). 

经 验证 n=59，m= 二 101 一 n 二 42. 

从 而 ，a 一 一 mm 一 17，b 一 下 一 402m 十 20301 一 64， 即 Cab) 一 (17,64). 

7， 只 要 证 明 : 对 于 每 个 满足 plab 的 素数 p, 存 在 正 整数 m, 使 得 p” | ab. 

设 p 疡 ap bp ab. 

(1) 车 k=4, 则 关 目 (十 成 十 ab), 而 px*|abla 一 b)， 其 盾 . 

《2) 车 k>4 则 pr abla 一 DD) ,pa pr ab, 而 34,k 十 Lt24， 由 abla 一 b)| 
(@ 十 成 十 ab), 得 

pia th tab), 

PNB ab) = pb + pia bh. 

因此 , 一 定 有 3/=k 十 1, 即 =24. 

故 加 ab, 其 中 , b= pibi ,pb ae 一 pria pha 

同 理 ， 可 证 k<l 的 情形 . 

8， 解 法 1 只 需 证 户 一 1 二 (p 一 1)(p 十 1) 能 被 24 整除 . 

因为 p 为 大 于 3 的 率 数 ， 且 p 为 奇数 ， 所 以 ，p 一 1 与 p 十 1 为 两 个 连续 的 偶数 ， 且 其 中 之 一 
为 4 的 信 数 . 故 (p 一 1)(p 十 1) 能 被 8 整除 . 

又 因为 在 3 个 连续 的 整数 p 一 1，p，p 十 1 中 必 有 一 个 是 3 的 倍数 ， 且 p 为 大 于 3 的 案 数 ， 所 
以 ，(p 一 1)(p 十 为 3 的 倍数 . 

而 (8,3) 二 1, 故 疡 一 1==(p 一 1)(p 十 1) 能 被 24 整除 . 

解法 2 因 大 于 3 的 素数 均 可 以 表示 成 k 士 1 的 形式 ， 所 以 ， 

产 一 1==(6k 土 1)? 一 1=12k(3k 圭 1). 

又 因为 与 3k 士 1 的 奇偶 性 不 同 ， 则 它们 的 积 为 偶数 ， 所 以 ，p 一 1 能 被 24 整除 ， 

9， 显 然 ， 是 非 负 整数 ， 当 上 1，m 都 是 2 的 倍数 时 ， 等 式 两 边 同 时 除 以 2 的 时 ,使 得 &，1， 
m 不 全 是 偶数 ， 因 此 ， 可 以 假设 &，!，m 不 全 是 偶数 . 

因 完 全 平方 数 模 4 余 0 或 1,， 故 刀 十 2 十 只 模 4 余 1，2，3. 

所 以 ，2" 不 能 被 4 整除 ，” 只 能 取 0 或 1. 

当 " 一 0 时 ， 刀 十 刀 十 m 一 1， 此 时 解 为 (,z,m) 一 (0,0,1) 或 这 些 数 的 置换 ， 

当 n=1 时, 居 十 EF 十 m? 二 2， 此 时 解 为 (%,l,m) 二 (0,1,1) 或 这 些 数 的 置换 . 


.因此 ， 原 题 的 解 是 (0, 士 失 , 士 2: ,或 (0,0, 士 3 ) 或 这 些 数 的 置换 ， 前 者 nm 一 2 十 1， 后 者 n 二 
2k, kEN. 


10, 因为 A 各 X99…9 一 各 XC10” 一 D， 


克 A+2B+4 二 备 XC0” 一 DD 十 着 XC10" 一 DD 十 4 一 各 X10” 十 起 X10" 十 臣 
2 4 
一 (号 xl 地 ) . 
又 因为 2X10" 十 4=2X1 十 1 二 0(mod 3)， 因 此 ， 字 X10" 十 所 是 整数 . 


所 以 ， A 十 2B 十 4 是 一 个 完全 平方 数 . 

11， 倒 数 第 17 位 数 为 7 的 数 居多 . 

将 每 个 不 超过 10” 的 完全 平方 数 都 写成 一 个 20 位 数 〈 若 不 足 20 位 ， 则 在 前 面 空缺 的 位 置 上 
补 0)， 再 把 它们 分 为 1000 组 ， 使 得 每 一 组 内 的 数 的 最 前 面 三 位 数字 彼此 相同 ， 只 须 证 明 ， 在 每 一 
组 内 ， 第 四 位 数 为 7 的 数 都 比 第 四 位 数 为 8 的 数 多 . 

为 此 ， 将 左 闭 右 开 区 间 [(4 一 1)。10*,A。10*) 中 的 完全 平方 数 的 个 数 与 左 闭 右 开 区 间 [A， 
10",(A 十 1D)，10* ) 中 的 完全 平方 数 的 个 数 相 比较 ， 其 中 A<10' 是 任何 一 个 个 位 数 为 8， 前 面 三 
位 数字 任 取 的 正 整数 ， 

显然 ， 它 们 分 别 等 于 区 间 

[YA~I. 10,VA* 10:) 和 [VA 。10，VATT, 10) 

中 的 正 整数 的 个 数 ， 众 所 周知 ， 区 间 [a,b) 中 的 正 整数 的 个 数 与 区 间 的 长 度 6 一 a 的 差 不 超 过 1， 故 
只 须 证 明 ， 所 考察 的 两 个 区 间 的 长 度 之 差 大 于 2， 而 这 是 因为 
[VA*10— VA—I.10)—[ VATI. 10—VA. 10°) 
=10[(YA— VA—D—( VATI—VA)] 
和 1 
-0 (FFA TIE) 
-| A] 
(VA+ VA—D(VATI+VA) 
2X108 
(VATI+ YASDYA+ VASDVATFITYD 
> 2X10° 
2 Vi0X2 Vio x2 Vio™ 


=25>2. 


12. n=1, 2, 3, 6, 7, 15. 

首先 , 证 明 对 于 所 有 的 n>17， 有 多 于 2 个 不 同 的 表达 式 . 

因为 每 个 正 整 数 都 可 以 表示 为 4 个 或 不 足 4 个 的 正 整数 的 平方 和 拉 格 朗 日 四 平方 定理 )， 于 
是 ， 存 在 非 负 整 数 x;，y;，z;，w; (i 一 1，2，3,4) 满足 
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n 一 0: 二 葡 十 六 十 对 十 ué， 

nl =zf+#+4+uf， 

有 一 于 一 好 十 六 十 或 十 好， 

7 一 3 一 蕊 十 台 十 对 十 中， 

1 一 至 一 并 十 关 十 妇 十 喷 . 

由 此 得 

刀 一 戏 十 参 十 本 十 同一 1 十 好 十 闻 十 好 十 明 一 22 十 邓 十 旭 十 个 十 咕 
一 3 十 奏 十 姑 十 三 十 咀 一 径 十 葵 十 凑 十 巡 十 w 

假设 n 天 1 十 2 十 3? 十 笃 一 30， 则 有 

{1,2,3,4} 天 {zoyyoyzovzm). 

所 以 , 存在 kE {1,2,3,4}\{zo,yoyzova}， 且 对 这 样 的 人 ， 

并 十 嘎 十 加 十 吧 和 已 十 妇 十 如 十 好 十 由 是 n 的 不 同 的 表达 式 . 

因为 30=1 十 2 十 3 十 他 二 了 十 2 十 5 ， 只 要 考虑 1<m<16 即 可 . 

下 面 这 些 正 整数 有 两 种 〈 或 更 多 ) 不 同 的 表达 式 ， 

4 一 22 一 1 十 12 十 了 2 十 12， 

5 一 芋 十 2 一 二 十 ]2 十 12 十 1 十 1?， 

8 一 22 十 22 一 12 十 1 十 1 十 1 十 22， 

9 一 3 一 12 十 22 十 2 ， 

10= 荆 十 3: 一 1 十 2 十 2 十 22， 

11=12 十 1 十 3 一 12 十 12 十 1 十 2 十 2 。 

12 一 1 十 1 十 12 十 3: 一 22 十 2 十 22， 

13=12 十 1 十 1 十 1 十 3 一 1? 十 22 十 2 十 22， 

14 一 1 十 2 十 3 一 1: 十 1 十 2 十 22 十 22 ， 

16=4:=2: 二 2: 十 2: 十 22, 

而 1，2，3，6，7，15 这 六 个 正 整数 仅 有 唯一 的 表达 式 ， 

1 一 芋 ，2 一 1: 十 1 ，3 一 1 十 1 十 1 ，6 一 1 十] 十 2 

7=1: 十 1 十 1 十 2 ，15 一 芋 十 12 十 2 十 3?.。 

因此 ， 所 求 的 正 整 数 为 1，2，3，6，7，15. 

13， 因 44z 之 86868， 故 


[or 


从 而 工 至 少 为 四 位 数 . 
另 一 方面 ， 若 工 的 位 数 & 之 5， 则 
44z 一 86868>4X10' 一 105 二 3X10'>%#， 
于 是 得 447 一 86868>>p(x)(z 的 上 个 数字 之 积 ), 矛 盾 , 故 工 恰 为 四 位 数 - 
由 已 知 zx 的 四 位 数字 之 和 S(z) 满 足 1<S(z)<36, 故 SCz) 一 1,8 或 27. 
显然 SCz) 一 1 不 合 要 求 . 
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因为 0 一 放 (z) 和 9: 一 6561, 所 以 
86868 十 6561 ]_ 
z<[ 4 ] =2123. 


而 满足 1975<<z<2123 且 使 SCz) 一 8 或 27, 放 (z) 天 0 的 只 有 1989，1998，2114，2123 四 个 ， 
经 检验 只 有 z 一 1989 的 各 位 数字 的 积 等 于 44z 一 86868， 因 此 z 一 1989 是 本 题 的 唯一 解 . 

14， 因 为 9(2a 十 b)? 二 3? (2a 十 5)? 为 完全 平方 数 , 所 以 509(4a 十 5115) 为 完全 平方 数 . 而 509 
为 素数 ,可 令 

4a 十 5116 一 509X32 妇 . 0 

于 是 , 原 等 式 变 为 

9(2a 十 六 ?一 509: X 3 所, 即 24+b=509k. 

从 而 ,6 一 509% 一 2a, 代 入 式 〇 得 

ha 二 511(509k 一 24) 二 509X 3 由 ， 

解 得 a 一 < 型 二 9. 


因为 。 为 素数 , 即 全 31 一 为 素数 ， 所 以 ,有 以 下 儿 种 情况 


(1) 当 夺 1 时， 一 华 21 5 半 风 一 下 一 251 为 素数 ,符合 条 件 ， 此 时 ， 
4 一 509k 一 2a 王 509 一 502 王 7. 
(2 ) 当 h=2 时 ， a 一 大 并 二 中 一 511 一 18 一 493=17X29 不 为 素数 , 合 去 ， 


(3) 当 人 >2， 且 有 为 奇数 时 ， 因 为 一 全 5 3 一 。 下 为 素数 ， 而 >>1， 所 以 ， 
型 元 妾 一 1， 但 中 元 吕 一 1 无 整数 解 ， 会 去 . 


(4) 当 h>2， 且 为 偶数 时 ， 因 为 a 二 公开 上 -中 >= 等 (511 一 9) 为 素数 ， 而 各 >1， 所 以 ， 


511 一 9% 一 1， 但 511 一 =1 无 整数 解 ， 舍 去 . 
综 上 所 述 ，a 一 251，0 一 7. 
15. 采用 反 证 法 ， 设 妈 十 7 一 也 对 某 个 正 整数 对 (mn，z) 成 立 ， 则 
(1) n 为 奇数 ， 否 则 导致 二 3 (mod 4)， 矛 盾 ! 
《2) nm 二 1 (mod 4)， 这 是 因为 ”为 奇数 ， 故 47 十 7， 因此 n=1 (mod 4). 
《3) 由 汝 二 nn? 十 7 可 得 
好 十 112 一 站 十 128 一 (十 2)( 于 一 2 十 4 一 8 十 16 于 一 32m 十 64). @ 
现在 , 若 llhz, 则 二 十 11? 的 每 一 个 素 因子 pp 都 为 奇数 , 且 Pp 三 1(mod 4). 这 是 因为 车 p 三 
3(mod 4), 设 p= 二 鳞 十 3, 则 由 二 三 一 1 (mod p) 两 边 2x 十 1 次 方 , 得 
11”!=—1(mod p), 
矛盾 ! 《这 里 用 到 Fermat 小 定理 ) 
但 由 @ 知 n+2| 民 十 1 ,而 mn 十 2 三 3 (mod 4) ， 它 至 少 有 一 个 模 4 余 3 的 素 因子 ,这 与 二 十 
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11? 的 每 一 个 素 因 子 都 满足 p 三 1 (mod 4) 矛盾 . 

若 z 为 11 的 倍数 ， 设 zx=11y， 则 @ 变 为 

121(y +D)=(nt+2) Cn —2m +4nt 一 8 十 162 一 32m 十 64)， 
依次 将 n= 二 0， 土 1， 土 2，…， 士 5 (mod 11) 分 别 代 人 直接 计算 ， 可 知 下 一 2 十 4n 一 8 十 
16mr 一 32n 十 64 不 是 11 的 倍数 ， 所 以 121|(n 十 2)， 这 表明 


2 十 2 
121 


站 十 ] 一 (mn 2m 十 4 一 8 十 16z2 一 32n2 十 64). 四 


与 前 类 似 可 证 ，> 十 1 的 每 个 素 因子 都 模 4 余 1， 因 此 其 每 个 奇 约 数 都 模 4 余 1， 但 了 一 


3 《mod 4)， 所 以 @ 不 能 成 立 . 

综 上 ,wr 十 7 不 是 一 个 完全 平方 数 . 

16， 设 为 奇 素数 ， 则 (之 二 ) 是 好 平方 数 [ 因为 (1) =p+ (如 1) 1] 

又 奇 素数 p 有 无 数 个 ， 从 而 ,好 平方 数 有 无 数 个 . 

设 ”为 正 整数 . 

下 面 证 明 :(3n 十 2)* 是 坏 平方 数 . 

实际 上 , 反 设 存在 正 整 数 工 及 素数 ,使 (3n 十 2)? 一 懂 十 p, 则 

p=(3n+2)’—z =(3n+2+z)(3n+2—z). 

而 请 是 素数 , 因此 ， 

3n 十 2 一 zx 一 1，3n 十 2 十 zx 一 如 

解 得 一 3(2n 十 1)， 与 p 是 素数 矛盾 . 

因为 正 整 数 ” 有 无 数 个 ， 所 以 ， 坏 平方 数 有 无 数 个 . 

17. 证 法 1 不 失 一 般 性 ,不 妨 设 S 中 只 含有 正 整 数 . 

设 S={2%3% oa 加 EZva ,b>0,1<i<9}. 

只 需 证 明 存 在 1<ii，i。 ,二 9， 使 得 

an 十 aa 十 aa 6 十 如 十 如 0 (mod 3). 

对 "一 23*ES， 称 (ao(mod 3) ,bmod 3)) 为 n 的 类 型 , 则 共有 以 下 9 种 类 型 ; 

《0,0),(0,1),(0,2),(1,0),(1,1),(1,2),(2,0)，(2,1)，(2,2). 

记 S 中 类 型 (i,j) 的 元 素 个 数 为 NGi,7). 

当 N(i, 站 满足 以 下 四 个 条 件 之 一 时 ， 可 得 到 乘积 为 完全 立方 数 的 3 个 不 同 的 整数 ， 

(1) 存在 (i,7), 使 得 N(i,j) 之 3; 

(2) 存在 iE {1,2,3}, 使 得 NCi,0)N(i,DN(Gi,2) 取 0; 

(3) 存在 jE {1,2,3}, 使 得 NC0,DNG1,7)N(2,) 取 0; 

(4) NOG)NGa ji) NG ,nn) FA0, 其 中 ， 仁 全 居 } 一 信和 为 } 一 (0,1,2}. 

假设 条 件 (1) ，(2)，(3) 均 不 满足 . 

由 于 对 所 有 的 (zj7)， 均 有 N(i,j)<2, 因此 , 存在 至 少 5 个 非 零 的 NGi,j). 此 外 ,对 这 些 非 零 
的 N(i, 让 ,不 存在 某 三 个 的 i 值 或 ; 值 相同 . 

根据 这 些 条 件 ， 易 知 条 件 〈4) 必然 满足 [例如 ， 在 3X3 的 方 阵 中 ， 行 和 列 均 按 0，1，2 标 


记 ， 将 所 有 的 非 零 的 NGi,7 填 人 第 i 行 第 7 列 ， 那 么 ， 总 可 以 在 该 方 阵 中 找到 三 个 元 素 ， 它 们 的 
行 和 列 都 不 同 ， 此 即 4)]. 

证 法 2 对 nm 一 23*ES， 同 证 法 1 得 到 9 种 的 类 型 . 

注意 到 以 下 两 点 : 

(1) 对 任意 5 个 整数 ， 总 存在 3 个 数 之 和 能 被 3 整除 ; 

(2) 对 和 j,kE 140,1,2} ,i 十 j 十 k==0Cmod 3) 当 且 仅 当 i==j 二 或 (i,j,k} 二 (0,1,2}. 

用 工 表示 S 中 整数 的 类 型 的 集合 ，N(i) 表 示 S 中 类 型 为 (i,* ) 的 整数 的 个 数 ,M(i 表 示 使 得 
(i, 站 ET 的 整数 jE {0,1,2) 的 个 数 . 

若 对 某 些 i， 有 N(i) 宇 5， 则 由 (1) 知 结论 成 立 ， 否则 ， 对 于 {0，1，2) 的 某 些 排列 不 
成 立 ， 

18， 设 正 整数 a 满足 4 一 4(a) 一 必 ， 且 4 有 ?十 1 位 数字 ，n 之 0， 又 设 a 的 最 后 一 位 数字 为 ;， 
< 的 第 一 位 数字 为 了， 因为 


(Cs 一 不 一 < 一 太 ee， 
其 中 * 表示 一 位 数字 ， 所 以 ，f 既是 末 位 数字 为 s 的 一 个 数 的 平方 的 最 后 一 位 数字 ， 又 是 首位 数字 
为 的 一 个 数 的 平方 的 第 一 位 数字 . 

完全 平方 数 a 二 d 要 么 是 2n 十 1 位 数 ， 要 么 是 2n 十 2 位 数 . 

若 * 一 0， 则 n 关 0， 5 有 n 位 数字 ， 其 平方 < 最 多 有 2n 位 数字 .所 以 ，d 也 最 多 有 2n 位 数字 ， 
矛盾 . 

因此 ，a 的 最 后 一 位 数字 不 是 0. 

车 :二 4， 则 一 6， 因 为 首位 数字 为 4 的 数 的 平方 的 首位 数字 为 1 或 2， 即 

160.…0 一 (40…0)2<<(4* … x )2<<(50…0)z 一 250.…0， 
所 以 ，s* 天 4. 

下 表 给 出 了 s 所 有 可 能 的 情况 下 对 应 的 的 取 值 情况 : 


1 2 3 4 5 6 7 8 9 


s 


一 (Ce 
的 末 位 数字 


4 9 6 5 | 6 9 4 | 1 


1 
a [es 91 | 12 
的 首位 数字 | ”| 6,7,8 | “ 


2,3 | 3,4 4,5,6 | 6,7,8 


从 上 表 可 看 出 ，s 二 1，s 二 2，s 二 3 时, 均 有 一 了 . 

当 s=1 或 ;2 时 ,nn 十 1 位 且 首 位 数字 为 s 的 数 b 的 平方 < 一 中 是 2n 十 1 位 数 ; 当 s 二 3 时 ， 
<c 一 必要 么 是 首位 数字 是 9 的 2 十 1 位 数 ， 要么 是 首位 数字 是 1 的 2n 十 2 位 数 。 由 f= 二 # 二 9 知 首位 
数字 不 可 能 是 1， 所 以 ，* 一 定 是 2 十 1 位 数 . 

设 a==107 十 s， 其 中 + 是 n 位 数 〈 特 别 地 ， x= 二 0, 设 w= 二 0)， 则 

b=10"s+zx,c=10"s*+2X10"sr+r, 


离 互 涪 淤 否 王 性 太 涟 加 入 和 交 O 
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d=10(c—10" N+f=10" ?+20X10sr+107 —10"f+f, 
其 中 m 是 数 c 的 位 数 ， 且 已 知 m==2n 十 1，f==#. 
攻 d=20X10"sr 十 10z? 十。 


由 ==d, 解 得 z=2; 10 


于 是 ，a 一 6…63，a 一 上 .42 或 a 一 2.-21， 其 中 x>0. 


个 只 中 
对 于 前 两 种 可 能 的 情况 ， 若 ">>1， 由 喷 一 4， 得 4 有 21 十 2 位 数字 ， 这 表明 c 也 有 2n 十 2 位 数 
字 . 这 与 < 有 2n 十 1 位 数字 矛盾 ， 因 此 ，> 一 0. 
综 上 所 述 ， 满 足 条 件 的 数 a 分 别 为 
4 一 3，a 一 2， 4a=2."21, 其 中 nn 过 0. 


只 
第 九 章 ” 公 约 数 和 公 售 数 
1， 设 100 个 正 整数 a1，as ，…，aiw 的 最 大 公约 数 为 4， 并 令 
@=da) (1<j<100). 
由 于 a 十 az 十 …* 十 qiw 一 da 十 a 十 … 十 qt) 二 101101 二 101，1001, 于 是 
af，al，"…，afw 不 可 能 都 是 1， 从 而 
对 十 ai 十 …… 十 aiom 之 1。99 十 2 一 101. 
从 而 ds<1001. 
另 一 方面 取 a 一 az 一 … 一 ao 一 1001，a 一 2002， 这 时 满足 
4 十 oa 十 … 十 ao 一 101101. 
而 (1001,1001,…,1001,2002) 一 1001， 
所 以 a1 ，as，…，aiw 的 最 大 公约 数 的 最 大 可 能 值 为 1001. 
2， 设 所 求 的 数 为 和 2?， 且 d 一 (z,y), 则 
z=dzi,y=dy (zi ) 一 1. 


于 是 [z,3]= 李 =dniy. 
由 题 意 ,有 
人 十 y) 一 667， 
cx 
120. 


Se 


由 zy=120=2:。3.5， 

又 ”667 一 1. 23。29， 
因此 由 @,@ 可 得 

妃 一 8 一 15, 或 z=24, 六 一 5. 
相应 的 di 一 29，d, 二 23. 

， 所 求 的 数 有 两 组 : 


研一 232， 沪 一 435， 或 一 552， 交 一 115. 

3. 由 于 55 是 5 与 11 的 最 小 公 倍 数 ， 所 以 ， 在 不 大 于 55 的 正 整数 中 , 恰 有 11 十 5 一 1 一 15 个 
数 能 被 5 或 11 整除 、 这 些 数 是 : 

四 一 5，dw 一 10，m 一 11，a 一 15，w 一 20，ae 一 22，ar 一 25，as 一 30， 

四 一 33，al 一 35，a 一 40，aiz 一 44，an 一 45，anu 一 50，an 一 55. 

又 由 于 2004 一 133X15 十 9， 于 是 ， 所 要 找 的 数 为 

133X55 十 一 133X55 十 33 一 7348. 

4 令 N 一 9a 十 91 十 9cz. 

如 果 a，b，c 都 是 3 的 倍数 ， 则 N 可 被 81 整除 ， 与 题 意 相 矛 盾 . 

于 是 ， 可 设 a 不 是 3 的 倍数 . 

如 果 a+b+c 是 3 的 倍数 ， 则 将 a 换 为 一 2:， 原 表达 式 不 变 ， 所 以 , 可 设 a 十 5 十 c 不 是 3 的 
倍数 . 

注意 到 

N=9a?+98 +9c =(2a+26—e)?+(26+2c—a)*+ (2c+2a—b)?, 
其 中 ,24 十 2 一 c= 二 2Ca 十 6 十 c) 一 3c 不 是 3 的 倍数 . 

同 理 ， 其 余 两 个 整数 也 都 不 是 3 的 倍数 . 

5， 由 已 知 1059 皇 1417 生 2312 (mod d)， 则 

d|2312—1417=895， 

d|1417—1059=358. 

而 (895,358) 一 179, 所 以 有 d1179. 

又 因为 179 是 素数 ，cd 人 1， 所 以 

d=179., 

再 由 1059 一 179。5 十 164， 于 是 "一 164. 

d 一 r 一 179 一 164 一 15. 

6， 设 [di ,ds] 表 示 di ，d; 的 最 小 公 倍数 ，P; 是 所 有 题 设 的 公差 为 必 〈j 一 1，2) 的 等 差 数列 
的 并 ，S=Pi 门 P:， 于 是 ，S 是 具有 公差 [di ,dz] 的 一 个 等 差 数列 . 

设 y 是 P 的 最 小 元 素 ，z 是 S 的 最 小 元 素 . 

注意 到 公差 为 d, 的 任 2 个 等 差 数 列 至 少 有 2 个 公共 元 素 ， 故 b<k 一 1. 

将 a,& 的 最 大 公 因 数 记 作 gcd(avb). 


车 set 所 名 ， 则 从 54<k 一 1 可 得 出 结果 . 


项 ~ 上 
荐 Eedryd)> 2， 令 


a qd __ 
m2 Rd 


公差 为 di 的 每 一 个 等 差 数列 至 少 包含 S 的 2 个 元 素 ， 且 从 r 十 md (0<m<k 一 2) 开 始 ， 而 公 
差 为 d、 第 一 项 为 z 十 di1，z 十 2di ，…，z 十 mo 由 之 一 的 等 差 数列 只 包含 S 的 1 个 元 素 ， 即 
十 [dl ,dz]. 
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ET 
因此 ,bk 一 1 2 二 


7. (1) 设 任意 一 对 不 考虑 次 序 的 正 整数 对 (m,n) (mmE {1,2,…,k}) 对 应 的 素数 为 Pm n), 
其 中 m 关 n, 且 车 数 对 (msn) 和 (mi,m) 不 同 , 则 

Pm mn) Fm mn ). 

设 a = 直 gcw0,i=1,2,.…4 则 

=! 

集合 {w ,az ,…',ar} 满 足 要 求 的 条 件 . 

因为 a; 和 a 的 最 大 公 因数 为 P(i 方 ,oa ,ai 的 最 大 公 因 数 为 p 人 iD, 其 中 pi 六 ,yp(i,D) 为 不 同 
的 素数 ， 因 此 ，a;，a;，al 的 最 大 公 因数 为 1， 故 对 于 所 有 的 &*《k 宇 3)， 均 满足 条 件 . 

(2) 不 存在 满足 条 件 的 集合 ， 假 设 存在 满足 条 件 的 集合 {a az ,…} ， 则 显然 有 w >1. 

设 am 一 加 控 … 扩 ， 其 中 py，Pr，…，p, 是 不 同 的 素数 ， 考 虚 其 中 的 s 十 1 个 数 gs，as，…， 
%+*， 因 为 这 * 十 1 个 数 中 的 每 一 个 均 与 a1 不 互 素 ， 因 此 ， 每 一 项 均 能 被 pr ，poe，…，p, 之 一 整除 
所 以 ， 存 在 两 个 数 ， 不 妨 设 为 a 和 a,， 这 两 个 数 均 能 被 请 整除 ， 于 是 ，ai ，an ，w 不 互 素 ， 矛 盾 . 

8.， 当 六 一 ?一 1 时 ， 由 已 知 条 件 可 得 (1) 十 f(1) 是 (1? 十 1)?==4 的 正 因数 . 因为 妃 十 ?一 4 无 束 
数 根 , 且 严 (1) 十 AD) 比 1 大, 所以， 

fiD+AD=2. 

从 而 , f(1)=1. 

当 m=1 时 ,有 

(fm + Dnt’, O 
其 中 "为 任意 正 整数 

同 理 , 当 n=1 时, 有 

(fm +D | Om +)’, @ 
其 中 m 为 任意 正 整 数 . 

要 证 明 f(n) 二 n, 只 须 证 明 有 无 穷 多 个 正 整数 k, 使 得 F(b) 一 上 实际 上 , 若 这 个 结论 是 对 的 ,对 
于 任意 一 个 确定 的 nE N+ 和 每 一 个 满足 Fi) 一 的 正 整数 ,由 已 知 条 件 可 得 

十 f(D = (+fn) 
整除 (十 n)?。 

又 (tm)?=[CR 十 fm) + Cn fm =A) + no fm), 

其 中 A 为 整数 . 

于 是 ，(n 一 /(n)》* 能 被 妈 十 f(n) 整 除 .因为 上 有 无 穷 多 个 ,所 以 ,一 定 有 (n 一 fm))*=0, 即 对 
于 所 有 的 nEN+ ,有 f(n) 二 n. 

对 于 任意 的 素数 ,由 式 O 有 

(fp—D+D |p 

所 以 ,fp 一 D++1==p 或 f(p 一 D+1= 疡 . 

著 f(p 一 DD 十 1= 产 ,由 式 @ 知 ( 产 一 1)? 十 1 是 [(p 一 1)* 十 1J* 的 因数 ， 但 由 >1， 有 

(p+l>(p— Dptl)’, 


[Cp—D+D PELp—D)+p— DT =(p— Dp, 
矛盾 . 因此 , f(p 一 1) 十 1 一 p, 即 有 无 穷 多 个 正 整数 p 一 1, 使 得 f(p 一 1) 二 p 一 1. 


第 十 章 裴 蜀 定理 


1。 从 两 个 集合 中 元 素 的 表达 式 入 手 . 
因为 12m 十 8n 十 4 一 4(3m 十 2n 十 D)， 
20p+16g+12r 一 4(5p 十 4g 十 37)， 

及 (3,2,1) 二 1,(5,4,3) 二 1, 由 裴 蜀 定理 可 知 

3m 十 2n 十 1 与 5p 十 4g 十 3r 均 可 表示 所 有 整数 ,所 以 ,M= N= 二 {k|k 二 41,1€ 2}. 
故 选 A. 
2， 将 已 知 直线 化 为 25z 一 15y 十 12 一 0. 设 平面 上 整 点 (zo ,yo) 到 直线 的 距离 为 
125ma 一 15m 十 12| 


5 V34 
而 (25,15)=5, 由 裴 罚 定理 知 25zo 一 15y 表示 5 的 所 有 信 数 . 当 25zxo 一 15x 一 一 10 时 ,d 取 最 
A 
小 值 生 / 操 条 而 . 故 选 及 


3，z 一 e 萎 ，uw 一 焰 《(k、LEZD)， 则 zw 二 外 二 后 ， 因 为 (8,3) 二 1， 所 以 ，8k 十 31 可 表示 所 
有 整数 ， 故 D 中 有 144 个 元 素 . 

4. fm) 一 2(m 十 1) 一 1. 由 (2",1995) 一 ] 知 , 存在 1 和 mw 入 1994，wEZ, 使 得 2"uo 十 1995h 一 1， 
如 EZ 从 而 , 19951(2owo 一 1 取 1mw 二 ww 一 1， 则 1995|f, (mw), 其 中 0<m<1993， 唯 一 性 可 由 带 余 
除法 定理 证 得 . 

5， 记 fin 一 azo 十 byo 十 cw 二 do， 设 (asb,c) 一 d， 显 然 有 d | do， 从 而 d<d。， 另 一 方面 ， 由 
裴 罚 定理 知 ， 存 在 整数 z+，y，z， 使 得 az 十 by 十 cz 二 d， 因 为 do 最 小 , 故 do 所 4d， 所 以 ，do 一 d， 
即 Au 一 (aybvc).。 

6， 只 须 证 pg 一 pp 一 9 不 可 表示 为 pz 十 4y， 反 证 法 ， 若 加 一 2 一 9 一 ap 十 四 〈a， 0 非 负 )， 则 
pq=(1 十 a)p 十 (1 十 byq, 因此 , 四 (1 十 ，9|(1 十 ao). 令 1+a=a'g,1+5 一 pl(a' ,6 之 1), 得 加 一 
la’ 十 )pq. 但 a 十 b 二 1， 矛盾 . 

7。 从 极端 情况 出 发 ， 考 察 球 数 最 多 和 最 少 的 盒子 . 

因为 (mo) 一 1， 由 斐 蜀 定理 知 ， 存 在 x，vEZ+ ， 使 得 由 一 wm 十 1 一 z(m 一 1) 十 o 十 1. 

此 式 表明 ， 对 盒子 连续 加 球 4 次 ,可 使 m 一 1 个 盒子 各 增加 个 球 ， 一 个 盒子 增加 了 (zw 十 1) 个 
球 ， 这 样 可 将 多 增加 了 一 个 球 的 盒子 选择 为 原来 球 数 最 少 的 那 一 个 ， 经 过 ww 次 加 球 之 后 ， 原 球 数 
最 多 的 盒子 中 的 球 数 与 球 数 最 少 的 盒子 中 的 球 数 之 差 减少 1， 因此 ， 经 过 有 限 次 加 球 后 ， 各 盒子 中 
的 球 数 相等 . 

8， 显 然 ，(1,p) 和 (2,2) 满 足 题 意 . 

下 面 考虑 n 宇 2，p 之 3 的 情形 . 
因为 (p 一 "十 1 是 奇数 , 所 以 , n 也 是 奇数 . 从 而 , n<2p. 记 为 n 的 任 一 素 因子 ， 则 glCcp 一 


次 吾 这 潍 愉 卫 惧 洋 沁 同 凌 奖 O 


1 十 1] 知 (p 一 D" 二 一 1(mod 9)， 且 (9 一 1D) 一 1. 由 4 的 选取 知 (n,p 一 1) 二 1， 由 裴 蜀 定 理 知 ， 
存在 整数 x，v， 使 得 

an 十 ug 一 1) 一 1. 

根据 费 尔 马 小 定理 , 知 

pl=(p—D". (p—D*T =(—D)"X1 (mod 9). 

因为 w 必 为 奇数 , 则 p 一 1 二 一 1(mod g). 这 说 明 q|p, 进 而 有 9 一 户 , 故 证 得 n=p. 

于 是 , pr 整除 [Cp 一 D? 十 1] 一 pCp? 一 Cp 十 十 C93p 一 C8 十， 

在 上 式 的 小 括号 中 ， 除 最 后 一 项 外 均 可 被 p 整除 (p|CG; ,1<k<p 一 1)， 这 说 明 p 一 1<2， 即 得 
p=3. 

综 上 所 述 ， 所 有 的 解 为 (2,2),(3,3) 和 (1,p)， 其 中 p 为 任意 素数 . 


第 十 一 章 ” 互 素数 与 欧 拉 函 数 


1， 首 先 证 明 2abc 一 ab 一 bc 一 ca 不 能 表示 为 zbc 十 yca 十 zab 的 形式 . 

用 反 证 法 , 设 2abc 一 ab 一 bc 一 ca 二 zxbc 十 yca 十 zab, 其 中 x,y,z 为 非 负 整数 , 则 有 
2abc=bc(zx+1)+ca(yt1)+ab(zt1). 

由 归纳 假设 at! | (a 十 1)* 一 1. 

而 上 式 中 的 第 二 个 方 括号 中 有 a 个 被 加 项 ,把 它 表示 为 

[CatD 1]+[at De —1]++[(at+1)—1]+a. 

由 (1)， 即 一 0 时 命题 成 立 的 结论 ,上 式 每 一 项 都 能 被 a 整除 ,因而 

alL(at D+ (at 1 二 +.… 十 1]. 

从 而 有 art?|(at+1)* 一 1. 

因此 , 当 n=k 十 1 时 ,命题 成 立 . 

由 以 上 ,对 非 负 整数 ,命题 成 立 . 

2. 首先 zx 二 1，y 二 1 是 符合 条 件 的 一 组 整数 解 . 

其 次 ,如 果 (x,y) 是 符合 条 件 的 一 组 解 ,有 zx<y, 那 么 考察 整数 对 (z,y) ,其 中 


离 互 术 涟 下 王 心 涟 泗 同 渡 交 0 


入 十 mm 一 zxrl。 0 

显然 ,由 中 可 知 ,zx 与 y 的 任何 素 公 约 数 都 是 m 的 约 数 ,又 由 条 件 (2),y| x 十 m, 则 这 个 素 公约 
数 也 是 z 的 约 数 . 

因此 有 

(1,9)=1. 

由 @ 式 及 条 件 (2) 可 得 


到 (好 十 加 一 (zz 和 十 玫 m 一 (六 十 mo 十 好 mm 一 学 十 2m 十 mm( 妇 十 mm) 是 y 的 倍数 . 

由 于 (z,?) 一 1, 因 此 y| 如 十 m, 从 而 (zi ,y) 满 足 条 件 (1),(2),(3), 且 zx>>y>>z 

再 由 @ 式 又 可 得 (zi )，(ma yy (resy) ,1 且 <z1<<z 攻 yy 到 为 一 …, 这 一 过 程 可 
无 限 多 次 进行 下 去 ,使 我 们 得 到 无 穷 多 组 符合 题目 条 件 的 整数 . 

3. 取 一 整数 m，1<<m<18, 


用 连续 的 自然 数 7 十 m，n 十 m 十 1，…，n 十 m 十 13 这 14 个 数 给 项 链 A 的 珠子 标 数 ， 只 要 保证 
nn 十 m 和 十 mm 十 13 互 素 ， 即 


《mn 十 mma 十 mm 十 13) 一 1， @ 
我 们 的 标 法 就 符合 要 求 . 这 是 因为 一 对 相 邻 的 整数 总 是 互 素 的 ,又 有 "十 加 和 ?十 mm 十 13 互 素 , 则 项 
链 A 上 相 邻 珠子 标的 数 都 互 素 . 

然后 用 nn 十 m 十 14 到 nn 十 32Cm 十 14<<32) 及 nn 到 nn 十 m 一 1 为 项 链 B 的 珠子 标号 ,其 条 件 是 

(mnt+32)=1, @ 
和 (nm 十 m 一 1,n 十 mr 十 14) 一 1 四 

由 于 (4 从 二 (a,b5 一 0) , 则 四,@,@ 化 为 

(ny32) 一 (na 十 m 一 1,15) 一 (mn 十 mm,13) 一 1 

由 于 nn 是 奇数 , 则 (nm,32) 二 1 自然 成 立 . 

关于 (n 十 m 一 1,15) 一 1, 我 们 考虑 以 15 为 模 的 剩余 类 . 

注意 到 mx 十 m 一 1 和 关 0 (mod 15) ,等 价 于 

mm 天 1 一 an(mod 3) ， 

m¥1—n(mod 5). 

又 由 (n 十 m,13) 二 1 可 知 

mr 天 一 mn(mod 13)， 

因为 在 m 的 18 个 可 能 的 数 {1,2,…18) 中 ,只 有 6 个 满足 m 三 1 一 n(mod 3) ,至少 有 4 个 满足 m 王 
1 一 nx(mod 5), 至 多 有 2 个 满足 m 三 一 n(mod 13). 

因此 ,至 少 剩 下 18 一 (6 十 4 十 2) 一 6 个 mm 的 值 满足 要 求 . 

4. 《1) 因为 p,q 是 两 互 异 的 素数 ， 则 小 于 且 与 pq 互 素 的 自然 数 ， 既 不 能 被 p 整除 ， 又 
不 能 被 9 整除 . 

而 从 1 到 pg 一 1 的 pg 一 1 个 自然 数 中 ， 能 被 p 整除 的 有 9 一 1 个， 能 被 4 整除 的 有 一 1 个 数 . 

gp9=pq—1—(p—D—(g—D=(p—D(g—L). 

(2) 由 (1D 有 

(p—D)(g—l)=3pt+g, 

pq—4p—2g+1=0, 

(p—2)(g—4)=7. 
全 生生 
4 一 4 一 1，Lq 一 4 一 一 7， 

解 得 p==3,g 二 11. 

5. 记 9 (n) 为 欧 拉 函数 ， 即 不 超过 ”的 、 与 ” 互 素 的 自然 数 的 个 数 . 

容易 看 出 S. 中 每 两 个 相 邻 的 数 互 素 ， 并 且 较 大 的 数 等 于 它 左 右 两 个 相 邻 数 的 和 . 

下 面 用 数学 归纳 法 证 明 : 在 "之 2 时 ， 每 一 对 不 大 于 n 的 互 案 数 a>b, 在 S:，S;，…，S, 中 
恰 有 两 次 相 邻 . 

由 对 称 性 


每 个 S 中 的 数 都 关于 2 对 称 ， 则 只 须 证 明 ，a 和 5 在 2 的 左边 恰 有 一 次 相 邻 ， 


7 二 2 时 ， 结 论 是 显然 的 . 


离 瑟 六 苏 否 下 性 活 语 加 入 汪 O 


河和 过 溢 侣 五 性 溢 洲 同 汶 并 O 


假设 对 n 一 1 (n 一 1>>2) 结论 成 立 . 

只 考虑 2 的 左边 . 

车 a<n, 则 a, 65 在 S。 中 不 相 邻 . 

否则 ， 若 a, 5b 在 S, 中 相 邻 ， 由 S. 的 构造 ， 则 a 一 5 与 5 均 在 S,-, 中 并 且 相 邻 ， 由 归纳 假设 ， 
4a 和 65 在 St，…，S! 中 相 邻 ,从 而 a 一 5, 5 在 Si;:，S;,…，S, :中 相 邻 。 这 样 ,， a 一 b 和 65 在 
Ss，…,S.-! 中 ,在 2 的 左边 至 少 相 邻 两 次 ， 出 现 矛盾 . 

于 是 a 和 4 在 S:，…，S, 中 与 在 Ss，…，S，: 中 相 邻 的 次 数 相同 ， 均 为 一 次 . 

著 a=n, 则 由 mn 一 6, 8 在 S:，…，S, -中 仅 相 邻 一 次 ， 所 以 mw， 6b 在 Ss，…，S, 中 仅 相 邻 
一 次 . 
于 是 对 n， 结 论 成 立 . 
现在 考虑 5:，*…，S，( 不 限于 2 的 左边 ) 中 那些 首次 出 现 的 n， 它 们 也 就 是 S, 中 的 个 数 ， 
这 些 的 左 邻 与 右 邻 <n〈 它 们 的 和 等 于 wn)， 并 且 与 n 互 素 . 

由 上 面 的 论证 ，n 的 左 邻 与 右 邻 的 个 数 为 2p 〈z) ， 所 以 S, 中 的 个 数 为 p(n). 

本 题 的 结果 为 : 在 Sises 中 ,1988 的 个 数 是 

p1988)=p(4)p(7) 9(71) =840. 

6， 因 为 z+ 是 有 理 数 ， 所 以 ，z 从 小 数 点 后 某 位 开始 具有 周期 性 ， 设 周期 长 度 为 4， 且 设 d= 
2'm， 其 中 ， "是 奇数 ， 则 存在 正 整数 ww， 使 得 2* 三 1 (mod vw)， 特 别 地 ， 可 以 取 世 =p(v)， 其 中 ， 
9 是 欧 拉 函数 . 

于 是 ， 对 于 每 个 正 整数 +， 有 

2 =2" X2*=2" (mod 只 

又 对 于 所 有 的 x>vw， 有 

Zt*=2"=0 (mod 2"). 

则 对 于 所 有 n 之 x， 有 2"** 三 2” (mod d). 

因此 ， 当 足够 大 时 ，z 的 小 数 点 后 第 2"™ 位 数字 与 第 2" 位 数字 相同 ， 故 y 的 小 数 点 后 第 
nn 十 ww 位 数字 与 第 位 数字 相同 . 所 以 ,y 小 数 点 后 的 数字 从 某 位 开始 以 ww 为 周期 . 从 而 ,y 是 有 理 数 . 

7 注意 到 一 0 或 四 一 0 时 ， 上 述 不 定 方程 无 解 ， 于 是 ， 可 设 满足 上 述 方程 的 &，m 为 正 
整数 ， 

(1) 车 十 1 为 合 数 , 设 k 十 1 二 pg，2<p<q， 注 意 到 , 应 有 48 | kl， 故 k>6， 于 是 1<2g 才 
&， 故 〈k& 十 1) | tl， 进 而 (十 1) | 48， 结 合十 1 之 7， 可 知 站 十 1 二 8，12，24 或 48， 分 别 代入 ， 
两 边 约 去 48 后 ， 可 得 矛盾 . 

《2) 车 十 1 为 素数 ,由 威尔逊 定理 ,可 知 1 三 一 1(mod k 十 1) ,于 是 ,k 十 1147, 进 而 十 1 二 47， 
这 要 求 461 十 48 一 48X47". 0 


从 而 mw>1, 两 边 除 以 48, 可 知名 十 1 一 47" ,两 边 模 4 可知 (一 D" 王 1(mod 4), 故 吉 为 偶数 . 设 吕 = 


纹 , 则 由 四 可 知 纺 二 (47 一 DC47' 二 ,由 23*| 伯 ,而 47: 十 1=2(mod 23), 故 23: 147: 一 1, 利 用 二 
项 式 定理 47 二 (2X23 十 1)* 志 46k 十 1(mod 23?), 从 而 23|A, 进 而 之 46, 这 时 ,Q 式 右边 比 左边 大 . 


矛盾 . 
注 一 般 地 ,车 n>4, 且 为 合 数 , 则 n|(n 一 1)1, 依 此 可 以 证 明 威 尔 逊 定理 的 逆 定 理 也 成 立 . 


第 十 二 章 ” 欧 拉 定 理 、 费 马 小 定理 


1， 由 素数 p 之 7 知 ， 记 是 奇数 ， 因 而 p 一 1，p 十 1， 扩 十 1 均 为 偶数 ， 且 p 一 1 和 p 十 1 是 相 邻 
偶数 ， 于 是 

(bp 一 D)(p 十 1)( 大 十 1) 一 大 一 1 能 被 2。2 "4 一 16 整除 . 

又 由 费 马 小 定理 ，(p,3) 二 1,(p,5) 二 1, 则 

312—1,.5|p:—1, 

因为 16，3 和 5 两 两 互 素 ， 则 

16，。3。5 | 六 一 1， 即 240 | 产 一 1. 

2， 设 p 为 素数 ， 由 费 马 小 定理 知 

2 生生 1 (mod p). 

设 n 与 p 一 1 的 最 大 公约 数 为 d. 

如 果 n>1， 且 2" 三 1 (mod p)， 则 

2 三 1 (mod p). 

从 而 的 最 小 素 因数 m(n)<<d<p 一 1<p. 

假设 结论 不 成 立 , 即 m,n ，,… ,nm 中 有 大 于 1 的 ,如 识 二 1, 那 么 坟 >1,m-1 之 1 ,mm>1， 

由 于 nw|2% 一 1, 则 

m(n2) |2" —1, 

从 而 有 mm)>>mCm). 

同 理 有 m(mz)<m(Ga )<…<m(m )， 

出 现 矛 盾 ， 

所 以 =m="…=m 二 1 

3 如 果 m 和 n 都 是 偶数 ， 则 3" 十 1 能 被 4 整除 .但 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 对 所 有 的 偶数 m， 
3" 十 1 三 2 (mod 4) ， 故 m,n 中 至 少 有 一 个 是 奇数 . 

不 妨 设 m 为 奇数 ， 且 m 关 1， 设 户 为 整除 m 的 最 小 素数 ， 且 mm 二 Pk， 易 知 p 之 5. 

由 费 马 小 定理 有 

3 和 :二 1(mod 力 ). 

由 题 设 有 

3#=1(mod 力 ). 

由 索 数 p 的 定义 有 (2pk，p 一 1) 二 2， 所 以 ， 

3 二 1(mod p). 

这 是 不 可 能 的 ， 因 此 ，m 和 wn 中 至 少 有 一 个 等 于 1， 这 意味 着 满足 条 件 的 〈m，?) 为 

(1 391 2) (2, 1). 

4. 因为 p 一 1 是 偶数 ， 故 


离 瑟 这 薪 于 五 性 涤 洒 回 涉 沙 O 


离 瑟 六 洋 否 乓 性 涟 灌 同 六 症 O 


1 旦 
Sr = DET + cp—h]. 
Et EE 
由 二 项 式 定理 ,得 
php eC ph Ch Phe — he! 
故 妇 和 十 ( 力 一 提 2 二 十 Co 一 如 二 (2 为 一 1)PE2p (mod p?). 
对 1<k<p 一 1, 必 有 (k,p) 二 1. 
由 费 马 小 定理 ,得 如“' 三 1(mod p). 
玫 (2p 一 Dk?*? 圭 (2p 一 1) Xl 三 一 1(mod p). 
从 而 ,(2p 一 1) pk* 二 一 p(mod 大), 因 此 ， 
各 


5。 先 证 明 一 个 引 理 , 

引 理 车 p 为 素数 ， 则 2? 一 1 也 是 素数 . 

引 理 的 证 明 ” 反 证 法 . 

假设 存在 素数 9 (gq 二 2), 使 得 g1 (2* 一 1), 即 

2=1 (mod 9). 

由 费 马 小 定理 知 

2 三 1 (mod qg), 

故 存在 最 小 的 正 整数 mm>1， 使 得 

2% =1 (mod gq). 

设 p=kno 十 r, 0<r<m， 则 

2 一 2oo+" 一 2eo X2" 一 2 三 1 (mod q). 

故 r 一 0，mm | p. 矛盾 . 

下 面 证 明 原 题 . 

有 无 限 多 个 素数 p， 满足 W(p)1(2* 一 1), 有 三 种 可 能 情况 . 

(1) 有 无 限 多 个 p, 使 得 W(p)=1, 则 W(z) 二 1; 

(2) 有 无 限 多 个 p, 使 得 Wp) 一 一 1, 则 W(xz) 二 一 1; 

(3) 有 无 限 多 个 p, 使 得 |W(p) | 二 2 一 1. 设 W(z) 最 高 次 项 为 ar", 则 当 p 充分 大 时 , |W(p) | 过 
2a 加 一 2" 一 1. 矛盾 . 

故 W(zx)=1 或 W(z)= 一 1. 

6， 对 任意 yE {0,1,…,2005) , 当 y 能 被 2,3,5 整除 时 ,就 有 f(y) 二 f(y 十 1) 成 立 . 

对 于 一 个 变量 y, 要 使 得 f(y) 和 f(y 十 1) 不 相等 , 则 (y,30) 一 1. 因为 pg(30) 二 8,2005 二 30X66 十 
25, 故 {0,1,…,2005} 中 与 30 互 素 的 数 有 

66X8 十 7 二 535( 个 ). 

其 将 {0,1,…,2005} 分 成 536 个 部 分 ,每 一 部 分 的 函数 值 相 等 . 

综 上 所 述 ,函数 f 的 最 多 取 值 有 536 个 . 

7， 如 果 存 在 自然 数 NN, 使 得 avii vav**,… 是 周期 数列 . 设 其 周期 为 了, 令 


T=2m 。5%。p, 其 中 a ,az 为 非 负 整数 , 且 ( 户 ,10) 一 1. 
取 自 然 数 m 之 max{a ,az}, 生 1 二 N. 
取 k 二 m 十 p(p) ,其 中 pk) 表示 [1, 力 中 与 p 互 素 的 整数 的 个 数 . 
由 欧 拉 定理 可 知 
1l0rm —1=0 (mod p). 
所 以 有 10"(10rm 一 1) 寺 0 (mod T), 即 10: 志 10" (mod 7T). 
由 于 (105)1 二 10:(10+ 一 1)1, 从 而 由 a, 的 定义 可 知 
Qaok 一 Qio 一 1 
显然 10: 一 1>N, 于 是 
aa 1 I" =aae dk ton 1. 
显然 ,2，10' 一 10" 的 第 一 个 非 零 数字 是 9, 又 
(2 .10 一 10")! 一 (2，10 一 10")(2。10 一 10" 一 1D)1， 
所 以 aiy-im- 一 5. 
但 这 是 不 可 能 的 . 这 是 因为 在 n! 一 2*。353“。5“… 的 素 因子 分 解 中 ,满足 
n 
“> 
即 n! 中 2 的 最 高 指数 不 小 于 5 的 最 高 指数 . 
所 以 使 av+ ，awfz，… 为 周期 数列 的 N 不 存在 
8, 假设 对 于 某 个 n>>1 的 整数 ,使 得 nl2" 一 1, 则 nn 必 为 奇数 . 
设 记 为 n 的 最 小 素 因数 (n 为 素数 时 , 记 二 nn). 
由 欧 拉 定理 可 知 
2 一 2 生生 1 (mod p). 
令 整 数 g 满 足 不 等 式 0<n 一 (p 一 Dg<p 一 1, 则 
[zi 
对 〇 应 用 同 余 式 的 性 质 可 得 
2*1-D =1(mod 力 ). 
又 由 nl2" 一 1 得 
2"=] (mod p). 
记 力 一? 一 (一 1D)9. 
对 @，@@ 应 用 同 余 式 性 质 可 得 
2 =1 (mod p). 
因为 0< 和 过 p 一 1， 所 以 人 p， 进 而 入 上. 
令 7 二 qh 十 hs， 其 中 为 整数 ， 且 0< < 
由 @，@ 应 用 同 余 式 性 质 可 得 
2%=1 (mod p). 
依 此 类 推 ， 可 求 得 一 系列 同 余 式 


离 互 党 冰 东 壬 心 活 沽 同 涉 症 O 


2 =1 (mod p), k=1, 2 £. © 


四 其 中 心 满足 ha>>…> 二 0. 
革 有 由 于 (mp 一 D=1， 由 无 限 吉 降 的 结果 ， 最 后 必 有 一 1 
匹 这 时 @ 式 化 为 2 三 1 (mod p)， 这 是 不 可 能 的 . 
克 因此 mk2" 一 1. 
数 9. 令 f(D) 一 gb 二 1, 则 
f(D=1,f(2)=2, © 
- flnt2)=f0m+ fant). ©® 
论 则 {7(n) }) 为 斐 波 那 契 数列 ,由 ,@ 可 知 
间 tl vt 
A -3 
n 万 (ey) 

当 n 为 大 于 5 的 素数 时 ,由 费 马 小 定理 

5™1=1 (mod n). 

因为 ”为 奇 素数 , 则 2 为 整数 ,于 是 

中 5 一 一 1 一 (5 守 十 1)(5 呈 一 1)。 @ 

车 nl(5 宇 十 1), 则 由 于 0<j<n 时 ， 

nlG. 

fn) = E+ DV) _ VE+1)"— (1-5)" CS 十 D* 十 (1 一 V5)。 

2"f(n) 2 3 十 2 

a 3 
= DYDD + DOYS 三 1 十 5 =0 (mod n). 
台 名 
若 相 (5 号 十 D), 则 由 @ 


n|(5T! —1), 

所 以 有 ”2"(J(n) 一 1) 生 1 十 5 呈 一 2 王 2 一 2 王 0(mod nn). 

最 后 一 步 是 因为 由 欧 拉 定 理 

2"!=1 (mod m)， 

2"=2 (mod n), 

2"—2=0(mod mm)， 

由 以 上 ,总 有 12"f Cm) (f(D 一). 

因为 (2,) 二 1 则 fCDCf(m) 一 1), 即 

nlgln) (gl)+1). 

10. 设 plm) 为 欧 拉 函 数 , 即 plm) 表 示 小 于 所 给 正 整数 m, 且 与 m 互 素 的 正 整 数 的 个 数 . 
在 大 于 1 的 自然 数 n 中 ,我 们 按 如 下 方法 选 出 一 个 无 穷 子 列 : 
(D 取 m 一 3， 


取 m 一 (2 一 3) 一 P(5) 一 4 

(2) 车 因 已 取出 ， 则 取 

mti=9(2"% 一 3)9(29 一 3)…9(22 —3)=m » pl(2% 一 3) (1). 
这 样 , 我 们 给 出 了 数列 {2" 一 3} 的 一 个 无 穷 子 列 2% 一 3,2% 一 3,2" 一 3 
现在 只 要 能 够 证 明 

(2%t1 一 3,2"% 一 3) 二 1, 其 中 i==0,1,2,… 

那么 这 个 无 穷 子 列 就 符合 题 设 要 求 . 

为 此 要 用 到 欧 拉 - 费 马 定理 : 

车 a 与 m 互 素 , 则 

arm =] (mod m). 

取 a 一 2,m 一 2 一 3 (nm 一 3,4,5,…), 则 上 式 成 立 . 

于 是 有 2? 二] (mod (2% 一 3))， 

Zt 一 [2 中 -9 ]rCm -an Hg Dt Hg Hs] (mod (2" 一 3)). 
所 以 有 2%+t1 一 3 二 一 2 (mod (2" 一 3)). 

此 时 , 若 : 是 2%+: 一 3 和 2" 一 3 的 一 个 公 因子 , 则 有 :|2. 

又 因为 2h2" 一 3, 则 t 天 2, 即 :一 1 

即 证 得 (2%+ 一 3,2% 一 3) 二 1,(i 二 0,1,2,…,k) 成 立 

所 以 无 穷 子 列 {2" 一 3} (i 一 0,1,2,…) 中 的 项 两 两 互 素 . 

11. 显然 ,b>2. 

假设 银 二 一 〈p 为 素数 ). 

则 当 x>2 时 ， 必 1. 

车 n=zy, 其 中 ，z，y 均 大 于 1, 则 

Pll, = 


Rl .Pl 0 
Dpi tet 


因为 缉 汪 一 ， 且 x>1,y>1， 所以， 名 -的 每 一 个 因数 均 为 旋 的 等 
因此 ,p(w 一 上 D), 即 


b=1(mod p). 

所 以 ,1 十 仿 十 "… 十 所? 二 zx(mod 力 . 

于 是 ,pl|z. 

又 z 为 的 任意 大 于 1 的 因数 , 故 由 上 述 分 析 过 程 知 * 一 如 (mEN+ ), 因 此 ， 
ll ,l,l 

ol “Mr 二 1 -1 bl1° 


其 中 ,每 一 个 因数 均 是 p 的 短 , 且 均 大 于 1. 
从 而 ,pi( 妨 一 1), 即 护 二 1(mod p). 
又 由 费 马 小 定理 知 


离 互 涪 活 否 王 嵌 涤 斌 回 兴 症 O 


离 互 学 海 否 扫尾 活 涪 同 站 着 oO 


=b(mod p). 
因此 ,b=1(mod p), 故 p16 一 1). 


巡 一 1 
又 由 P| 如 ' 得 

Fr1(W 一 1), 即 二 1(mod p7). 
车 m 宇 2, 考 虑 


tt 


一 方面 , 易 知 式 右 端 模 产 余 p. 

另 一 方面 ， 由 式 @ 右 端 知 其 大 于 p， 故 其 必 被 产 整除 ， 矛 盾 . 
因此 ，mm 一 1， 即 ” 必 为 素数 . 

12. 由 z 一 1 个 1 和 1 个 7 组 成 的 自然 数 N 可 表示 为 

N=A, 十 6。10， 其 中 A, 是 由 n 个 1 组 成 的 自然 数 ，0<k<<n. 
当 3 | n 时 ，A, 的 各 数码 之 和 可 被 3 整除 ， 所 以 

31A4. 

从 而 3 | N. 

又 因为 N>3， 所 以 NN 不 是 素数 . 

现 考虑 3 十 z 的 情况 . 

由 费 马 小 定理 得 

{10°)'=1(mod 7)， 

10* 王 1(mod 7). 

于 是 Ae: 
注意 到 

10" 生 1 (mod 7), 10!'=3 (mod 7), 10*=2 (mod 7), 
10*=6 (mod 7), 10!=4 (mod 7), 10;==5 (mod 7). 
又 因为 

A1=1 (mod 7), As=4 (mod 7), As=6 (mod 7)， 
A4=5 (mod 7), A;=2 (mod 7), As=0 (mod 7), 
所 以 ， 当 且 仅 当 6 | = 时 ， 

A,=0 (mod 7). 

于 是 ，6 二 时， 

A,=r¥0 (mod 7). 


iu 十 4,，10 生 Au 十 A， (mod 7). 


因此 ， 当 6n 时 ， 必 存在 一 个 &，0<k<5, 使 得 6.10: 二 7 一 r (mod 7). 


从 而 ， 当 6n, 且 n>6 时 有 

N=A.+6 + 10=r+(7—r)=0 (mod 7). 
此 时 ，N 不 是 素数 

最 后 考虑 二 1，2，4，5 时 的 情形 . 


mn 一 1 时 ，N 一 7 是 素数 ; 

7 二 2 时 ，N 一 17，71 是 素数 ; 

mn 一 4 时 ， 有 1711 一 29。59 不 是 素数 ; 

nm=5 时 ， 有 11711 一 11111 十 6 。 10:= 拓 0 (mod 7)， 即 11711 一 7。1673 不 是 素数 . 

所 以 满足 本 题 要求 的 只 有 nz 一 1，2. 

13， 先 证 明 如 下 的 引 理 . 

引 理 ， 当 a 历 遍 模 2” 的 一 个 简化 剩余 系 时 ，a" 亦 历 遍 模 2” 的 一 个 简化 剩余 系 . 

事实 上 ， 由 于 当 (a,2”) 二 1 时,(a”,29) 二 1. 故 引 理 只 需要 证 明 当 a 关 b(mod 2””) 且 a,b 均 
为 奇数 时 ,a” 疾 b” (mod 21%). 

有 两 种 截然 不 同 的 做 法 证 明 这 一 论断 . 一 种 是 设 a 三 b (mod 2"””),c 为 奇数 , 反 设 a” 
bs (mod 29), 则 co 三 1(mod 2 ). 设 为 c 对 模 2 的 阶 , 则 !|19, 且 中 PC2s9 )[ 因 为 cke 
1(mod 2 ) , 欧 拉 定理 ], 故 可 知 中 (19,g(22% )), 所 以 

{=1,c=1(mod 2 )， 

故 a 三 b(mod 22%% ) ,矛盾 . 

另 一 种 证 法 是 因 式 分 解 . 由 于 (ae 一 如 ) 一 (a 一 六 (ao 十 ar 有 十 … 十 ab 十 b8)， 而 al 十 
ab 十 … 十 ab 十 如 为 19 个 奇数 之 和 仍 为 奇数 ， 故 

2 | ou —bl e321 | a—b. 

下 证 原 命题 . 

由 于 2m 一 1 与 29 互 素 , 故 由 引 理 ， 可 知 存在 aeE Z，(a, 2 ) 一 1， 且 al 二 2m 一 
1 (mod 2”)。 不 妨 设 a"<2m 一 1， 和 否则 我 们 可 以 取 充 分 大 的 4EZ+ ， 用 a 一 上 。22%9 代替 上 面 的 
a， 故 可 设 kEZ, 使 2m 一 1==an 十 k* 21%。 

由 于 an<<2m 一 1， 故 AEZ+. 

故我 们 找到 了 这 样 的 3 个 整数 a，1，k， 其 中 a，1 均 为 奇数 ,，k>0， 使 

2m=as 十 19 十 k ， 21%。 

从 而 原 命题 得 证 . 

14， 首 先 我 们 证 明 S 中 的 每 一 个 数 均 与 mn 互 素 . 

依 题 意 (mm 一 1, (和 ,一 1 一 1,2,…，s, 所 以 

(mbi +naj sn) =(mbi sn) =1. 

同 理 (mbi 十 naj ,m) 二 1, 从 而 S 中 每 个 数 均 与 mn 互 素 . 

其 次 我 们 证 明 S 中 每 两 个 数 对 模 zz 不 同 余 . 

设 有 mb 十 mai 皇 mb 十 na (mod mn) , 则 

mb;=mb'i (mod mn). 

又 msn) 二 1, 所 以 妨 三 5b;(mod m, 即 太一 扩 - 

同 理 aj 寺 a'; ,从 而 mb 十 naj 一 pb, 十 ma 

最 后 证 明 任 一 与 mn 互 素 的 数 C 必 与 S 的 某 个 元 素 在 模 mt 的 同一 个 剩余 类 中 . 

由 裴 罚 定理 知 存在 整数 u,v 使 得 mu 十 nu=C. 因为 (mm 一 1,(C,m 一 1 所 以 (xm) 一 (musm) 一 
(C—nw,m)=(C,n)=1. 


| 


离 互 闵 泣 否 攻心 汪 洒 加 滤 症 O 


郊 瑟 说 注 下 于 性 涤 浊 同 漠 症 O 


同 理 (v,n) 二 1. 从 而 依 题 意 可 知 分 别 存在 bt ,a ,使 得 各 王 zx(mod za 王 vCmod mo), 即 有 za 十 
na; =C(mod mn). 

综 上 所 述 ,S 确实 是 模 mn 的 缩 系 . 

注 由 于 :==glm) ,5 二 g(n) ,eard(s) 二 st 一 glmn) ,从 而 在 (mn) 二 1 时 ,有 pCrmn) 二 pCm)p(n). 
由 此 可 导出 欧 拉 函数 的 表达 式 . 事实 上 , 当 p 为 素数 ,a 为 正 整数 时 ,在 0,1,2,…, 产 一 1 中 共有 0， 
Pp,…sp(1r! 一 1) 这 加 个 数 是 户 的 倍数 ,其 余 的 均 与 产 互 素 ,从 而 g(P)== 扬 一 J-! 一 


六 (1 人) 

由 上 面 两 个 式 子 即 可 得 到 gCn) 的 计算 公式 : 

设 w 的 分 解 式 为 一 加 这 一 外 , 则 gm 一 na(1 一 二 ) (去 ) (1 二) 

15， 由 (ea, 户 户 … 甸 ) 一 1, 有 (a, 广 ) 一 1. 由 费 马 小 定理 ,am 三 1(mod p), 又 k 汪 2,po ,sp 为 
奇 素 数 , 则 ( 庆 一 也 守 ( 庆 一 了 为 正 整 数 ,从 而 am -we-orw-os1(mod pr), 即 

Pr la pmb, 

同 理 ,am "02 一 1 能 被 pi ,pr，… ,ps 整除 . 

从 而 年 0m 十 1 不 能 被 pr 如，…,p 整除 . 

注意 到 从 一 上 (名 一 上 是 一 个 偶数 , 则 


aorw-o2=0 或 1mod 4)， 
因此 ,4 不 整除 om 2-52 十 1, 故 它 有 蜡 于 ,加 ，…,pr 的 奇 素 因 数 .所 以 

a -bet 1 an- be 1JCam -nn 1] 
有 蜡 于 p ，p。，…，p: 的 奇 素 因数 . 

16，(1) 设 记 为 察 数 ， 由 户 1 a? 一 1， 可 知 (a,p) 二 1, 于 是 由 费 马 小 定理 可 知 ar"! 二 1(mod p)， 
而 a 一 1=ala?7! 一 1 十 (a 一 ]), 敬 a 三 1 (mod p)， 因此 a 三 1 (mod p), i=0, 1, 2, ,pp 一 1. 
将 上 述 p 个 同 余 式 求 和 ， 得 

A=a”! +ar? 二 "十 a 十 1 三 p 三 0 (mod 力 ). 
于 是 大 | ?一 1， 从 而 具有 性 质 P. 

(2) 设 为 奇 察 数 , 我 们 证 明 : 2 具有 性 质 P。 

事实 上 ,由 2pla* 一 1, 可 知 a 为 奇数 ,从 而 a* 二 (a?)? 二 1(mod 8), 故 4la* 一 1. 

另 一 方面 ,pla” 一 1, 故 pita? 一 1)(a? 十 1), 从 而 ,pla? 一 1 或 pla? 十 1. 若 pla? 一 1, 则 由 前 面 
(1 的 结论 ,可 知 疡 le? 一 1; 车 pla? 十 1, 则 (a,p) 二 1, 利 用 费 马 小 定理 ,可 知 aor! 三 1(mod p), 进 而 
一 1=a* 二 a(mod p), 即 pla 十 1. 注意 到 p 为 奇数 ,于 是 B 一 ao-: 一 ao 和 :十 …… 十 1 三 (一 1) 生 :一 
(二 DA 十 … 十 1 二 p 二 0(mod p), 从 而 产 1a? 十 1. 所 以 总 有 产 |a*? 一 1. 

结合 (4, 疡 ) 二 1, 可 知 4p? a” 一 1， 于 是 2p 具有 性 质 P。 由 素数 有 无 穷 多 个 ， 可 知 (2) 成立. 

17， 由 条 件 产 | a 一 1， 于 是 pla* 一 1, 故 (a,p) 二 1, 由 费 马 小 定理 可 知 a’"! 二 1 (mod p), 所 以 
(mod 旋 ) , 故 a 三 1(mod 力 ). 
另 一 方面 , 设 A=ar! 二 a? 十 … 十 1, 则 ?一 1 二 (a 一 DA, 且 A=] 十 1 十 … 十 1=p 二 


0Cmod p), 即 p|A. 进一步 , 设 一 她 十 1, 由 二 项 式 定理 ,可 知 


At[(p 一 D 十 (区 十 十 中 二 一直 ppp(mod pr). 呈 
最 后 一 步 用 到 p 为 奇 素数 . 所 以 pA 说 明 : 一 般 地 , 若 产 14, 而 + 二 A, 则 记 产 A)。 共 
综 上 所 述 ,结合 如 |(o 一 1D) ,可 知 p"' 1a 一 1. 命题 获 证 . 克 

当 p=2 时 ,命题 不 成 立 , 例如 2 | 3* 一 1, 但 是 2 让 3 一 1. 数 
部 一 1 2 学 

18. 由 于 骆 导 一 1+p+ 产 十 “六 "二 p+1 (mod 六)， 则 中 

的 

人 中 至 少 有 一个 素 因子 q， 满足 天] (mod 户 )， 娄 

下 面 证 明 4 为 所 求 . a 


假设 存在 整数 ,使 得 ww 三 pCmod gq) , 则 由 g 的 选取 ,有 一头 王 1(mod 9). 

另 一 方面 ,由 费 马 小 定理 ,有 n"'! 三 1(mod q)[ 由 于 9 为 素数 且 (n,q) 二 1]. 

由 于 声 个 (g 一 1), 有 ( 产 ,q 一 1)1p, 因 此 ， 

节 三 1(mod 9) ,从 而 p 二 1(mod 9), 则 导出 1+p 十 "十 pr !' 三 p(mod q). 

由 4 的 选取 ,有 p 三 0(mod gq) ,矛盾 . 所 以 ,命题 成 立 . 

19， 当 jp 一 2 时 ,只 有 整数 "一 1,2 满足 要 求 . 下 面 考虑 p 为 不 小 于 3 的 奇 素数 的 情形 . 这 时 候 ， 
(p 一 1)" 十 1 为 奇数 , 故 n 只 可 能 为 奇数 [因为 为 (p 一 1)" 十 1 的 因子 ], 先 设 z>1. 

设 ” 的 最 小 素 因数 为 9 过 3, 则 ?可 以 表示 成 ?一 小 ，x, 其 中 人 之 1, 且 中 s,s 为 奇数 (之 1), 且 :的 
每 个 素 因 数 (如 果 * 夫 1 的 话 ) 均 大 于 4. 

于 是 由 (p 一 1)" 三 一 1(mod mr) 可 知 (p 一 1)" 寺 一 1(mod g) ,再 根据 费 马 小 定理 (注意 p 一 1 与 9 
互 素 ),(p 一 D+ 三 p 一 1(mod q). 

% (p—1)'=—1(mod 9). 

设 /1 为 p 一 1 对 模 g 的 阶 , 则 (p 一 1)' 三 1(mod 9). 

我 们 又 有 如 下 三 个 关系 式 : 

(p—1)’=—1(mod 9), (p—1)*=1(mod 9), (p—1)"!=1(mod q). 

可 知 

下 2s,41q 一 1, 人 外 5， 4 为 偶数 且 二 (25,q 一 1). 

由 4 及 s 的 取 法 ,……(25,9 一 1) 二 2. 

故 =2. *.(p 一 1)* 二 1(mod 9). 

而 pp 一 1 关 1(mod gq), 只 可 能 是 p 一 1 寺 一 1(mod q),*。 g=p. 

故 pln. 又 n<2p, 从 而 n=p. 

题目 条 件 化 为 (p 一 1)? 三 一 1(mod pr '). 

著 p>5, 故 户 |p。 

(p 一 1)* 十 1 能 被 六 整除 . 


但 (p 一 D? 十 1= > Go Di pt DT pt. 
它 除了 最 后 一 项 产 外 每 一 项 均 被 整除 ,矛盾 . 


离 瑟 膏 泣 于 二 心 帮 泗 同 冻 症 O 


故 户 只 能 等 于 3. 所 求 的 (n,p) 二 (3,3), 还 有 "==1 的 平凡 情形 满足 要 求 . 故 所 求 的 一 切 解 (m 力 ) 
为 (2,2)(3,3)(1,p)(p 为 任意 素数 ). 


第 十 三 章 ”中 国 剩余 定理 


1 设 m 二 11p，n 二 11ig， 其 中 i,j 为 非 负 整 数 , 且 11 站 p，11g. 

为 证 明 存在 某 个 整数 !， 使 得 m 一 11n， 只 需 证 明 如 一 4. 

设 p>g (p<q 的 情形 可 仿 此 讨论 ). 

因为 (p,11) 二 1， 所 以 由 中 国 剩余 定理 ， 存 在 正 整 数 a， 使 得 

4=0 (mod p), 

4a= 一 1(mod 11)， 

于 是 a=11k 一 1(&EN). 

(1 —l,m=(a,llp)=p, 

(11:—1,n)=(a,l1lig)<g<p. 

此 时 与 已 知 条 件 (11 一 1,m) 王 (11 一 1,n) 矛 盾 . 

于 是 p=g, 即 m==11"Tin. 

2， 用 反 证 法 . 

假定 能 找到 整数 zl ，zz，…，zm， 使 得 对 任何 & 一 1，2，…，mm， 函 数值 F(z ) 都 不 是 w 的 
倍数. 

这 就 意味 着 ， 存 在 着 整数 d; 二 pe ， 使 得 us 可 被 di 整除 ， 但 F(z ) 却 不 能 被 必 整除 ， 

如 果 在 d1，d。，…，d。 中 存在 有 同一 个 素数 的 方 短 ， 则 可 仅 留 下 其 中 窄 次 最 低 的 ， 去 掉 那 些 
短 次 较 高 的 ， 因 为 如 果 (x) 不 能 被 堵 次 最 低 者 整除 ， 那 么 当然 就 更 不 能 被 矫 次 更 高 的 整除 . 

这 样 一 来 ， 可 以 得 到 一 个 两 两 互 素 的 数组 d! ，d:，…，d,， 由 中 国 剩 余 定理 知 ， 存 在 整数 NN， 
使 得 

N= (mod di) ,一 1 2 

从 而 FC(N) 不 可 被 di 中 任何 一 个 整除 ， 因 此 也 不 可 被 w 中 的 任何 一 个 整除 ， 与 题 意 矛盾 , 

3， 结 论 是 正确 的 . 

(1) 设 ad 一 be 的 每 个 素 约 数 都 是 a 和 < 的 约 数 ， 但 存在 某 个 整数 nw，an 十 b 与 cn 十 d 不 互 察 . 

这 时 ，an 十 5 与 cn 十 d 对 某 个 n， 能 被 某 个 素数 p 整除 ， 于 是 由 

ad—bc=a(cntd)—c(antb), 
ad 一 be 能 被 索 数 p 整除 ,所 以 a 与 < 也 能 被 整除 . 因此 

一 (an 十 六 一 anr，d 一 (cn 十 d) 一 cm 
也 能 被 p 整除 ， 从 而 a,， 5，c，d 的 最 大 公约 数 不 小 于 p， 与 题 设 的 a, 5，c，d 的 最 大 公约 数 等 于 
1 了 矛盾. 

因此 ， 对 每 个 >，an 十 5 与 cn 十 df 都 互 素 . 

《2) 设 对 某 个 整数 n，an 二 6 与 cn 十 d 互 素 ， 但 对 ad 一 ic 的 某 个 素 约 数 户 不 是 a 的 约 数 ， 即 

ad—tr=0 (mod p), 

a¥0 (mod p). 


[对 c 半 0 (mod pp) 可 念 此 讨论 . ] 
则 由 中 国 剩余 定理 ,存在 整数 ,使 得 
an 三 一 b (mod p), 即 an+b== 0(mod 力 ). 
alentd)=c(antb)+(ad—bc)=0 (mod p). 
因为 (a,p) 二 1, 所 以 
cnt+d=0 (mod p). 
此 时 (an 十 b,cn 十 d) 之 p>1, 出 现 巴 盾 . 
因此 ，ad 一 be 的 任何 素 约 数 都 是 a 与 < 的 约 数 . 
4， 任 取 自然 数 a ， 设 已 有 自然 数 集合 
S 一 fa yaon}， 
且 S' 中 任意 两 数 互 素 ,任意 &(2<k<n) 个 数 的 和 为 合 数 . 
取 2 一 1 个 与 乘积 ciaz…av 互 案 的 素数 Pi(1<j<2" 一 1). 
设 由 ui sas，… an 每 次 取 k 个 (1<kS<n) 所 得 的 
G+G++G=2—1 
个 和 为 S (Is<) 委 2 一 1D). 
考虑 同 余 方程 组 
ataaanzr 十 1 十 Si 王 0 (mod 所 )， 
qaz""anz 十 1 十 Ss 三 0 (mod 胡 )， 
aiaz…anz 十 ] 十 Sm 一 一 0 (mod po -1). 
由 中 国 剩余 定理 ， 这 个 方程 组 必 有 正 整数 解 x， 令 ae+: 一 aiaz…az 十 1， 则 
a，au，…，aw，aw+1 两 两 互 素 ， 且 任意 上 个 〈2<kA 和 "十 1) 的 数 的 和 为 合 数 . 
这 样 ， 我 们 就 由 n 个 元 素 的 集合 S' 生 成 一 个 新 元 素 a,+! 得 到 十 1 个 元 素 的 S， 而 S 符合 题 
目 要 求 . 
于 是 ， 我 们 可 以 找到 含有 1990 个 自然 数 且 符 合 题目 要 求 的 集合 S. 
5, 证 法 1 对 nn 进行 归纳 ， 当 n=1 时 显然 取 如 = 三 3, 太一 7 即 可 . 
假设 对 给 定 的 >， 存 在 两 两 互 素 的 整数 1< 如 < 如 天 …<<A 及 正 整 数 a, 使 得 kok…k 一 1 二 
Ganlan 一 1)， 取 和 ti 一 虑 十 an 十 1， 则 
和 和 hi 二 (一 gn 十 D(a 十 gs 十 1 二 a 十 十 1， 
所 以 如 *…k+1 一 1 是 两 个 连续 整数 a 和 十 1 的 乘积 ,而 且 
ged(koki""hkn shuti ) =ged(@ —an 二 1 二 an 二 1)=1, 


因此 各, 如,…,h+1 两 两 互 素 . 证 毕 . 

证 法 2 我 们 只 需 证 明 : 对 任意 正 整数 n"， 存 在 正 整数 zx， 使 得 x 十 x 十 1 至 少 含有 nn 个 不 同 的 
素 因子 . 

下 面 证 明 更 一 般 的 结论 ， 

命题 : 设 P(z) 二 asr“ 十 … 二 atx 十 1 为 整 系数 多 项 式 ，d 之 1， 则 对 任意 正 整数 n， 存 在 正 整数 
ZX， 使 得 P(x) 至 少 含 有 个 不 同 的 素 因 子 . 


洁 吾 这 溢 导 五 届 溢 泛 同 这 交 0 


往 吾 这 涟 全 卫 帐 溢 江 同和 渤 奖 O 


命题 的 证 明 由 下 面 两 个 引 理 给 出 . 


引 理 1 集合 Q= {p | 是 素数 ， 存 在 整数 +， 使 得 整除 P(r)} 是 无 限 集 . 

证 明 : 假设 集合 Q 仅 存在 有 限 个 素数 p, ，p: ，…，ps， 则 对 任 一 整数 m，PCmpi pe…pe) 是 
个 不 存在 素 因子 的 整数 ,因此 PCmp p:…p) 等 于 1 或 一 1. 然而 PCz) 为 d 次 多 项 式 , 故 P(z) 最 多 出 
现 d 个 1 和 d 个 一 1. 矛盾. 

引 理 2 设 户 ,加 ,…, p(n 之 1) 为 属于 集合 Q 的 ”个 素数 , 则 存在 正 整数 x, 使 得 P(r) 被 
记 Pro…ps 整除 . 

证 明 : 对 于 i 二 1,2,…,n, 因 为 p; EQ, 所 以 存在 ci, 使 得 P(z) 被 p, 整除 ,其 中 zs=c (mod 户 ). 根 
据 中 国 剩余 定理 ,一 次 同 余 方程 组 x 二 ci(mod p,) ,i 二 1,2,…,n 有 正 整数 解 ， 因 此 ， 对 每 个 正 整数 
解 -， 都 有 P(x) 被 ppe…p, 整除 . 

6， 解 法 1 今 旋 ， pz，…，p. 是 s 个 相 异 素数 ， 由 中 国 剩余 定理 ， 下 列 同 余 式 组 

Zz 三 一 1 (mod p17)， 
一 2 (mod p32), 


7=—s (mod p?) 
存在 一 解 ， 设 此 解 为 n. 
则 s 个 连续 整数 n 十 1，n 十 2，…，n 十 s 每 个 都 有 一 个 二 重 素 因 子 ， 即 有 
Pr | nti. 
取 :一 1000000， 则 可 得 到 满足 题目 要 求 的 1000000 个 连续 整数 . 
解法 2 ”我 们 用 数学 归纳 法 证 明 ， 
存在 * 个 连续 的 整数 ， 使 得 每 一 个 都 含有 二 重 素 因子 . 
(1) 当 * 一 1 时 ， 只 要 取 一 个 素数 的 平方 即 可 ， 比 如 取 4 一 2 ， 则 *=1 时 命题 成 立 . 
(2) 假设 当 := 时 命题 成 立 ， 
即 有 此 个 连续 整数 十 1，n 十 2，…，n 十 &， 它 们 分 别 含有 二 重 的 素 因 子 pf ，p3，…，. 
那么 ， 任 取 一 个 与 p. ，ps，…，p 都 不 同 的 素数 pert， 当 1 二 1，2，…， 骨 11 时 ， 数 
pi ph pi tntktl [0 
是 成 + 个 不 同 的 数 。 这 部 + 个 数 任 两 数 之 差 是 形 如 
api pl"pi, 1<a<plr—l 
的 数 ， 这 些 数 不 能 被 总 +1 整除 . 
于 是 把 中 的 数 除 以 部 + 的 余数 两 两 不 同 ， 但 是 ， 除 以 成 + 的 余数 只 有 
0，1，2，…， 弃 + 一 1 
共 天 4 个 ， 所以， 一 定 存在 一 个 数 。(1<h 志 P41)， 使 得 
加 所 部 … 所 十 ma 十 十 1 
能 被 成 + 整除 ， 于 是 
和 所 气 … 扔 十 ma 十 i 计 1，2，…，A，& 十 1 
分 别 能 被 站 ， 关 ，…， 钥 ， 拉 整除 . 


从 而 命题 对 :一 k 十 1 成 立 . 
由 (1)，(2)， 对 所 有 自然 数 *， 命 题 成 立 . 
取 :=1000000 即 为 本 题 . 
7， 首 先 证 明 ， 对 每 一 个 正 整 数 x， 它 至 少 适合 下 列 一 组 同 余 式 中 的 一 个 同 余 式 〈 这 样 的 一 组 
同 余 式 称 为 覆盖 同 余 式 ): 
n=1 (mod 2)， 
n=1 (mod 3)， 
n=2 (mod 4)， 
n==4 (mod 8)， 
n=0 (mod 12)， 
n=8 (mod 24). 
事实 上 ， 如 果 n 为 奇数 ， 那 么 它 适合 四 ， 如 果 n 为 偶数 ， 但 不 是 4 的 倍数 ， 那 么 它 适合 @; 
如 果 n 为 4 的 倍数 ,但 不 是 8 的 倍数 ， 那 么 它 适合 @; 如 果 n 为 8 的 信 数 , 设 n=8m， 那 么 当 m 
是 3 的 信 数 时 ，n 适合 辐 ， 当 贡 除 以 3 余 1 时 ，z 适合 @， 当 mm 除 以 3 余 2 时 ， n 适合 @. 
于 是 n 至少 适合 同 余 式 @O 一 @ 中 的 一 个 同 余 式 . 
注意 到 
2 三 1 (mod 3)，2: 到 1 (mod 7), 21=] (mod 5)， 
2=1 (mod 17)，22 二 1 (mod 13), 2*=1 (mod 241). 
当 ) 适合 同 余 式 DO 时 ， 即 "一 2m 十 1， 则 
ko 2 十 1 二 2+ 十 1 一 2h。 各 十 1 三 2k 十 1 (mod 3). 
同样 ， 当 适合 @，@，@，@@，@ 时 ,分别 有 
k 2" 十 1 三 2k 十 1 (mod 7)， 
。 2" 十 1 皇 包 十 1 (mod 5)， 
.2 十 ] 生 16k 十 1 (mod 17)， 
“2 十 1 二 k 十 1 (mod 13)， 
*，2" 十 1 到 256k 十 1 (mod 241). 
因此 ， 只 要 适合 下 面 的 同 余 方程 组 : 
2k 十 1 三 0 (mod 3)， 
2k 十 1 三 0 (mod 7)， 
急 十 1=0 (mod 5)， 
16k 十 1=0 (mod 17)， 
十 1==0 (mod 13)， 
256k 十 1 三 0 (mod 241). 
则 kk* 2" 十] 至 少 被 3，7，5，17，13，241 中 的 某 一 个 整除 ， 从 而 * 2 十 1 为 合 数 . 
注意 ， 若 上 满足 
2k 十 1=0 (mod 3)， 
则 由 2 十 1 一 3m 知 ，m 为 奇数 , 设 m 二 21 十 1， 便 有 2k 十 1 二 6t 十 3， 上 一 3t 十 F， 因 而 有 


人 上 @@e@9e 


和 


离 百 部 涤 丕 开 心 泛 涟 同 兴业 O 


离 瑟 说 活 于 五 性 泗 洪 加 六 交 O 


k=1 (mod 3). 


同 理 ， 可 把 上 面 的 同 余 方程 组 化 为 下 面 等 价 的 同 余 方程 组 
k=1 (mod 3)， 


(mod 17)， 
1 (mod 13)， 

k=16 (mod 241). 

根据 中 国 剩余 定理 〈 即 孙子 定理 )， 设 mw，m;，-…，m。 两 两 互 素 ， 则 同 余 方程 组 + 三 
amod m;)，i 一 1，2，…，n 一 定 有 整数 解 . 

由 于 3，7，5，17，13，241 都 是 素数 ， 则 上 述 同 余 方程 组 一 定 有 解 ， 因 而 一 定 存在 整数 人 
使 8，2" 十 1 对 每 一 个 n 都 是 合 数 ， 且 可 具体 算出 k=1207426 十 5592405m，m 为 非 负 整数 

8， 有 一 个 常识 性 的 结论 ， 素数 有 无 穷 多 个 〈 这 个 结论 的 证 明 略 )， 于 是 我 们 可 以 找到 2r 个 不 
同 素数 户 <w <pe<q 之 …<p,<g,. 

考虑 同 余 方程 组 x 二 一 iC(mod piq;)(1<i<<7). 由 中 国 剩余 定理 知 它 必 存在 解 z,， 不 妨 设 mm>0 
(和 否则 用 zo 十 pq pzqe…prq.*N，N 为 充分 大 的 正 整数 来 代替 ze 讨论 )， 则 zo 十 i 可 以 被 pq; 整 
除 (ir)， 所 以 我 们 找到 了 个 连续 正 整数 zo 十 1，zo 十 2，zo 十 3，…，zo 十 7， 它们 均 不 是 索 
数 的 短 . 

原 命题 得 证 . 

9 《 反 证 法 ) 假设 命题 不 成 立 ， 则 存在 整数 z,， 使 得 F(z;) 不 是 a; 的 倍数 ，;i 一 1，2，…,m。 

于 是 存在 整数 d; 二 如: ， 其 中 户 为 素数 ，a; 为 正 整数 ， 使 得 a; 能 被 4; 整除， 但 F(x,) 却 不 能 
被 di 整除 ， 在 di ，d;，…，d。 中 如 果 存 在 有 同一 个 素数 的 方 震 ， 则 仅 保留 其 中 宕 次 最 低 的 ， 去 
掉 那 些 短 次 较 高 的 ， 这 样 便 得 到 一 个 两 两 互 素 的 数组 ， 不 妨 设 为 di ，d;，…，d,。 

由 中 国 剩余 定理 知 ， 存 在 整数 N， 使 得 N=zx，(mod di) ,i=1,，2,…，$ 

又 因为 F(z) 是 整 系数 多 项 式 ,所 以 F(x) 一 F(y) 能 被 x 一 y 整除 ,从 而 下 CN) 不 能 被 di ,di ，…， 
4 整除 ,由 di ,d;,…,d; 的 选取 即 知 不 能 被 心 ,ds ,…，,dw 整除 ,因此 也 就 不 能 被 w ,az ，…,a, 中 任 
何 一 个 数 整除 ,与 题 设 矛盾 . 


第 十 四 章 ”二 次 剩余 


1 首先 证 明 ， 对 任 给 的 上， 存在 一 个 正 整 数 a ， 满 足 中 三 一 7 (mod 2:)， 关 于 用 数学 归纳 
法 进行 证 明 . 

直接 观察 表明 , 当 A<3 时 , 取 w 一 1 便 可 满足 条 件 , 设 对 某 个 上 >3, 我 们 有 oj 二 一 7Cmod 2:). 

下 面 考虑 o 模 2+' 的 值 ， 它 或 者 为 三 一 7 (mod 2:*1) 或 者 为 中 二 2 一 7 (mod 2441)， 对 于 
前 者 ， 可 取 arr: 一 ai 对 于 后 者 ， 可 取 ar 一 ws 十 2:， 这 是 由 于 A 之 3， 及 a 为 奇数 ， 所 以 
qf =a + 2 + 2 ?= +2=—7 (mod 24+1)- 

上 式 的 推出 利用 了 归纳 假设 . 


最 后 ， 容 易 看 出 ， 序 列 {as} 没有 最 大 元 素 .因而 可 要 求 对 任何 正 整数 上 ， 哈 之 和 一 7， 因 而 
{ax》 包 含 了 无 穷 多 个 不 同 的 值 ， 因 而 命题 成 立 . 

2.， 若 方程 有 正 整 数 解 -，y， 方 程 两 边 同 乘 以 4， 得 4(x 十 3xy 一 2yY) 二 488, 即 

{47+12zryt+9y)—17y =17X29—5, 

所 以 (2x 十 3y)? 二 一 5(mod 17). [oy 

只 需 注意 一 5 不 是 模 17 的 二 次 剩余 ,所 以 四 式 无 解 . 所 以 原 方程 无 解 . 

3. 用 反 证 法 :方程 3y 二 (x* 十 1)zt 有 一 组 整数 解 -，y， 由 工 与 + 十 1 是 互 素 的 ， 即 存在 正 整数 
uv， 使 得 ?一 4。， 且 3 好 一 辣 十 1， 妇 一 z 或 好 一 了 2 十 1，3 罗 一 工 

前 一 种 情况 显然 不 可 能 ， 现 假定 后 一 种 情况 成 立 . 

注意 到 ， 这 时 刀 一 (z 十 1) (之 一 z 十 1). 

由 于 x 二 0C(mod 3), 而 二 一 fz 十 1 二 (x 十 (zx 一 2) 十 3, 又 XI 十 1 与 一 x 十 1 是 互 素 的 ， 

因此 ,存在 :满足 x’ 一 x 十 1 一 ， 容 易 看 出 ,方程式 一 + 十 1==# 只 有 一 个 正 整数 x 二 1， 但 这 
与 x 三 0 (mod 3) 矛盾 . 

因此 ， 题 目 结论 成 立 . 

4， 对 于 《1), 我 们 可 利用 欧 拉 判 别 法 证 明 ，zxo 二 士 a"' 是 如 三 a (mod p) 的 解 ， 对 于 (2)， 


我 们 利用 欧 拉 判别 法 及 ( 了 2 ) 一 一 1， 解 的 形式 可 分 开 来 写 ; 


当 af 到 1(mod p) 时 ，z6 三 土 a"1'， 
当 a”w"! 二 一 1(mod p) 时 ，zo 三 十 2 "a". 


注 (3)=0D 的 证 明 需 要 用 到 Gauss 引 理 ， 可 查看 有 关 书 籍 


5。 假设 这 样 的 素数 只 有 有 限 多 个 ， 设 它们 为 pl，ps，…*，p. 
我 们 考虑 《2p4…pe)* 十 1 二 p， 由 假设 及 p 三 1 (mod 4)， 所 以 p 不 是 素数 , 设 po 是 p 的 素 因 


子 ，p 当然 是 奇数 ， 所 以 一 1 是 模 如 的 二 次 剩余 ， 即 (二 ) 二 1， 从 而 如 三 1 (mod 4), 但 加 显 


po 
然 不 是 如 ，pae，…，pr， 这 与 假设 巴 盾 . 
所 以 形 如 4 十 1 的 素数 有 无 穷 多 个 . 


6 首先 不 加 证 明 地 指出 (万 ) 一 1e9p=1 (mod 8)。 设 少 是 x+ 十 1 的 奇 素 因 数 ， 即 〈z27 关 
二 三 一] (mod ,由 ( 卫 )=1, 推出 p=1 (mod 4)， 


而 另 一 方面 十 1 二 ( 民 十 1)? 一 2z2， 所 以 有 (十 1)? 二 2 (mod 力 ). 
由 (p,2x) 三 1, 利用 Legendre 符 号 的 性 质 


上 (0)-( 芝 )-( 罗 (全 )-( 人 ) 


从 而 推出 p 圭 士 1(mod 8). 
而 由 记 |x* 十 1, 从 而 必 有 p==1(mod 8). 
下 面 证 明 原 命题 , 若 这 样 的 素数 只 有 有 限 个 , 设 为 户 , 姑 ,…，, 如 .考虑 p 王 (2 Po…P)' 十 1, 由 


离 互 这 涟 于 手 性 注 沿 加 和 式 汪 0 


离 五 咎 汶 革 全 性 涟 涝 加 入 着 O 


假设 及 jp 二 1(mod 8) 知 之 不 是 素数 , 设 pn 是 p 的 素 因子 ,当然 如 是 奇数 . 
由 已 证 结论 知 如 三 1(mod 8) ,但 ps 不 是 pr , 记 ，,…, Pr 中 的 任 一 个 ,矛盾 . 
所 以 ， 有 无 限 多 个 8& 十 1 型 的 素数 . 
7. 记 S={fal Fa) 一 AlD),eEN" }, 由 条 件 (2) 可 知 
Ka) 十 Faz 二 1) 一 Fo) 十 (1)， 
所 以 a 十 1€S,aEN"*. 
设 记 为 任意 钛 十 1 型 素数 , 则 


= > 
(1.2 1) =1.2 .好 一 1(mod p), 
2 
所 以 (1 .2 … 她 1) +1=0(mod 及. 


由 (1) 可 知 了 (pf( (1 2 .好 1) 全)=/(D, 又 由 (DD 知 ps 和 CD 所 以 


f(p)=/(1),p€S, 
车 a,bE S, 则 知 f(ab) 十 f(a 十 太 )=2 了 (1) 之 f(ab) 十 F(a? 十 妨 ), 所 以 
abE S,az 十 太 ES. 
而 2E S, 故 对 任意 数 eva 不 含 4 十 3 型 素 因 数 , 则 a€ S. 
设 a€5, 则 a 十 成 ES. 若 不 然 , 则 a? 十 所 含有 一 个 钛 十 3 型 素 因 数 , 因 而 
好 大 一 巡 (mod 加 ,可 知 < 天 0(mod 力 ). 
所 以 (a?) 守 天 om 二] 二 (一 少 ) 持 短 一 1(mod 轧 , 矛 盾 ! 
所 以 
Kai) 十 Fa 十 好 ) 一 ab) 十 7G) 一 Fa) 十 FCD 一 Fl) 十 Fo 
所 以 f(ab)=f(b),YbEN" ,aeES 成 立 , (en 
令 a=t,b=qt,qwtEN"  , 则 于 十 1ES, 所 以 f(2(g 十 DD)=f(2). 
又 Fe qd +f P+ =f0) + f(a), 
所 以 Kge) 十 Fe2) 一 7O 十 Fo. @ 
因为 rj ,qtlge ,所 以 
f(DPfE), f(g) Ff(qe), 
所 以 f(g ) 二 fqt),f(4)==f(F), Yq,tEN" 成 立 . 
设 n 二 序 欣 … 扫 听 字 … 帮 ,其 中 属 ,B 之 1,p; 为 2 或 雏 十 1 型 素 数 ,9 为 饮 十 3 型 素 数 , 则 知 
当 4=0 时 ,f(D)=f(1), 当 过 0 时 ， 
f(D 二 用 询 族 …… 扫 时 吃 …… 逐 ) 一 扰 gig…9) (此 由 人 OO，@ 可 得 ). 
而 当 (p,q) 二 1 时, 十 FE S[ 否 则 (p,q) 之 1], 所 以 
fpD+I PF +9) = p+), 
所 以 f(pq)=f(P)+f(@~f(1)， 
故 “FmD 一 Feie…g) 一 Po) 十 Fo) 十 … 十 FeD) 一 (一 1)7CD). 
设 g<q <… 王 % 一 … 为 所 有 从 小 到 大 排列 的 性 十 3 型 素数 ， 设 f(D) 二 gao, f(g) 二 4， 


其 中 <<ao, 5， ao EZ, i 二 1,2,…, 则 依 上 可 知 : 


当 n 王 和 匈 妇 … 扫 吕 祷 …B 时 ， 其 中 pi 为 2 或 饮 十 1 型 素数 ，9 为 炙 十 3 型 素数 ，f(n) 一 
ao， 当 5 一 0 时 ; 了 (nD) 二 4 十 ,十 十 一 (s 一 1)aos 当 s>0 时 . 
下 面 只 需 验证 以 上 定义 的 函数 满足 条 件 . 
由 于 <ao， 由 以 上 定义 易 知 : 当 a 1 5 时 ，f(a) 之 1(5), 故 满足 (1). 
下 证 满足 (2). 
车 a, 5 中 有 一 个 属于 S， 不 妨 设 a€ S， 则 易 知 oz: 十 中 ES， 所 以 
f= f(a tH)=a, 
所 以 fla) 二 f(ar+6)=f(0+ fl). 
车 a, 5 均 不 属于 S$S， 不 妨 设 a 二 qut， 6 二 prqzt， 其 中 Pr，ps 不 含 4 十 3 型 素 因数 ，qit，92zf 
不 含 2 及 委 十 1 型 素 因 数 ，(9, ,9:) 一 1, 则 由 定义 
Fa) 一 gbD， f(b)=f(qt), 
Jab) 一 CgigD，Fa2 十 史 ) 一 FD， 
[因为 (prq1)* 十 (pzqz)*ES] 
所 以 只 需 验证 f(qt) 十 f(qzt)=f(qiqzD) 十 f(D). 
由 定义 不 妨 设 9 ，9z: ，: 均 不 含有 平方 因子 . 设 
t=rsto, q!=rm, qz=sn, 
其 中 (mvsto) 一 (navrto) 一 1, 则 知 
《rzp) 一 1,(0sm) 一 1,(r5) 一 1,(ryto) 一 lc) 一 1， 
所 以 fi)=flrsmto), 
flq2t)= f(rsnto), 
fq qt)= fmntors), 
f(D)= f(rsto), 
所 以 flq0)+f (gt)=f rsmto) + flrsnto)=2f67)+2f(s) +2f 0) + fm + fm —6f01) 
=f (mntors)+ frsta). 
由 定义 知 f(pq) 三 f(p) 十 f(q) 一 f0), 当 (p, gq) 三 1 时 . 从 而 以 上 定义 的 函数 满足 条 件 . 
即 当 n= 志 Pgh 六 …gh ，p; 为 2 或 铁 十 1 型 素数 ，q; 为 多 十 3 型 素数 ，a;，B 之 1， 则 
ao， 当 坛 0 时 ， 
f(D= 
机 十 所 十 … 十 一 (村 1)ao, 当 过 0 时 ， 
其 中 f(g) 二 4 人 <ao 二 了 (1), twao 为 任意 整数 , tao. 
8， 所 求 的 充 要 条 件 是 :4 不 整除 n 并 且 对 每 个 模 4 余 3 的 素数 g, 都 有 ah. 
必要 性 :若是 4 的 倍数 , 则 若 n=a? 十 已 (mod 4) 易 知 只 可 能 是 
2 三 大 三 0(mod 4), 即 21(a,6b) ,矛盾 . 
著 g==3(mod 4) 素 数 , 且 gn, 则 若 n=a? 十 大 , 必 有 gl (ab 
否则 设 4 不 整除 4. 由 qln 知 g 不 整除 5, 所 以 


-他 )-( 说 )-(- 多 =( 好 )--: 


当 吾 秦 洋 从 卫 届 洲 泌 同济 效 0 


离 百 党 苗 否 捷 心 活 过 同和 六 妆 o 


(Legrendre 符号 ) ,矛盾 . 
充分 性 : 先 设 为 奇数 .只 考 虚 n>>1, 令 nn 二 加 如 … 妇 ( 库 一 记 一 … 一 请 都 为 模 4 余 1 的 素数 ， 
qm EN" ). 熟知 存在 aj ,bEN' 使 
p;=a} + =(a;+bi) (a;—b), 
于 是 


A A 
na 一 To +6 To 一 6iD% (i 为 虚数 单位 ). 
ba 1 


k 
现在 令 zx,yE Z 使 z 二 xi= [Ca 二 55 , 则 


| 


4 
xz—yi= I[( 一 5Ds， 


jt 
所 以 m = 一 (z 十 yi)(z 一 yi = 2 二 

下 面 证 明 ,z 和 y 互 素 . 

若 否 , 设 存在 素数 户 | (x,y), 则 p17. 即 记 二 户 对 某 个 1 过 ! 委 大 成 立 . 因此 在 Z[ 口 中 , 忘 | x 士 
六 ,从 而 可 知 w 十 各 | Le 已)5 ,从 而 a 十 bi 为 Z[ 站 中 的 家 数 , 故 a 十 bi | a 一 bi 对 某 个 1! 成 
立 ,但 在 区 器 中 两 个 不 同 素 数 不 互 相 整 除 ， 矛盾 . 所 以 xz 和 y 互 素 . 

在 为 偶数 时 ,如 是 奇数 (否则 4 | n). 令 喇 一 到 十 基 (2 赴 a 十 鸭 (ab = 1), 则 


n= (at6)+(a—D? 有 (at+b,a—b) =1. 
充分 性 获 证 . 
9， 先 证 必要 性 , 设 有 整数 a, 使 得 2 三 一 1(mod p) ,显然 pha, 故 由 费 马 小 定理 知 


1 二 (4) 生 二 (一 DD) 守 (mod 思 ), 从 而 如 应 为 偶数 , 即 p==1(mod 4). 
再 证 充分 性 .车 p==1(mod 4), 即 2 为 偶数 ,于 是 
Cp—D! =1X2x…x 和 三 1x(p-Dx(p-2X…x(p- 妇 !) 


二 1X2X…X 人 1X( 一 DX( 一 2X…X( 一 后 1)Xcmod 及 


=(—D XP XZ xX -x( 三 !) 
-Lb 
从 而 由 威 尔 泛 定理 即 知 [ C231)1] = 一 1Cmod p). 


注 本 例 的 这 个 结论 十 分 重要 ,我 们 利用 它 便 可 以 证 明 形 如 tn 十 1,m= 1,2,… 的 素数 有 无 限 
多 个 . 

( 反 证 法 ) 假 设 形 如 4n 十 1 的 素数 只 有 有 限 个 , 记 为 p ,pe，…, pr ,我 们 考虑 数 4(pi pe… 如 )? 十 
1, 设 它 的 一 个 奇 素 因 子 为 p, 则 一 1 是 模 p 的 平方 剩余 ,从 而 p 为 形 如 4m 十 1 的 素数 ,但 易 见 p 不 同 


于 i, 如，… sr， 矛盾， 


1 
10, 设 f(z)=(z 一 D(z 一 2) 。… 。[z 一 (加 一 D] 一 二 十 全 Daizrn， 
各 
EKz) 一 zz 一 1， 
则 同 余 方程 f(x) 三 0(mod p) 有 pp 一 1 个 解 z 一 1,2,…,p 一 1. 
由 费 马 小 定理 可 知 g(z) 二 0(mod p) 也 有 pp 一 1 个 解 + = 1,2,…,p 一 1, 从 而 同 余 方程 f(z) 一 
&8(7) 三 0(mod p) 至 少 有 户 一 1 个 解 .但 是 


这 
jz) 一 gz) = DDAz rT +p— DI+l 
台 


是 p 一 2 次 多 项 式 , 故 由 拉 格 朗 日 定理 知 f(x) 一 8(z) 的 各 项 系数 均 能 被 p 整除 , 即 有 (p 一 1)! 三 
一 1(mod p), (这 里 实际 上 给 出 了 威 尔 还 定理 的 另 一 种 证 明 ) 
A 三 0(mod p) ,于 是 (1) 得 证 . 
f(D)=z— Dr—2) ee [rp—1)]=(—z+D)( r+) (z+p—1) 
=[(~—z+p)—1][(—z+p)—2]* [( 一 z 十 六 一 (一 1D] 一 F(p 一 z)， 
即 (zx) 一 F(b 一 z). 将 工 换 成 一 z 即 得 (一 z) 一 所 bp 十 z), 从 而 


2 2 
wt 十 Siamm +(p—D!I= (r+ + oO DArtp +p— DL [0 
台 台 
对 @ 模 大 并 利用 (1) 可 得 
4 4 
Ar 十 Sarr 以 和 zl 十 (一 1)pxz 和 十 $e DLAizrrm mod 产 ), 即 
各 


如 
a 

入 [+ 一 DAT = p(p— Dr (modp’). 

全 

从 而 当 1 为 奇数 且 1<!<p 时 ,有 A, 三 0(mod p?). 


11, 记 f(7)=(zp 一 D(zrp 一 2)…(xp 一 p 十 1)(rEZ+), 则 C3 可 以 写成 
ap)(ap—p):(ap—bpt+p) 。FCa) fla—l) f(a—btl) 
bp) (bp—p)"**(p) fb) fb—1)**%*f(1) 


一 Cs LO fla— De- f(a—bt+l) 
“0 ADFOTDAD) 


一 G 二 1 过 i 
故 G=J FOF fa De flabtD /fT f(D]. 
再 注意 到 计 f(D 了 (6 一 1)…f 了 (1) , 故 欲 证 (三 C 《mod 疡 ), 只 要 证 


ffla—D"fla—bt Df fb— Df(D) (mod p). (oo 
可 隐约 猜 到 能 证 明 如 下 之 引 理 : f(x) 三 (p 一 D)! (mod p?),Y rEZ 
事实 上 ,如 果 记 二 1, 以 及 h 汪 1 时 ,a 一 可 则 由 韦 达 定理 ， 
Ian < Ear 
' 

flzp)= Spy “Dro =0r1 — xpops + 7 Pops (mod p*). 四 

名 
如 果 我 们 能 证 明 plo。-， 


Se 


Pr lo 


离 卫 可 溢 否 开 尾 油 同 共和 交 O 


离 互 这 涟 于 所 恬 涟 证 同 芳 交 O 


则 引 理 显然 成 立 (根据 四 ). @@ 是 经 典 的 结论 ,为 了 方便 地 证 明 @,@, 我 们 采取 一 种 简便 的 表示 
方法 : 


如 果 s=tr(mod m), 且 黄 与 : 互 察 , 则 简 记 二 rmod m). 


=n(mod m) ,站 二 mCmod mm) ,不 难 证 明 六 十 六 二 n reCmod m). 
和 5 二 (mod m) ,4 二 tz (mod m), 则 nn pd m). 


在 这 种 记号 下 来 证 明 @@; 
os=(p—D! 5) =pD! DD ji(modp) 
Ii Y lg 


= 人 25 Dmod p) = 人 DLL 5 glmodp) 


a :天 
SS) 


= 3 {[2%2] -到 -De 


三 0(mod p),@ 得 证 
好 
六 rr ® 
而 Ps- er 
容易 证 明 ,对 每 个 1 < i < 二 ,存在 唯 的 1<j< 刀 - ,使 (六 1)* 二 产 (mod 和. 
(事实 上 , 设 让 EE i Pp 一 1, 取 j =p 一 让 ,车 2 门 之 p 一 1, 则 取 j = 让 .而 
的 唯一 性 则 显然 . ) 


吕 时 
所 以 六 Rp = DA modp) —— HE = 0(mod p), 
名 


各 

代入 @ 得 产 |o-: ,四 得 证 . 

由 引 理 马 上 得 知 @ 左 边 和 右边 模 六 均 同 余 于 [(z 一 1)1], 故 四 成立, 

从 而 原 命题 得 证 . 

注 车 利用 费 马 定理 ,威尔逊 定理 及 拉 格 朗 日 定理 ,@@@ 有 如 下 的 简 证 . 为 此 ,我 们 设 g(D) 一 
(十 DGt 十 2) tp De ta -2 十 (Pp 一 D1, 则 当 1==1,2,…,p 一 1 时， 
均 有 f(x) 三 0Cmod p), 而 由 费 马 小 定理 可 知 , 当 1<1<<p 一 1 时 , 坟 1 二 1(mod p), 由 威尔逊 定理 知 


(p 一 D1 二 0(mod p), 所 以 p 一 2 次 同 余 方 程 g() 一 [4! 十 (p 一 1)1] 二 0Cmod p) 有 p 一 1 个 不 同 解 
(mod p 意义 下 ), 故 由 拉 格 朗 日 定理 知 :oy ,… ,0 ,os 都 是 p 的 倍数 , 即 plo,_:,p1a,;. 
再 注意 到 在 g(t) 中 令 :二 一 ,结合 为 奇 素数 ,有 
g(—P)=(—D! » (p—D! 
一 (一 和 后 :十 … 十 oo-a (~—P)’ +o (—P)+(p—D)! 
一 oo- 十 or * (—p)+ + (p=0( p25). 


从 而 产 |op-2- 


第 十 五 章 “高 斯 函数 [x] 


1. 设 10*=1, 则 


[请 条] [二 ]- [5 二 -e+[ 一 3 
一 上 (t 一 3) 十 8 一 103(1034 一 3) 十 8. 
10% 

所 以 [各 于 5] 的 未 两 们 是 08 


2， 因 为 503 是 素数 ， 所 以 当 n 一 0，1，2，…，502 时 ， 久 名 不 是 整数 . 


305n ，305(503 一 四 _ 
由 于 503 十 503 “一 305, 所 以 


3 与 305(593 一 必 的 小 数 部 分 之 和 为 1, 于 是 


a05n |] 305(503—n) 
0 503 


[入]- [六 入 (各 ]r[ 和 2]) -ware 


3. 当 这 1 时 ， Vk<k， 则 

0<Rl 

|= 

[全 0. 

于 是 [ 姥 下 |]- [+ 到 ]-L4>D， 
从 而 震 式 一 1989. 

4。， 当 工 为 平方 数 时 ， 
[Vz]+[—Vz]=0; 

当 z 为 非 平方 数 时 ， 
[Vz] 十 [一 Yz] 一 一 

已 知 的 式 子 中 有 1989。1990 对 数 ,其 中 有 1989 对 平方 数 ,有 1989* 对 非 平方 数 ,所 以 其 和 为 
一 19892 一 一 3956121. 

5 由 公式 (2?) < 和 车 公 可 得 


(Lt ) < -22 
2 “车 4“ 


] 一 304. 


从 而 Yat+ Vnt1i< V4n 十 27. 
四 由 函数 [xz] 的 单调 性 ,[Va 十 Va 十 1j<[L V4n 二 2]. 


离 卫 说 汐 切 王 帐 泛 济 癌 涉 症 O 


离 百 说 涤 否 捷 性 涟 坦 加 站 辣 O 


假设 对 某 个 正 整数 >, 有 [Vm] 十 Va 二 站 关 [ Vw 二 2], 则 
[Wr+ VnT1]<L VinT2]. 
令 p=LV4n 干 2], 则 
Vat Vnftl<p< VinTt2. 
平方 后 得 2n 十 1+2 Vntn 于 DD< 疡 <4n+2, 即 
2 Va <p—2n—1<2n+1, 即 
dn(ntD< pO—2n—1) <4 二 dn 二 +1. 
由 于 4 只 十 4 与 4mw 十 4n 十 1 是 两 个 相继 整数 ,而 (一 2n 一 1)? 也 是 整数 ,于 是 
(PF —2n—1)? =4n:+4n+1, 
产 一 4n 十 2. 
然而 任何 整数 的 平方 不 能 被 4 除 余 2, 于 是 出 现 矛盾 . 
因此 ,对 每 一 个 正 整数 ,都 有 
[aj+[ VaF1]=[ VnT2). 
6， 注 意 到 ， 
车 zEM={z 下 十 1,…,《n 十 1)? 一 1), 则 
[Wz]=n, 
而 M 中 有 2n 十 1 个 元 素 , 从 而 
[V+ [LVR]++ [Vt DD) 1]=n* (2n+1). 
由 于 44? 二 1936g 所 以 
[WIJ+IV2]+*…+ [VI935]=1. 3 十 2 。5 十 … 十 43 。87. 
又 1988 一 1936 十 1 一 53, 所 以 
[Vi1956] 十 [LV193 四 十 … 十 [ V1988] 一 44 。53. 
则 有 
S=1. 3 十 2。5 十 … 十 43。87 十 44。53 一 58146. 
所 以 [VSJ=241. 
7 设 mr[ 轩 ] 
(1) n 二 5 到 (是 自然 数 ) 时 ， 
m= [2 ] =5k°. 
当 k 一 1 时，m 为 素数 ， 此 时 n 二 5. 
(2) n 二 5k 十 1(k 是 非 负 整数 ) 时 ， 
m=[ SA |]=ske +2t [J] =ac5k+2). 


当 k 一 1 时 ,mm 为 素数 ,此 时 "一 6. 
(3) n 二 5k 十 2(k 是 非 负 整数 ) 时 ， 


_TGe+2?21_ 四 
m= [SE | 一 5 刀 十 外 = 人 5k 十 人， 


当 k=1 时 ,m 二 9 是 合 数 ,因此 对 所 有 正 整数 ,im 都 是 合 数 . 
(4)n 二 5k 十 3(k 是非 负 整 数 ) 时 ， 


_「C5R 十 3)2] 
m= [|=(5k+ D+. 


当 k 一 0 时 ,m 一 1, 当 是 正 整 数 时 ,mm 是 合 数 . 
(5) mn 一 5k 十 4 (是 非 负 整数 ) 时 ， 


_「『(C5K 二 422 1] 
m= [SS |=(5k+3) Ct). 


当 k=0 时 ,m 三 3 是 素数 , 当 k 是 正 整数 时 ,mm 是 合 数 . 此 时 "一 4. 


所 以 一 415,6 时 ,[ 导 J 是 素数 
这 样 的 的 倒数 之 和 为 


8. 设 y=z 一 1, 则 
[¥]=[r—2x+1]=[x—2r]+1, 
[¥J=([z]—D)*=[zxF—2[z]+1, 
于 是 [yx]=[yJ. 
(1) 当 y>0 时 , 则 
yy >y -1, 
所 以 [JJ<><ViITUD， 
即 xzE[n 十 1,1 十 VITm) ,n=0,1,2,". 
(2) 当 y<0 时 , 则 
Ly} >y>[y], 
所 以 必须 y 为 整数 时 ,才能 有 
Dy =[y¥]. 
即 zx 一 0, 一 1, 一 2 
9， 因 z= 二 [x] 十 {x}, 则 已 知 方程 可 化 为 
[x]{zx}+[x]—{z}=10, 
([z]—D({z}+1)=9. 
因为 [z] 一 1 是 整数 , 则 {x} 十 1 是 有 理 数 . 


因为 0<{z}<1, 故 可 令 {z} 二 坚 , 其 中 0<n<k 


于 是 有 
[x]—D (ntk)=9k. 
当 n 二 0 时 ,{z} 二 0, 由 已 知 方程 得 


次 盏 市 潍 辟 瑟 届 滋 浇 同 其 浪 O 


离 互 杭 汉 车 正 心 注油 同 涝 症 O 


工 一 10. 

当 n>0 时 ,可 设 (n,) 二 1, 这 时 
(ntk,k)=1. 

于 是 9 应 是 x+ 的 倍数 , 故 
十 h 一 3 或 9. 

(D nt+k=3 时 ， 由 0<n<k 得 
n=1, k=2, 


{zj 一 二 [可 一 7. 
(2) nk 二 9 时 ， 
车 "=1,k==8, 则 
{z)= 十 ,[z]=9. 
车 n=2,k==7, 则 
{z= 子 ,[z]=8. 
若 x 一 4 一 5, 则 
{z= 各,[z]=6. 


于 是 已 知 方程 有 5 个 解 : 
xz=10,7 二 ,9 二 ,8 生 ,6 坦 . 

10， 由 {zx} 的 定义 

{logz1} =0, 

{loga2}=1, 

{log:3) ={logz4} =2, 

{log:5} ={logs6} ={log:7} =—{log:8}=3, 
{log:513}= {log:514} 一 … 一 {logz1024} 一 10， 
{logs 1025} ="…= {log: 1991}=11. 

则 所 求 的 和 为 

0 十 1 十 22。2 十 22。3 十 22。4 十 … 十 22。10 十 967。11 一 19854. 


1 设 坟 一 [二 5 ]- 则 数列 {x} 是 不 碱 数列 
(1) 当 k<44 时 ,由 44: 二 1936 过 1980 可 得 


站 
0<1980<<1 
于 是 五 一 


“=zu=0. 


《2) 由 于 大 一 62 时 ,62* 二 3844 二 2。1980, 而 63: 之 2 。1980, 所 以 


当 45<k<62 时 ， 


Xsz . 
由 以 上 可 知 ,数列 {xi} 的 前 62 项 只 有 两 个 不 同 的 数 0 和 1. 
下 面 考察 之 63 时 的 情形 . 


(3) 一作 十] 妇 2 十 1 
YT 1980 1980 ”1980、 


当 和 之 1 时 ,441 与 x 显然 不 同 . 
此 时 由 2 十 1 盖 1980 解 得 989. 


(4) 当 & 二 989 时 ， 
989: 
1980 


] =494. 


0,1,2,…,494 这 些 不 同 的 整数 . 
因此 ,已 知 数列 {zx} 中 ,出 现 不 同 的 数 的 总 数 为 
991 十 495 一 1486( 个 ). 
12, 设 n=kp+r(0<r<p,kEN"), 则 


于 是 当 989<<k<1980 时 ,所 有 的 zx; 都 不 同 , 即 raw ,To ，… ,T1500 这 991 个 数 是 不 同 的 . 


当 A<989 时 ,y%<1, 此 时 xx 与 res 或 者 相同 ,或 者 差 1, 于 是 在 zi yz ,yzow 中 ,必然 会 出 现 


(kptr) (kptr—l) (Rpt Dhp (kp—1)(kp+r— p+1) 


plp—1)! 


(pt) Rptr— 1) kpt (kp—ptrt1)e (kp—p+p— lk 


Cp- 
Up+(p— DDh 
Lt 中 LEN') 
人 
一 TI 
二 (mod pL 因为 (p,(p 一 DD 一 1]. 
所 以 C=k=[ 台 jCmod 思 . 
13. 设 g(D 二 nf(m) Cn 之 DD, 则 g(0)==0. 
对 k=1,2,…,n, 若 上 不 是 的 因数 , 则 
FEI 
[是 ]-[ 叶 = 
车 是 的 因数 , 则 
1 
[#]-[j-+ 


对 于 nn 尝 1, 设 d(m) 是 的 正 因数 的 个 数 , 则 


离 互 说 枚 村 五 心 洋 油 同 六 症 O 


离 五 六 冰 否 征 尿 泗 识 站 站 着 O 


wo-[ 人 +[ 引 fr 


-和 [Hom 


=g(n~—1)+d(m. 
故 gCm)=g(n 一 +d(m)=g(n—2)+d(n—D)+d(m=*…=d(1)+d(2)+*+d(n). 


一 区 D 十 d(2) 十 … 十 dmD 
从 而 ， 厌 四 一 站 


因此 ， 只 要 证 均 有 无 穷 多 个 n, 使 得 
da 二 1)>> Fa， dntD)<fn. 

当 m 一 1 时 ,dm 一 1. 

当 w>2 时 , d(n) 之 2, 等 号 当 且 仅 当 是 素数 时 成 立 . 


因为 /(6) 一 也 >2, 所 以 ， 由 数学 归纳 法 易 知 ， 对 所 有 的 n>6， 有 f/(n)>>2. 


又 因为 有 无 穷 多 个 n(n 之 6) ,使 得 n 十 1 是 素数 , 从而, dn 十 1) 二 2 二 f(n), 这 就 证 明了 (2). 
又 对 于 所 有 的 正 整数 &,d(2:) 二 十 1, 则 d(1), d(2),… 无 界 , 于 是 ,存在 无 穷 多 个 ,使 得 
dl(nt+D)>max{d(1),d(2) ,dm))}. 
从 而 , dln 十 1 之 /Cm). 这 就 证 明了 (1). 
14. 解法 1 记 jz) 一 [z] 十 [2z] 十 [4z] 十 [8z 十 [16z] 十 [32z]. 
假设 方程 有 一 实数 解 =, 则 
f(x)=12345. 
因为 /(195)=12285<12345,f(196) 二 12348>>12345, 则 
f(195)</(7)</(196). 
又 因为 f(x) 是 一 个 不 碱 函数 , 则 
195<x<196. 
记 y=z 一 195, 则 0<y<1. 
jy) 一 [z 一 195] 十 [2z 一 2。195] 十 … 十 [32z 一 32。195] 
=f(z)—f(195)=12345—12285 
=60, 0 
由 于 0<y<1， 则 对 一 切 正 整数 hn，0<ny<n， 从 而 
[nyj<n—1. 
因而 又 有 
fy)=[yJ+[2y]J+[4y]+[8yJ+[16y]+[32y] 
委 0 十 1 十 3 十 7 十 15 十 31 
=57. Q@ 
人 与 @ 矛 盾 , 
因此 原 方程 没有 实数 解 . 
解法 2 设 F(z) 一 [xz 十 [2z] 十 [4z] 十 [8z] 十 [16z] 十 [32z] 一 12345. 由 性 质 (6) 及 性 质 (3) ,得 


(rz)<[z(1 十 2 十 4 十 8 十 16 十 32)] 一 [63z]<63z. 
因为 F(z) 一 12345, 所 以 


L195. 952. 


又 因为 (196) 二 63X196 一 12348, 且 由 性 质 (4), 知 /(x) 是 不 碱 函 数 , 所 以 方程 的 解 只 能 在 
(195,196) 之 内 . 设 z=195 十 y,y=x 一 [z+], y€ 《0,1), 则 

f(r)=f(195+y) =195X63+f(y)=12285+ f(y)=12285+ f(y). 

另 一 方面 

f(y)=[y]+[2yJ+[4y]+C8y]+[C16y]+[32yj<0+1 二 3 十 7 十 15 十 31=57， 

从 而 f(z)==12285 十 f(y)<12285 十 57 二 12342<12345， 

这 与 已 知 方程 矛盾 , 故 方程 没有 实数 解 . 

15。 由 题 设 可 知 ，x 必 为 整数 ， 且 x 过 0. 

邻 {4} 二 a 一 [aj, 则 

az 一 [a]z 十 {ajz， 
从 而 原 方程 化 为 

x=[ax]=[ajx+[{a}z]. 0 

因为 [ao] 之 1, 所 以 〇 D 式 成 立 的 充 要 条 件 是 

[ao]=1, 且 {ajz<1. @ 

因为 x 一 0 显然 是 方程 的 一 个 解 ,所 以 [az] 一 z 只 对 一 1 个 正 整数 成 立 . 

又 若 {ae}jz<l,zr'<z, 则 显然 

{ajz<1. 

故 {a}x<1 的 正 整 数 解 必 是 z 一 1，2，…，7m 一 |. 


1 
这 时 有 {a}<#: 


又 当 zn 时 ,x 不 是 中 的 解 ( 否 则 至 少 有 十 1 个 解 )， 即 要 求 {ajz 之 1 成 立 . 
由 {a}z 之 1 及 zx 之 n， 因 而 有 {a}n 之 1， 即 


dj 二. 


1 
于 是 专人 {a}<#T* 


1 
又 由 [aj=1, 则 
1+ 二 <o<1+ 寺 1 
16， 不 妨 设 了 之 y,， 则 x 宇 1，x 之 1。 有 下 面 两 种 情形 : 
(D 当 z=1 时 ,y=1, 此 时 fr, 六 = 十 . 
(2) 当 zx>1 时 , 设 [xz]=n， 由 定义 及 性 质 《12) 可 设 {z)=x 一 [x]=a, 则 z=n+a(0<a< 
D. 于 是 y= 二-<1, 因 此 


离 互 说 涟 否 士 性 洋 启 同 涉 交 O 


离 互 党 东 否 笑 性 莲 泗 加 并 交 O 


nt 
[y=0,f(r,W = 


由 丙 数 g(x) 一 zx 十 士 在 x 之 1 时 是 递增 的 及 0<a<1, 可 得 对 二 <n+ao+ 寺 -<n+1+ 寺 1 


nTl mtn nFn’ 
rb 
+1 


bl lt 


Cn 十 15 


Ne 和 
则 annonceT DF’ 


从 而 a 之 az 二 a ，0<w 一 …<a<<…， 记 > 和 >>…>> 名 二 …， 于 是 当 x>1 时 ，F(z,y) 的 值 域 为 
[ws,) 即 [ 二 ,号 ). 


综 上 所 述 ,/(z, 的 值 域 为 { 却 }U[ 塌 , 豆 ). 


第 十 六 章 ”整数 的 p 进位 制 及 应 用 


习题 A 


1. 由 于 100<atc<999, 则 100<<(a+b 十 c)? 才 999, 从 而 5 入 c 十 5 十 c 和 9. 当 a 十 6 十 c= 二 5 有 时， 
时 二 125 关 (1 十 2 十 5)3 当 atb 十 c=6 时 ,83 二 216 关 (2 十 1 十 6)3; 当 a 十 b 十 c=7 时 ,73 一 343 天 (3 十 
4 十 3 当 a 十 bc 一 8 时 ,8 一 512 一 (5 十 1 十 2234 当 a 十 0 十 c 一 9 时 ,9: 一 729 天 (7 十 2 十 9)3. 于 是 所 求 
的 三 位 数 只 有 512. 

2. 本 题 等 价 于 求 最 小 的 正 整数 5， 使 得 方程 ?人 F 十 75 十 7 二 z+，Q@D 对 > 有 整数 解 ， 因 为 7 是 
索 数 ， 所 以 由 @ 式 ，7 是 的 约 数 ， 为 此 设 rz 一 7， 则 @ 式 化 为 中 十 5 十 1 一 73 居 ， 最 小 的 加 出 现在 
* 最 小 的 时 候 . 取 上 =1， 此 时 有 逆 十 b 十 1 二 343, 矿 十 6 一 342 二 0， 妓 (5 一 18) (6 十 19) 二 0, 解 得 正 整 
数 5 一 18. 即 有 (777)is 一 (74)io. 


3, 将 n 表示 成 二 进 制 数 : mn 一 (aati…azat)3, 其 中 a 二 0 或 1,i 二 1,2,…,h, 于 是 [至 ] 一 


(aa f(D = fla )) = f(D + l= faa 0)s) + a = 
(aiar-i"as)2) ta 二 a 二"… 二 a 十 Qt 十 … 十 qz 十 a1 ,于 是 f(n) 等 于 nn 的 二 进 制 表示 中 数码 1 的 


个 数 . 由 于 0<28 一 1<1991<2a 一 1, 故 ”最 多 是 有 11 位 的 二 进 制 数 ,但 的 数码 可 有 10 个 ,但 不 


能 有 11 个 1. 因 此 ,f(n) 的 最 大 值 为 10. 

4. (1) 设 进位 制 的 基数 为 4， 由 题 设 知 ，# 之 6， 此 时 可 得 方程 六 十 多 十 3 十 20 十 4 一 ( 共 十 
28 十 5)2 ,整理 得 2 太一 118 一 185 一 21=0, 即 (5 一 7)(2 世 十 35 十 3) 二 0, 此 方程 有 唯一 实 根 jb 一 ?7, 故 在 7 
进位 制 中 ,16324 是 125 的 平方 . 

(2) 设 进位 制 的 基数 为 6。 由 题 设 知 ，5>4. 此 时 可 得 方程 4(1 "6 十 3) 一 1 "大 十 0 "2 十 0， ), 且 
b>4, 从 而 妇 一 4 一 12=-0, 求 得 正 数 4 一 6, 于 是 题 设 等 式 是 在 6 进位 制 中 . 

xXx" 二 +y* b+z=1993, 0 

sd x+y 十 z=22. @ 
人 @ 一 @ 得 (6 一 DL[C6 二 Dz 十 yj] 二 19?71, 所 以 (5 一) 是 1971 一 3 ，73 的 约 数 . 

又 久之 1993， 中 <<1993， 所 以 12<b<45， 从 而 4 一 1 一 3 一 27， 即 2 一 28. 


又 1993=2。28: 十 15。28 十 5， 故 zx 一 2，? 一 15，z 一 5，0 一 28. 
6，(1) 注意 到 7 二 (111):，2" 一 1 二 《11……1}):， 显 然 ， 当 且 仅 当 后 者 位 长 是 前 者 位 长 的 整数 


倍 或 被 除数 为 零 时 才 有 所 要 求 的 结论 ， 即 应 有 ， 7 二 3k (k 为 非 负 整数 ) 为 所 求 . 
(2) 注意 到 2 十 1 一 (1 00…01):， 观 察 除法 竖 式 〈 略 ) ， 施 行 每 步 除法 所 得 余数 缘 为 1， 再 注 


路 
意 到 未 位 的 组 成 ， 故 施行 最后 一 步 除法 时 被 除 单元 只 可 能 是 三 种 情况 : (1001)，(101)*，(11):， 
缘 不 能 被 (111)。 整除 ， 故 得 证 . 
7. 因 对 任 一 实数 ， 在 不 同 的 数 制 下 ， 整 数 部 分 仍 是 整数 部 分 ， 小 数 部 分 仍 是 小 数 部 分 ， 而 分 
析 被 加 式 的 结构 应 归于 二 进 制 解 较 易 . 
仿 1 二 (amam-1…arao)21 其 中 on 一 1,41 一 0 或 Dodieml, 则 [ 55+ 二 上 
当 由 一 0 时 为 (ovaw_i…atti), 当 ws 一 1 时 为 (can-i ar 十 as) ,总 之 可 归于 后 者 . 故 


fant2]_ 立 a 7 
[号] 训 @eet ): Gan taerinert toamt 二 


am)z 十 (ao 十 al 十 … 十 am-l 十 am)z 
一 ao 十 al 十 1D):* 十 az(1 十 1 十 10): 十 … 十 am(1 十 1 十 10 十 … 十 1 00…0): 
= 


一 (anam aaao); 二 nn 为 所 求 . 

8. 只 要 称 4 次 就 一 定 可 以 把 少 装 的 一 箱 找 出 来 ， 把 15 箱 产品 依次 编号 为 1 2，…，15, 再 
把 1 一 15 用 二 进 制 表示 得 一 表 〈 赂 ). 

易 知 1 一 15 的 数 用 二 进 制 表示 需要 4 位 数 ， 把 每 位 数 中 出 现 “1” 的 箱 号 归并 在 一 起 ， 就 可 以 
得 4 个 组 为 ， 1，3，5，7，9，11，13，15，2，3，6，7，10，11，14，15; 4, 5, 6, 7, 12, 13, 
14, 15; 8，9，10，11，12，13，14，15. 

对 每 一 组 中 的 箱子 集中 来 称 一 次 ， 如 果 重量 正常 记 作 0， 如 果 重量 轻 了 记 作 1,. 共 称 4 次 ， 这 


时 得 到 一 个 二 进 制 表示 的 数 : z 二 (多 义 久久 ), 就 是 少 装 产品 的 一 箱 的 箱 号 ， 例 如 ， 称 的 结果 是 第 
@ 组 和 第 @ 组 轻 了 ， 则 z 一 (0101): 一 5， 说 明 轻 的 一 箱 〈 即 少 装 产品 的 一 箱 ) 一 定 是 第 5 号 箱子 . 


离 酝 这 泗 否 所 心 活 渭 怕 站 着 O 
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9 由 于 1990 二 2 十 2 十 2 十 27 十 2 十 0，25 十 0，24 十 0 2 十 2 十 2 十 0- 20， 有 目 把 1，2， 5 
1989 也 写成 2 进 制 的 形式 ， 操 作 如 下 : 

第 一 次 ， 在 够 取 的 堆 中 各 取 走 2 一 1024 块 石头 ; 第 二 次 在 够 取 的 堆 中 各 取 走 2 一 512 块 ，.… 
最 后 ， 取 走 仅 剩 2 一 1 块 的 那些 堆 中 的 石头 ， 这 样 ， 总 共用 了 11 次 ， 因 为 含 一 块 石头 的 堆 ， 才 必 有 
取 一 块 石头 的 操作 ， 如 余下 的 操作 取 走 都 是 超过 2 块 ， 则 恰 有 两 块 的 堆 无 法 取 走 ， 故 2 次 操作 最 多 
取 1 十 2 一 3 块 ，…，10 次 操作 最 多 取 走 1 十 2 十 2 十 … 十 2 一 1023 块 ， 因 而 1990 堆 石头 至 少 要 进行 
11 次 操作 . 3 

10. 设 所 求 的 数 为 4， 在 七 进 制 中 ，A 可 写 为 A 一 72。a 十 7 .5 十 c, 这 里 a, 6b, cE€ {0, 1, 2， 
3, 4, 5, 6}, a#0. 

数 A 在 九 进 制 中 可 表示 为 A=9? 。c 十 9 。 6 十 a. 

于 是 由 题 意 得 方程 2。a 十 7。b 十 c 一 9 c+9 。 5 二 a， 即 0 一 8(3a 一 5c). 

于 是 4 是 8 的 倍数 ， 又 6E {0，1，2，…，6}， 则 只 能 有 4 一 0. 

再 由 3a 一 5c=0 及 a，cE {0，1，2，…，6}, a 关 0, 可 得 a=5,c 二 3 

于 是 数 A 在 七 进 制 中 为 (503), ， 在 九 进 制 中 为 (305), ， 在 十 进 制 中 为 A 一 72 。5 十 3 一 248. 

11. 考虑 多 项 式 b， 5 十 c。 5 十 d 。5? 十 e。5 十 f 二 6256 十 125c 十 254 十 5e 十 f， 其 中 每 个 字母 表 
示 用 其 系数 相应 的 毫升 数 的 量 杯 使 用 的 次 数 . 

如 字母 取 正 值 ， 则 表示 从 水 缸 中 量 水 倒 人 水 桶 ;如 字母 取 负 值 ， 则 表示 从 水 桶 中 量 水 倒 人 水 
人 缸 ， 并 令 6，c，d，e， 丰 在 《一 2， 一 1，0，1，2} 中 取 值 ， 则 

6256 十 125c 十 25d 十 5e 十 <625。2 十 125。2 十 25 。2 十 5 。2 十 2 一 1562. 

又 4 一 6250 十 125c 十 25d 十 5e 十 了 的 最 小 值 为 一 1562， 而 从 一 1562 到 1562 之 间 恰 有 3125 种 取 
值 方法 

同时 6255+125c 十 25d 十 5e 十 f 也 有 5: 二 3125 种 不 同 取 法 ， 所 以 多 项 式 6256 十 125c 十 254 十 
5e 十 /可 以 得 到 一 1562 到 1562 的 每 一 个 整数 值 . 

12. 我 们 只 需 证 得 F, 被 10 除 时 余数 都 为 ? 即 可 ， 现 归于 二 进 制 ， 只 需 证 明 ， 当 n 之 2 时 ， 
《1 00.…01); 被 〈1010): 除 时 余数 恒 为 《111):。 经 列 竖 式 二 步 试 除 ， 余 数 为 (10); ， 这 说 明 出 现 特 

2 个 
环 ， 因 而 被 除数 中 每 次 除去 4 个 零 而 不 改变 余数 ， 现 考虑 被 “压缩 ”以 后 的 情况 . 据 所 获 规律 ， 
去 零 过 程 ， 被 除数 可 视 为 (1 00…01); ,其 中 零 的 个 数 加 应 取 m 二 [G2 一 1) 一 4k]w 二 [4(2"? 一 ) 一 


mm 位 
Dma(k 宕 0). 因 题 设 x 之 2, 故 m 二 3, 而 由 (10001), 除 以 (1010):, 可 得 余数 为 (111);, 即 R, 的 余数 恒 
为 7. 


13. 由 nl 中 所 会 素 因子 p 的 方 次 数 的 计算 公式 ,现在 取 户 一 2， 即 知 在 n! 中 含 因子 2 的 方 次 
数 为 


SL] [3}+[#}[#] 
充分 性 , 设 n 二 2!, 于 是 
己 [ 引 - De esl+ [a+ [+ 


这 说 明 在 "! 中 含 2 的 方 次 数 为 "一 1, 即 2 一 :|z4， 


必要 性 , 设 2 一 !| ml, 这 必须 在 ml 中 2 的 方 次 数 之 n 一 1, 即 bE 


ft 


将 表示 为 二 进 制 整数 , 记 nn 一 (a1a2…am)3, 其 中 a 二 1, 显 然 


[$j=C60rr"erien)]= 0", )z， 
[ 细 ]=Ceaearaan -ion )3] 一 (aiaz…an-z)z， 


[ 导 ]=[oeresae-oo-ioo)=Crocoz 


《laz…an-i)z 十 (lesz…am :十 … 十 (laz)2 之 (laz…aw-ian)z 一 1， (Cx) 
(《* ) 式 左边 就 是 (11…1); 十 as C11)s 十 十 aw-z (11)s 二 am! 二 (2"! 一 1) 十 qz (2" 一 1) 十 十 
个 2 


am_z(22 一 1) 十 an -1(2 一 1) 一 (laz…an am) —1— (az tas 二" 二 qm 十 am). 

故 原 不 等 式 相当 于 一 (az 十 os 十 … 十 an ) 之 0. 这 只 有 a2 一 as 一 … 一 ao 一 0 时 才 有 可 能 . 

这 就 是 说 ,mn 一 (1 00…0): ,用 十 进 制 表示 就 是 nx 一 2" 

mtho 
14.n 表 示 为 n 二 2'q ,其 中 9 为 奇数 , 则 
m—l=m"—l1=(m’)—1 
一 (mi — DEOm +Om T+- +1] 
三 (m” 一 1)A, 其 中 A 二 1(mod 2). 

于 是 2 | (mr 一 D299 | (Cm? 一 1). 

因此 ,可 设 "一 2 这 时 有 两 种 情况 ， 

(1) 车 m 三 1 (mod 4), 则 m 的 二 进 制 表示 为 m 二 1…100…0}， 即 是 使 m 三 1 (mod 2) 的 

4 个 数字 

最 大 整数 ， 于 是 mr 一 1 二 Cm 十 1)(m 一 1) 被 2+! 整 除 而 不 被 2*: 整 除 . 设 m” 一 1 被 2+ 整 除 而 不 被 
24+ 中 整除 , 则 mm 一 1 二 Cm? 十 DCm? 一 1) 被 241 整除 ,而 不 被 2? 整除 ， 

所 以 对 所 有 自然 数 s,2"+* | Gm? 一 1) ,2 Cm? 一 1). 

(2) 车 m=3(mod 4), 则 m 的 二 进 制 表示 为 m 二 1…011…1, 即 不 为 使 m 三 一 1(mod 2:) 成 立 的 

4 个 数字 

最 大 整数 ,同样 可 证 对 所 有 自然 数 5,2* | (mr 一 1) ,2 Ym? 一 1)。 

于 是 ,由 22e | (zt2 一 1)=>1989<s 十 t=>s 之 1989 一 kk 的 定义 见 上 面 )。 

因而 在 k<1989 时 ， 最 小 的 指数 "一 2 “， 在 过 >1989 时 ，n 一 2 一 1. 

15, 20000 在 31 进 制 表示 中 为 20000 一 20。31? 十 25。 31 十 5， 

所 以 小 于 20000 的 数 ， 在 31 进 制 中 的 数字 和 不 大 于 19 十 30 十 30 一 79. 

如 果 素 数 p<20000, 而 p=a?。31 十 a * 31 十 ao 二 as 。960 十 a。30 十 〈az 十 ai 十 co)， 则 

az 十 ai 十 ao<79. 

由 于 p 为 素数 ， 所 以 az 十 ai 十 oo 不 能 被 2，3，5 整除 ， 否 则 ， 若 十 a; 十 oo 能 被 2，3，5 之 


效 豆 这 溢 愉 也 妾 涟 沁 卫 深交 O 
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一 整除 ， 由 于 30 | az "960，30 | ai， 30， 则 p 能 被 2，3，5 之 一 整除 ， 这 是 不 可 能 的 

在 不 大 于 79 且 不 能 被 2，3，5 整除 的 合 数 中 只 有 两 个 ， 即 49==7。7 和 77 一 7，11. 

容易 验证 619 一 19。31 十 30,709 一 22。31I 十 27,739 一 23。31 十 26,18257 一 18。31: 十 30。31 十 
29 等 素数 在 31 进 制 中 的 数字 和 为 49 或 77. 

16. 由 a 进 制 的 定义 

A 二 zig 十 Taa" 十 十 ia 十 zo，As 一 Ta" 十 Ta 十 … 十 Tia 十 zo 其 中 之 1. 


所 以 有 
Mol 1 人 
A Tag" 十 To-1g 一 十 … 十 zid 十 mo 
i a 
1 1 ee 
rs 
同 理 有 上 es Tn 


EE + 


因为 a>65>1, 则 十 < 十 ,并 且 z 关 0，z,-1 了 0， 所 以 有 


十 zr 十 二 十 aa 二 < 二 


从 而 i I> Te > 
二 
4-: Bo 
了 是 所 < 专 


17. 设 丁 是 这 样 的 正 整 数 集合 ， 它 的 元 素 在 三 进 制 表示 中 最 多 有 11 位 数字 ， 且 每 一 位 的 数字 
都 是 0 或 1, 但 不 全 为 0， 这样 的 正 整数 显然 有 21 一 1>1983 个 ， 并 且 工 中 的 最 大 数 是 1 十 3 十 3: 
十 … 十 3 一 88573<10:. 

为 此 ， 我 们 选择 中 的 1983 个 数 ， 下 面 证 明 工 中 任何 三 数 都 不 是 某 个 等 差 数列 中 的 连续 三 
项 ， 否 则 ， 若 zx，>，zET,， 且 z 十 z 一 2y， 此 时 2y 的 三 进 制 表示 中 必 只 含 数字 0 和 2， 从 而 zx 和 = 
一 定 是 所 有 对 应 位 的 数字 都 相同 ， 即 zx 一 *， 这 是 不 可 能 的 . 

综 上 ， 我 们 证 明了 确 能 选择 1983 个 不 同 的 正 整 数 ， 使 它们 都 不 大 于 10; ， 且 其 中 任何 三 数 都 
不 是 某 等 差 数列 中 的 连续 三 项 . 

18. 考虑 1985 的 三 进 制 表示 1985 二 2，35 十 2，35 十 3; 十 3 十 3 十 2。 

但 是 ， 由 题 设 ， 表 示 式 中 的 系数 不 能 是 2， 而 2 一 3 一 1， 则 1985 可 表示 为 

1985 一 3 一 3 十 3 一 3 一 3 一 3 一 1 同样 有 1984 一 3 一 3 十 33 十 3: 十 3 十 1. 

现在 从 1984 开始 ， 逐 步 减 1， 可 能 出 现 两 种 情况 : 

一 种 是 像 1984 这 样 的 数 ， 后 面 的 若干 项 是 正 的 ， 可 以 减 1， 项 数 不 会 增 ; 另 一 种 是 像 1985 这 
样 的 数 ， 最 后 若 于 项 是 负数 ， 减 去 1 就 会 出 现 一 2， 3 〈i=0，1，2，3)， 这 样 由 于 一 2，3: 一 
一 3 六 十 3 ， 把 一 2，3: 换 成 一 3 十 3 ， 虽 然 多 了 一 项 ， 由 于 1985 的 表达 式 只 有 7 项 ， 所 以 多 了 
一 项 之 后 也 不 会 多 于 8 项 ， 而 当 i 十 1 一 4 或 7 时 ， 与 原来 前 面 的 正 项 正好 抵消 ， 从 而 项 数 保持 


所 以 对 于 AE [0，1985] 中 的 数 都 能 用 一 六 oama E {一 1,0,1) 表示 . 
台 


若 把 式 中 的 a; 换 成 它 的 相反 数 ， 则 对 于 AE [一 1985，0] 也 可 用 上 式 表示 . 

于 是 ， 题目 所 求 的 n 二 3 ，i 一 1，2，…，8. 

19. 我 们 把 0 也 看 作 是 “ 坏 数 ”， 这 样 并 不 影响 所 求 的 结果 . 先 用 数学 归纳 法 证 明 引 理 ,在 0 
到 2 一 1 (n 之 2) 中 ,“ 坏 数 ” 的 个 数 与 和 都 恰好 占 了 它们 的 一 半 . 

(1) 在 0 到 2: 一 ! 中 ， 即 在 0，1，2，3 中 , 0 是 “ 坏 数 ”"，3 二 (11): 是 “ 坏 数 ”， 所 以 有 2 个 


“ 坏 数 ”， 且 0+3= 去 (0+1 十 ?十 3), 所 以 在 0 到 2 一 1 中 ,“ 坏 数 ”的 个 数 是 它们 的 一 半 ， 其 和 也 


是 它们 的 和 的 一 半 . 

《2) 假设 在 0 到 2" 一 1 中 ,“ 坏 数 ”的 个 数 与 和 都 恰好 等 于 它们 的 一 半 . 

由 于 把 到 2" 一 1 中 的 每 个 数 都 加 上 2" ， 就 相当 于 在 二 进 制 数 中 多 了 一 个 1， 因 此，0 到 2 一 1 
中 的 “ 坏 数 ”都 变 成 了 “ 非 坏 数 "， 从 而 0 十 2" 到 2" 一 1 十 2" 即 a" 到 2" 一 1 中 “ 坏 数 ”的 个 数 与 
和 也 恰好 为 它们 的 一 半 ， 因 此 ，0 到 2"*! 一 1 中 “ 坏 数 ”的 个 数 与 和 都 恰好 占 了 一 半 . 

这 样 就 用 数学 归纳 法 证 明了 引 理 ， 

于 是 ， 从 0 到 2 一 1 中 “ 坏 数 ”的 个 数 为 2 个 ， 它 们 的 和 为 二 [1 十 2 十 … 十 (2 一 1)] 一 
Fa 

由 于 1984 二 2 十 2 十 2 十 27 十 25 ,而 前 2* 个 “ 坏 数 ”的 和 为 2(22 一 1)， 

前 (2" 十 2 个“ 坏 数 " 的 和 还 要 加 上 2 到 2" 十 2* 一 1 中 “ 坏 数 ” 的 和 , 即 29 2? 十 2*(2" 一 1)。 

由 此 ,前 2 十 2 十 2 十 2 十 2 二 1984 个 “ 坏 数 ”, 还 要 再 加 上 (C29 十 2°5)。23 十 2 (2 一 1) 十 
(20 十 20 十 20)。27 十 2(28 一 1) 十 (24 十 20 十 2 十 22)。28 十 25(27 一 1). 

于 是 前 1986 个 “ 坏 数 ”包括 0, 若 不 包括 0 即 为 前 1985 个 “ 坏 数 ”) 的 和 为 

29(20 一 D) 十 24。28 十 28(28 一 1) 十 (2 十 20)。2 十 27(28 一 1) 十 (24 十 20 十 29)。27 十 
28(28 一 1) 十 (24 十 28 十 2 十 28)。25 十 25(27 一 1) 十 (24 十 29 十 2 十 2 十 27)。2 十 2 十 1 
一 24 十 20 十 29 十 28 十 28 十 24 十 2 十 2 十 25 十 2 十 1. 
这 就 是 所 求 的 前 1985 个 “ 坏 数 ”的 和 “十进制 ). 


习题 B 


1. 考察 数 zyz, 满 足 100x 十 10y 十 z 二 30(z 十 y 十 z). 

如 果 一 个 整数 是 30 的 倍数 , 则 其 最 后 一 位 为 0, 故 数字 = 必 为 0. 于 是 ,有 

100z 十 10y 一 30(z 十 y), 即 10z 十 y 一 3(z 十 y). 

从 而 ,有 7z 一 2y, 

由 于 z,y 都 是 一 位 数字 , 仅 有 的 可 能 是 zx 一 2,y 一 7, 于 是 ,只 存在 一 个 三 位 数 , 它 等 于 它 的 各 位 
数字 之 和 的 30 倍 ,这 个 数 是 270. 


离 五 这 泡 亚 生性 梁 涪 同 站 症 O 


2. 令 a=100as 十 10az 十 a ， 

b=100h +10b 二 b ， 

c=100c+10c +a, 
(1&ai ,bh ,cs 9,0<as ,bh ,cs ,a,b ,cS9). 

设 i=a1 十 bi 十 a1,j 二 as 十 bz 十 cz ,kas 十 by 十 cs 

由 题 设 有 i 十 10j 十 100k 一 2005, 且 ij,k<27, 故 (ij 有 一 (5,0,20),(5,10,19),(5,20,18)， 
(15,9,19),(15,19,18),(25,8,19),(25,18,18). 

因此 , 当 (i,j,h) 二 (25,18,18) 时 ， 

S(w) 十 S(b) 十 S(c)=i+j 十 是 最 大 的 . 

当 i=25 时 ,(ol ,b,c ) 的 可 能 对 是 (7,9,9),(8,8,9) 及 它们 的 置换 ,所 以 ,有 3X2=6 个 可 能 对 . 

当 ) 一 18 时 ,(az ,如 cz) 的 可 能 对 是 (0,9,9),(1,8,9),(2,7,9),(2,8,8),(3,6,9)，(3,7,8， (4 
5,9),(4,6,8),(4,7,7),(5,5.8),(5,6,7),《6,6,6) 及 它们 的 置换 ,所 以 ,有 6X7 十 3X4 十 1=55 个 可 
能 对 . 

当 A 一 18 时 ,(oi ,和 ,cs ) 的 可 能 对 是 (as ,和 ,cs ) 的 那些 对 ,但 (0,9,9) 及 其 置换 必须 除 掉 , 所 以 ,有 
55 一 3 一 52 个 (as ,ba ,cs) 的 可 能 对 . 

因此 ,满足 条 件 的 (a,5,c) 的 个 数 是 

6X55X52=17160. 

3， f(z) 三 f(0. brb…) 三 0. bbrbr 扣 …, 设 二 0. bbr 刀 … ,其 中 妇 二 0 或 1( 对 每 个 站. 

如 果 饭 一 0, 则 二 进 制 表示 的 数 


离 百 说 浸 否 王 心 涟 证 同 涉 交 D 


z=0, 0bz nb 
所 以 ,用 十 进 制 表示 的 数 x 为 
并 一 0 十 0X2-1 十 色 。2-: 十 氏 。2- 十 记 。2 一 十 ,… 
一 色 二 生 二 色 
4 8 十 1 十 
二 
< 二 十 言 + 直 二 < 二 


2 
而 2z 的 二 进 制 表示 为 0. bbb…， 
因此 f(z) 一 全 2 一 二 /C0. bbb) =0. bb + 二 f0. brbaben). @ 


著名 一 1, 则 二 进 制 表示 的 数 x 二 0, 1 各 …, 于 是 ,十 进 制 表 示 的 数 
一 去 十 全 十 生 二 委 +…> 二 . 


所 以 ,fC0. 1 和 bb) 一 Fez) 一 全 二 Lf. 


另 一 方面 ,x 一 二 十 仇 十 鳃 十 然 十 …, 则 


i a Ee 

27 1= (1 十 各 + 熏 十 人 二 ) 一 一 党 十 仅 十 侣 十 

而 2z 一 1 的 二 进 制 表示 为 0. b&b…， 

所 以 ,有 

(6, lp6tc) 一 昌 十 于 ob 一 (二 + 去 ) 十 二 oaaebe) 


一 .生生 十 二 0. 包 放生) @ 
由 @@ 得 
f(z)=f(0. bi bbs*"*)=0. bb + 了 Feo， bb be*). 
类 似 地 ,可 得 


fl7)=0, hb +0. 00bzbe +0, 0000bsbs 二 =0. bbi hbo 

4 用 AX) 表 示 有 限 数 集 X 中 元 素 的 算术 平均 ， 

(1) 证 明 : 存 在 个 不 同 正 整数 构成 的 集合 S ,使 得 对 Si 的 任意 两 个 不 同 的 非 空子 集 A,B, 数 
f(A) 和 f(B) 是 不 相等 的 正 整 数 . 

事实 上 , 取 定 一 个 整数 9>m, 设 

S'={n! gn! Goesn! q'). 

则 对 5 的 任 一 个 非 空子 集 A， 数 / (A) 显然 是 一 个 正 整数 . 

假设 存在 S, 的 两 个 不 同 的 非 空子 集 A，B， 使 得 f(A)==f (B). 

那么 ，| B13)q'= 1Al Da 


nig Ea mid EB 


因为 g>n>max {| A|，1B|}, 所 以 ， 


1B815)e=21B1g 与 1A| D9'=D 1Alg 


nd€EA wdEA lgEB nld€EB 


均 为 正 整数 的 gq 进 制 表示 ， 从 而 ,它们 的 形式 应 当 完全 相同 .由 此 得 1|A|1= 二 1B| 及 A=B， 
矛盾 . 
因此 ， 对 Si, 的 任意 两 个 不 同 的 非 空子 集 A，B, 数 / (A) 和 了 〈B) 必定 不 等 . 
(2) 设 是 一 个 固定 的 正 整数 ,k>> max f(A1), 证 明 :对 任何 正 整数 x, 正 整数 的 元 集合 S: 一 
SS 


{k1za 十 1la€ S1} 具 有 下 述 性 质 ,对 S: 的 任意 两 个 不 同 的 非 空子 集 A,B, 数 f(A) 和 f(B) 是 两 个 互 
来 的 整数 . 

事实 上 ,由 S; 的 定义 易 知 ,对 S; 的 任意 两 个 不 同 的 非 空子 集 A,B, 相 应 地 有 S, 的 两 个 子 集 
A ,Bi ,满足 

141=141,1B1=18|, 且 

(CA) 一 ArF(AD) 十 1,FCB) 一 外 zFCB,) 十 1. 0 

显然 ,f(A) 和 f(B) 都 是 正 整数 . 

设 正 整 数 d 是 /(A) 与 f(B) 的 一 个 公约 数 , 则 f(A)f(B,) 一 了 (B) 了 (Ai) 是 d 的 售 数 . 


离子 党 簿 导 玫 性 涟 洪熙 并 业 CO 


故 由 式 @ 可 知 d|(f(A1) 一 了 (B,D). 

但 由 的 选取 及 Si 的 构 作 可 知 ,| 了 f(A) 一 f(B,) | 是 小 于 的 非 零 整数 , 故 它 是 &! 的 约 数 ,从 
而 ,dk!1. 

再 结合 d| f(A) 及 式 @ 知 ,dl1, 故 d 一 1. 

从 而 ,f(A) 与 f(B) 互 素 . 

(3) 证明: 可 选择 正 整数 =, 使 得 S: 的 每 个 非 空子 集 的 元 素平 均值 都 是 合 数 . 

由 于 素数 有 无 穷 多 个 , 故 可 选择 2" 一 1 个 互 不 相同 且 均 大 于 上 的 素数 pi1,pp，,…,pm-1. 将 S 中 
每 个 非 空 集合 的 元 素平 均值 记 为 m ,az ,…*az -1 , 则 

(prkla) =1(1<i<2—D, 有 P,P = —D. 

故 由 中 周 剩余 定理 可 知 , 同 余 方程 组 

Al xuw 王 一 1(mod 也 )(i 二 1,2,…,2" 一 1) 有 正 整数 解 . 

任 取 这 样 一 个 解 z, 则 相应 的 集合 S: 的 每 个 非 空子 集 的 元 素 的 平均 值 都 是 合 数 . 

结合 (2) 的 结果 ,这 一 ”元 集合 满足 问题 的 全 部 要 求 . 

5， 在 以 下 所 讨论 的 K(n,m) 中 ,规定 m 之 n. 

易 知 K(0,m) 二 2 wnE€ K(n,m). 

先 列 出 若干 项 ,从 中 寻找 规律 . 

KO(1,m)={1),K(2,m)={2}; 

KC3,m)={1,2,3),K(4,m)={4); 

Km ={1,4,5},K(6,m)={2,4,6}, 

K(7,m={1~7),K(8,m) =1{8}; 

K(9,m)={1,8,9},K(10,m)={2,8,10}, 

K(11,m) 一 {1,2,3,8,9,10,11)， 

K(12,m)={4,8,12}, 

K(13,m) 一 (1,4,5,8,9,12,13}， 

K(l4,m)={2,4,6,8,10,12,14}, 

K(15,m)={1~15},K(16,m)={16}. 

经 计算 及 定义 知 KCn,m) 只 与 有关, 与 m 无关. 

下 面 用 数学 归纳 法 证 明 两 个 引 理 . 

引 理 1 K2n,m)={2j|jE KCn,m)). 

引 理 1 的 证 明 : 假设 命题 对 小 于 n 的 正 整 数 成 立 . 

用 归纳 法 可 证 1€EK(2n 一 1,m) ,1 K(2nsm),nEN4 ,所 以 ,2j 十 1 K(2nsm). 

又 2jER(2n mIKQ mM NK G2n—2jm = 

全 KG 站 KG 一 六 oz 一 好 (由 归纳 假设 7 

jEK(nm). 

引 理 2 KG2+im={2 + UKG mM UY +ijljEKR(i,m), i @ 
其 中 1<i<2". 

引 理 2 的 证 明 : 假设 式 O 对 小 于 2 十 ;的 正 整数 成 立 . 


离 百 六 涤 否 王 心 泗 让 同济 交 DO 


对 于 任意 jEK(i,m) ,车 j<i, 则 

KGMANKG-i m= 

过 KG mK 十 i 一 jym) 二 名 (由 归纳 假设 ) 

>jEK(2" +i,m). 

车 j= 由 iEKCGmD ,KGMN{2)}=@ ,Bh KG mM NK ,m= GiE KC +im). 
所 以 ,KGim)CK(2"+i,m). 

由 定义 知 {2 十 i 一 j|j€E KGim}CKC2"+iym) ,2" 二 iE K(2" 二 iym). 
综 上 , 式 右 边 集合 SK(2" 十 i,m). 

对 于 任意 jE K(2" 十 sm), 由 定义 ,不 妨 设 j< 和 二 .车 j<i, 则 
KOGMANKG2 +ij,m = 

之 KO,m 败 K(i 一 j,m)= 二 多 (由 归纳 假设 ) 

ijEK(im). 

下 面 证 明 , 当 i<j<2 时 ,j@K(2" 十 ism) 

令 j 一 计 4, 此 时 A< 2 一 ,只 须 证 

KGithk mf KG —k,m) A 


由 式 OD 知 ,对 任意 <2", 对 比 二 进 制 , 记 k= 六 名, 其 中 0<a<as 之 …<a, 则 

{2% |s=1,2,% ,7} CK (km). 

若 计 4 在 二 进 制 下 不 进位 , 则 

2 EK(Ci 十 oa) 门人 (ze NK 2" km). 

车 证 在 二 进 制 下 进位 , 设 其 在 第 ! 位 最 后 一 次 进位 ,由 j<2 3 , 知 tcm, 则 让 在 2 的 系数 


为 0,iA 在 2 的 系数 为 1. 此 时 ,2" 一 k 在 2 的 系数 为 1, 故 2 EKCitk,m) 站 KC2" 一 kym)， 
下 面 解 答 原 题 . 由 引 理 1,2, 知 
IK(2004,m)|=|K(1002,m)|=|K(501,m)|=|K(256+245,m)| 

=2|K(245,m) | 二 +1=2|K(128+117,m)1+1 
=4|K(117,m) 1+3=4|K(64+53,m)|+3 
=8|K(53,m) | 十 7 一 8|K(32 十 21vm)1 十 7 
一 16|K(21,m)| 十 15 一 161K(16 十 5,z)| 十 15 
一 32|K(5,m)| 十 31 一 32X3 十 31 一 127. 
所 以 ,集合 K(2004,2004) 中 的 元 素 个 数 为 127. 
6. (1) 对 于 任意 正 整数 m, 存 在 非 负 整 数 上 和 ,使 得 2"<<m<2', 则 m 是 2 一 2" 个 数 的 算术 平 

均 ,其 中 有 m 一 2" 个 数 是 2',2' 一 m 个 数 是 2, 即 

FL m2 + 2 mJ—m. 


所 以 ,m 是 “好 数 ”. 


离 卫 六 茵 下 下 性 涟 油 同 涉 关 O 


(2) 假设 整数 m 是“ 坏 数 ”, 对 于 任意 正 整数 &, 若 mX 2 不 是 坏 数 , 则 存在 锯 过 过 … 之 ， 


使 得 


本 + tt 


所 以 mX2 一 于 + 将 寺 十 各 ,其中 避 = 和 一 和 i=2,3400n 


由 于 1 十 22 十 … 十 2 为 奇数 , 则 已 二 ,所 以 ， 
mt 

这 表明 ,m 是 nn 个 数 24 下 ,24，… ,2 的 算术 平均 ,与 m 是 坏 数 蔬 盾 ， 
因此 ,只 要 找到 一 个 坏 数 即 可 . 

下 面 证 明 13 是 坏 数 . 

假设 13 是 ”个 2 的 整数 次 宕 的 算术 平均 ,于 是 ,13nm 在 二 进 制 下 有 个 1. 
当 n==1,2,…,6 时 ,有 

13X1=1l0lo， 


次 互 束 淋 亚 手 性 涤 泗 由 并 着 O 


13X2=26=11010, ， 


一 110100o ， 
13X5 一 65 一 1000001e， 
13X6=39X2=1001110¢. 
当 w27 时 ,有 13n<2" 一 1, 所 以 ， 
13n<1 十 2 十 2: 十 … 十 2 一 !. 
于 是 , 当 "过 7 时 ,13n 在 二 进 制 下 1 的 数目 不 可 能 等 于 nn. 所 以 ,13 是 坏 数 . 
因此 ,所 有 形 如 13X2" 的 数 都 是 坏 数 . 
?7， 首 先 证 明 :2 的 寡 有 任意 长 的 零 区 间 . 
显然 ,在 2" 的 十 进 制 表 示 中 至 少 有 A 个 连续 的 0, 当 且 仅 当 2" 具有 
3。10"+ 十 z 
的 形式 ,其 中 y,z 是 正 整数 , 且 z 至 多 有 m 位 , 即 
z<10". 
故 只 须 证 明 : 存 在 n 和 m, 满 足 2" 模 10"1* 的 余数 小 于 10". 
根据 欧 拉 定理 ,对 每 个 正 整数 1, 因 (2,5') 二 1, 故 有 
2rs) 王 1(mod 5'), 
乘 2 得 2 二 2'(mod 10). 
因此 ,对 某 个 正 整数 y, 有 
2+we =y » 10:+2. 
根据 上 述 ,规定 
n=t+p(5) ,m=4—k. 
令 2<10" ,这样 的: 值 一 定 存在 . 例如 ,t= 二 2k( 因 为 2* 二 4 过 10:). 由 此 得 ,在 


Qt 一》 。102 十 2 
中 至 少 有 个 0 的 单元 
对 于 给 定 的 全, 选 定 2 的 里 (比如 2") 恰 好 含有 ~ 个 0 的 单元 ,其 中 ,r 之 k. 
下 面 讨论 , 当 用 2 乘 这 个 带 零 单元 的 数 时 ,对 于 某 些 非 零 数字 a,5, 有 
2 = 0 0 十 二 
趾 起 
因此 ,2"+ 一 2y。10+ 十 2z. 


数 2z 与 z 或 者 有 相同 位 数 的 数字 ,或 者 多 一 位 . 所 以 ,在 零 单 元 的 “右边 ”没有 削减 或 削减 一 个 
0; 在 零 单元 “左边 "只 有 当 y 能 被 5 整除 时 才能 扩展 一 个 0. 

综 上 , 当 y 不 能 被 5 整除 时 , 零 单 元 的 长 度 或 者 减 1, 或 者 不 变 , 且 当 反复 地 乘 2 时 ,每 一 次 零 单 
元 的 长 度 至 多 减少 1. 

于 是 ,避免 长 度 零 单元 的 唯一 可 能 是 保留 大 于 的 长 度 ,但 这 是 不 可 能 的 . 

设 y 一 5 ,其 中 上 不 能 被 5 整除 . 

当 用 2 乘 2" 第 a 十 1 次 时 , 零 单元 左边 不 再 扩展 ,而 每 乘 一 个 2 的 4 次 赛 时 零 单 元 右边 削减 ( 因 
2 之 10). 因此 ,次 数 足够 后 ,可 以 得 到 恰 有 上 个 0 的 2 的 短 . 

8， 为 证 原 题 先 证 明 两 个 引 理 . 

引 理 1 记 ttiEZ+ ) 的 二 进 制 表 示 中 1 的 个 数 为 P07), 则 zt! 中 因子 2 的 个 数 为 (: 一 PO)) 个 . 

下 理 2 P(t) 十 P(r) 二 PCr+t), 当 且 仅 当 7 与 + 的 二 进 制 表 示 中 ,任何 两 个 1 所 在 的 位 数 不 同 


引 理 1 的 证 明 ， 设 :一 加 “2 其 中 aet0,)， 学 =P(D, 则 中 因子 2 的 个 数 为 


癌 [让 ]- D>. 2 = bp3E = BaD=eP. 
凡 汪 A a 
引 理 2 的 证 明 : ”必要 性 . 显然 成 立 . 

充分 性 . 

记 三 2 十 22 下.… 十 2 ， 

7 一 2 十 2% 十 … 十 24P 。 

由 CH, 为 整数 , 则 

ttr—P(ttn)>t—P()+r—Pn). 

所 以 ,PC(2)+P(r) 宇 P(tn). 

车 存在 1<i<P(0),1<Ij<P(7), 使 4;=5, 则 

POGtNDEP(tr 2 —2)+P2 + EP)+P)—2+1=P()+P—1. 
故 对 任意 1<i<P(2),1<j<P(7) ,#6 

下 面 证 明 原 题 . 

当 k>t 时 ， 

2 十 Ge 一 PCB) 一 上 一 P(D 十 (一 六 一 P(A 一 吕 

全 PU 一 上 十 P(D 一 PC) 

仿 (& 一 DD 与 + 的 二 进 制 表示 中 没有 两 个 1 在 同一 数位 上 . 


离 瑟 闵 海 否 捷 性 涟 沿 同 洪 交 oO 


效 吾 达 溢 导 吾 届 洋 测 隔 洪 效 O 


* 一 1 整除 ,而 这 个 数 在 进 制 表 示 下 各 位 数码 的 和 也 可 以 被 4 一 1 整除 . 从 而 ,第 二 次 运算 后 的 数 可 


设 m 一 2 ChEZ+ ,有 充分 大 ), 有 


， 
ti 一 2 十 So2 ,4=tila=1)， 


14|=P(r 
ka | 
则 2 下 Ce 一 (一 2) 527+ 2 e216 cE {0,1). 
台 各 
局 
所 以 , 矿 (四 一 2 于 X2mCw-D 一 20rPm. 
故 上 四 一 起 


因此 ,r 一 PCz) 依 赖 于 t, 与 无关. 
9 因为 ak 一 六 =0(mod (kt 一 D), 所 以 


名 各 
了 ) aik'=0(mod (4 一 1)) 与 了 ) ai=0(mod (k—1)) 


1 1 


等 价 . 于 是 ,经 过 两 次 运算 以 后 每 个 数 都 可 以 被 (4 一 1)3 整除 ,这 是 因为 第 一 次 运算 后 的 数 可 以 被 


以 被 (一 1): 整除 . 

设 a 一 aeroaow >4 或 二 2,n 一 3, 则 
a 一 (k 一 1)2(as 十 ao 十 … 十 oo) 

2 —(k—D:]—a [Ck—1):—A]—ao Lk—1)?—1] 
>2[k—(k—1)]—(k— DI2k—1)?—k—1]=5k —2k—1>0. 
从 而 ,总 可 得 到 一 个 形 如 asazaiaou 的 数 ,其 中 ,as 二 1 或 0. 
于 是 ,下 一 个 数 为 
(k 一 1D)5(a 十 as 十 ai 十 oo)s(k 一 Di[1 十 3(k 一 1)]<4(k 一 Da 
因此 ,这 个 数 为 
(一 D)3 或 20 一 1)3 或 3 一 1)3. 
因为 (4 一 1)? = 一 3,2,8 一 lw (k>>2) ,其 下 一 个 数 为 2(8 一 1)?; 
2(k 一 D3 一 1 一 6,5 一 2 (人 >>5), 下 一 个 数 为 2Ck 一 1)3; 
3(4 一 1 一 2,k 一 9,8 必 一 3 (人 >>8), 下 一 个 数 为 2(k 一 1)3。 
又 当 k 一 6 时 ,3X 申 一 1423t ,下 一 个 数 为 5: X10 二 2X53， 
当 A 一 7 时 ,3X 人 一 1614o ,下 一 个 数 为 6:X12 一 2X6:; 
当 4 一 8 时 ,3X 了 ?一 2005 ,下 一 个 数 为 7 X7 一 7: ,再 下 一 个 数 为 2X72. 
所 以 , 当 人 >>5 时 ,从 某 个 数 开始 ,其 后 面 的 数 全 等 于 2(& 一 1)3. 
10, 显然 是 奇数 . 记 + 中 2 的 寡 次 为 Vz CD. 
车 疾 是 奇数 . 设 > 一 z 一 1, 则 
加 一 1 一 (3 十 D)" 一 ] 一 六 十 Cl 十 Gy 十 … 十 Ciy。 
其 中 Gs"'y 项 中 2 的 睾 次 为 y 中 2 的 午 次 ,其 余 项 均 满 足 


Vi(Oay) =Va (N+ i DV(y) +V (CG.)>Ve(y). 

故 Vz (mm 一 D) 一 Vz(7) 一 Vz(z 一 1). 

又 Vim 一 D=Vz(22+1 十 2) 一 0 有 

Vi(z—D)=n. 

则 2"|(z 一 1)。 

所 以 ,z 一 ! 志 2 ,z>2 十 1. 

而 忆 (2 十 1D)3 一 2 十 3X2 十 3X2* 十 ]>22+1 十 2 十 1 一 zm， 
所 以 ,m<3. 

故 m=1. 此 时 ,z 一 22+1 十 2" 十 1. 

车 mm 为 偶数 , 设 m 二 2mw, 则 


(z=7X2 十 (2 一 十 1)2， 即 (zm 一 2 一 :一 1)(zwo 十 2 十 1) 一 ?7X22:. 


车 n=1, 则 "=22 十 2 十 1==8 十 2 十 1 二 11 不 是 平方 数 ,不 可 能 . 

因此 ,mn 之 2. 

所 以 ,zm 一 2 一 :一 1] 天 ze 十 2 一 十 1(mod 4). 

又 因为 它们 都 是 偶数 , 则 它们 之 一 中 2 的 畦 次 为 1. 只 有 下 面 四 种 情形 : 
EE 
am 十 2 十 1 

必 一 2: 一 1 一 
十 和 :十 
公主 1 一 1 一 7X22-:， 
me 十 2 十 1 一 24 

但 

am +2 t+1=7X2 

由 @ 有 2 一 十 1 一 22 一 7?, 即 

2 

解 得 "一 4,zm 一 23. 

故 zx 一 23,zmo 一 1. 

由 四 有 2 一 :十 1 一 7 一 22 一 , 即 

2 十 22 一 6 

因为 6 一 4 十 2, 故 无 解 . 

由 @ 有 2 一 :十 1=1 一 7?X22- ,也 不 可 能 . 

由 轩 有 2 一 十 1 王 7X22 一 1, 即 

2 一 :十 1 一 7?X22-， 

考察 二 进 制 表示 中 1 的 个 数 , 故 也 不 可 能 . 

所 以 ,(Czvmasm) 一 (22+1 十 2 十 1,1v7oD，(23,2,4). 


一 22z-3 


了 


© ©@ © ©e 


11。 由 于 有 无 穷 多 个 好 数 , 则 一 定 存在 一 个 好 数 ,至 少 有 10k 十 1 位 数 . 设 ci ,ce，… ,cio+1 是 其 在 


十 进 制 表示 下 连续 的 10k 十 1 个 数码 ,于 是 ， 


离 百 杭 苏 否 王峰 严 涝 同 涉 效 O 


冉 吾 达 潍 惟 卫 由 滋 洒 同 入 奖 O 


都 是 -的 倍数 , 刚 


aa 一 10 和 1c 十 10 和 zcz 十 … 十 10c- 十 ce 和 6 一 10 ce 十 10 和 cs 十 … 十 10c 十 cna 


10a 一 6 二 10tc1 一 cy+1 也 是 x 的 倍数 . 

设 di=can(i=0,1,…,10). 

类 似 地 可 得 

r| (10td;—dir1) (i=0,1,°,9). 

由 于 qo,di,…,dw 只 可 以 是 0,1,…,9 中 的 数 , 则 一 定 存在 两 项 相等 ,所 以 ,存在 bj(0Si<Ii< 


10) ,使 得 di ,di ，,…,qd,-, 两 两 不 同 , 且 d==d;, 因此 ， 


(10di—din)+ 10d —dit2) t+ (10d)_1 —d;) 
=(10d;—d)+ (10din—din) t+ (10d; 1 —d; 1) 
=(10—D(ditadir ttd)-1) 


可 以 被 -整除 . 


因为 di,dit1，…,dj-! 两 两 不 同 ,所 以 ,di 十 dir 十 … 十 d;-1 不 超过 0 十 1 十 … 十 9 二 45, 可 得 di 十 


din 十 "十 dij-1 与 7 互 察 , 因此 ,10 一 1 可 以 被 整除 , 即 大 位 数 10' 一 1 是 好 数 


12.《〈1) 由 w X0 二 bEC, 得 刀 之 0. 

车 对 某 些 i,a; 二 1, 则 

G=C+hEC. 

由 0EC, 得 0+6EC, 且 鼎 十 hiEC, 进 而 对 所 有 非 负 整数 nx, 有 nb EC. 

设 是 满足 3b 的 非 负 整数 , 则 满足 3*<n<2X3# 的 的 三 进 制 表示 中 均 含有 1. 它 们 不 在 C 


而 由 3#>%，, 知 存在 某 些 ,使 得 nb; 也 包含 在 这 些 数 中 ,这 与 nb, EC 矛盾 . 

(2) 设 非 负 整 数 人 满足 3#>6 ,对 任意 mEC, 有 34m€€C, 则 3tma, 十 5EC. 

考察 aim 的 三 进 制 表示 ,并 由 3>5, 知 amEC, 于 是 wCEC. 

又 2EC, 则 2ciEC. 

故 a 的 三 进 制 表示 中 只 含有 0,1. 

令 a=3ru(3hu). 

车 “一 1, 则 结论 成 立 , 否则 , 设 “ 的 三 进 制 表示 中 右 数 第 二 个 1 的 位 数 为 w 用 w 乘 以 2X3"! 十 


2 则 得 到 一 个 C 之 外 的 数 , 矛 盾 . 


(3) 设 汪 一 3 ,并 令 2X34<w%< 3 (这 是 因为 hEC 且 其 三 进 制 表示 中 最 左 端 的 数码 为 2)， 
车 a<&, 则 hk<1,2X3m*EC. 

于 是 2X34ai 十 和 EC 

而 2X3…ai 十 br 的 三 进 制 表示 的 最 左 端的 数码 应 该 是 1, 矛 盾 . 因此 ,a;>b. 

(4) 令 J={i€ {1,2,0n) lb=2(mod 3)}. 

显然 , 记 天 J 天 人 ,2 


令 D= Uc,E= Uc 
知 1 


了 
容易 验证 ,D 一 3C 十 2 上 且 E 一 3C. 


13. 用 [aaaz…at]* 表示 上 位 p 进 制 数 ,将 集合 M 中 的 每 个 数 乘 以 7, 得 
RM 一 {a .7 十 oz 72 十 aa。7 十 atlaET,i 一 1,2,3,4} 
={[arasasa dr lwET,i 一 1,2,3,4}- 
RM 中 的 最 大 数 为 [6666]; 一 [2400]。. 
在 十 进 制 数 中 ,从 2400 起 从 大 到 小 顺序 排列 的 第 2005 个 数 是 2400 一 2004 一 396. 而 [396] 一 


[1104J, ,将 此 数 除 以 7+, 便 得 M 中 的 数 是 地 十 志士 喇 十 南 . 故 选 C. 


14， 记 a 一 20042005200620072008， 
一 20042005200620072009， 
为 证 原 命题 成 立 ,下 面 先 证 明 : 
引 理 ” 对 任意 seE (0,1), 存 在 mEN" ,使 0<{mlg2004}<e. 
引 理 的 证 明 ” 先 证 明 lg2004 是 无 理 数 . 


反 证 法 :假设 存在 p,9EN" ,p,q) 一 1, 使 82004 一 也 , 则 10 一 2004",p,gEN .但 由 于 3hl0y， 
312004 ,因此 10? 天 2004" , 故 产生 矛盾 ! 假设 不 成 立 , 所 以 lg2004 是 无 理 数 . 
由 s€ (0,1) 知 ,存在 nEN" ,使 0< 小 <e. 因此 只 须 证 明 ,存在 mEN ,使 0<(mlg2004}< 二 . 


考虑 如 下 nx 十 1 个 数 {ilg2004}(i 一 0,1,2, 站 及 呈 个 区 间 石 一 [这 ,于 )G=1,2,…vn, 由 
抽 层 原理 可 知 必 存 在 一 个 区 间 万 ,使 flg2004},{z]g2004}E 厂 ,0O< sp<n 十 1， 
及 若 到 1<(ilg2004)<talg2004}< 苹 , 则 


0<{Cia—i) lg2004) ={ilg2004}—{ilg2004) < ,hEN". 
日 若 二 1<tilg2004}<talg2004}< 均 , 则 
0<{G 一 blg2004}< 工 ， 
即 1 一 二 <({(i 一 lg2004}<1. 
设 {( 一 ilg2004}=1 一 5,0<< 工 ， 
则 由 0<8< 寺 得 存在 rEN" ,使 0<1 一 r3< 二 ,于 是 
{rai Dlg2004)={7(1—8)}={7—1+1—r8) ={1—rd) € (0 二) ,rz 一 5)EN， 


合 a) \b) 知 总 存在 mEN” ,使 o<tmlg2004j< 工 . 又 因为 lg2004 为 无 理 数 , 故 {malg2004} 天 0， 


所 以 有 0< (mlg2004}<< 二 , 即 引 理 得 证 - 
下 面 证 明 : 存 在 k,mEN" ,使 k 十 lga<mlg2004<k 十 lg8. 


离 酝 六 注 导 开怀 省 沽 同 涉 交 oO 


座 也 说 泣 否 手心 涟 油 区 入 关 O 


显然 当 取 dE (0,]D) 时 ,lgaFZ, 使 gat+d<lgB,{lga} 十 d<1, 取 MEN" ,使 Mig2004>lg8 十 1. 由 
引 更 ,存在 mo EN" ,使 0<{molg2004} 过 入 ,从 而 0<{Momolg2004}<d. 于 是 可 得 存在 1EN' ,使 


0<{lga} <L{mo Milg2004} < {lga}+d<1. 

另外 ,由 

{lga} <{Mmol » lg2004} =1{ Mmolg2004} < {lga} +d 

Slga—[lga]+[Mmol * lg2004]<Mmol » lg2004 

<lga—[lga]+[Mmol * lg2004]+d 

<lg8—[lga]+[CMmol » lg2004]. 

由 此 式 , 若 令 k==[Mimol * lg2004] 一 [lga] ,m==Mmol, 则 REZ,mEN* , 且 k 十 lgo<mjlg2004 一 
k 十 lg& 由 m 二 Momol 宇 M, 并 结合 上 式 知 ， 

k>mlg2004—B>Mlg2004—g>1, 
从 而 必 有 有 EN" ,mEN" , 且 使 命题 成 立 . 

由 该 命题 ,a10: 才 2004"<B、10* 可 得 

20042005200620072008 。 10* <2004" <<20042005200620072009 。 10* ， 
从 而 2004" 的 十 进 制 位 表示 开始 的 数字 为 20042005200620072008 的 结论 成 立 . 

15， 不 妨 设 p 一 …<<pss , 若 如 >>2, 由 于 2 不 能 表示 成 (Pp.… pos )2% 的 不 同 正 约 数 之 和 ,故此 时 
T=1. 

以 下 设 p, 二 2, 我 们 将 证 明 下 面 更 一 般 的 结论 : 

设 k>1, 才 ，… ,Ph 为 个 互 不 相同 的 素数 ,满足 p; 过 pti 志 pPP” (i 二 1,… ,一 1) , 放 二 2, 则 能 表 
示 成 (pL.…Pa)””* 的 不 同 正 约 数 之 和 的 正 整数 之 集 为 {1,2,…, TT ,其 中 


二 和 
Tp pl 0 


[注意 ,py…pr)” 的 所 有 正 约 数 之 和 为 T;. ] 

我 们 对 归纳 来 证 明 : 若 1<n<T, 则 可 表示 为 (py…P)*””* 的 不 同 正 约 数 之 和 . 

当 k=1 时 , 设 1&n<T=1+2 十 2 十 … 十 224 ,由 的 二 进 制 表 示 易 知 n 可 表示 成 2 的 不 同 
正 约 数 之 和 |. 

假设 上 述 结论 对 成 立 , 设 1] 委 mr 和 Th ,由 @ 知 Ten 二 T(1 十 pti 十 … 十 帮 ), 故 存在 iC0 声 
i<2004) ,使 得 

TECN 有 十 … 十 四)<m 和 (十 MI 十 …… 十 De ) 
( 当 "一 TH+i 时 ,约定 上 式 左 端 为 0). 故 


1<n 一 (PH 十 … 十 pI ) 才 Tpins. 【02 
以 其 呈 除 7 一 TM 生 十 … 十 PN) 得 
n— Th Cp + ph!) =mpit +r, @ 


其 中 mm 过 0,0<r<< 训 + 
由 四 ,图 及 7 之 0 易 知 m 志 Ti ,再 由 < 训 +1 及 @ 可 知 ,n 一 Ti(p 计 十 … 十 如) 一 mpiti 的 prr1 
进 制 表示 必 具 有 下 面 的 形式 : 


n— Tp + + PE —mpin =me tm peti tTm @ 
其 中 0<m 才 Pr 一 1 二 0,1,… si 一 了 ). 但 由 加 一 1 二 1, 及 pont 一 1<p2% 一 1 对 w 人 >] 易 知 ,对 7 一 
0,1,…,i 一 1 均 有 


be | 一 1 = 
加 <p 一 1<pe 1< 扫 生殖 


令 mai+rl 一 mitz moo 二 Th ， 则 由 @ 及 已 证 的 结论 知 

太一 oo 二 mi pati 二"** 二 maoos PEt » [9 
其 中 0<m 志 Ti ,j=0,1,…,2004. 

由 归纳 假设 ,每 一 个 非 零 的 m; 均 可 表示 成 (Py.…ps )”” 的 不 同 正 约 数 之 和 , 故 由 @ 知 ,n 可 表示 
成 (p.…prpr+1)*”* 的 不 同 正 约 数 之 和 . 这 就 完成 了 上 述 结论 的 归纳 证 明 . 


因此 , 当 思 ，ypu 中 的 最 小 数 大 于 2 时 ,了 一 1; 当 最 小 数 为 2 时 ,T 如 “il… 全 L， 
16， 对 任意 的 kEN+ , 设 :一 [logs 和 ,分 3 种 情形 讨论 ; 


(1) 当 k 一 3 时 ,位 数 7, 二 11.…1EA. 这 可 利用 数学 归纳 法 证 明 ; 


1 


首先 二 1€EA. 


其 次 ,由 于 SCrin) 二 3S(n) n+ 一 1 1Xn, 可 被 3r, 整除 知 ,在 7, EA 时 ,有 


个 0 -D1 
nmHiEA. 从 而 六 EA 对 一 切 非 负 整数 : 成 立 . 

(2) 当 3'<A<2X3' 时 , 设 (一 人 一 3 小 位 数 x 一 工 -0988 EA. 

(一 0 个 0 me -Drs 
事实 上 ,由 于 S(z) 一 9S(m) 以 及 x 一 1 0…0 8Xn,, 可 被 9r, 整除 ,由 〈1) 的 结论 (注意 4 各 位 都 
(DD 

不 为 0) 可 知 wE A. 

(3) 当 2X3<k<371 时 , 设 m=k 一 2X3',k 位 数 v 二 09 B88 EA. 
《2 及 一 中) 个 0 m9 (2X¥ —m) 人 8 


事实 上 ,S(v) 二 18s(r,),v=1 0…9 8Xr, 可 被 18r; 整除 ,v 各 位 都 不 为 0, 由 (1) 可 得 结论 ， 


Gx mb 


总 之 ,本 题 结论 成 立 . 
17, 将 表示 为 三 进 制 : 
n= (gat =ar* 3 十 十 a 3! 十 qo 
其 中 a€10,1,2),j==0,1,2,… ,kya 取 0. 
用 A 表示 1,2,…，,n 的 最 小 公 倍数 , 则 A, 二 3:* B, ,3hB,. 
记 L=A,， 名 一 4 (1+ 南 二 十 十), 则 
LEN+, 且 3| 加 全 3 |L,. 


记 S = 忆 十 ,j=0,1,2,…,, 则 
i 
3 
I = B, 5D) T=B,. St+3 .B.S tt B.S,. (x) 


Le 


离 本 林海 否 开 恬 活 站 同 芳 汪 O 


谋 瑟 这 茵 要 王峰 洛 洪 回 涉 症 O 


引 理 当中 一 0 或 2 时 ,B。. 3， 


三 0(mod 3); 当 aj 一 1 时 ,B,*， 5; 三 B, (mod 3). 


1 3C2m 十 1) 
十 也 二 5 一 103 十 DC37 王 可 ' 故 


引 理 的 证 明 由 于 


mF 
已，( 和 上 Hi 二 5)=ocmod 3). 

所 以 当 w% 一 0 或 2 时 ,及 Si 王 0(mod 3); 当 wj 一 1 时 ,及 Si 一 =BLCmod 3). 
回 到 原 题 , 设 3#:1 志 .由 (* ) 得 B,S,=0(mod 3). 

由 引 理 , 知 on==2,S, 一 六 .车 k 一 0, 则 n=2. 

当 A>1 时 ,由 (* ) 得 

o=B 各 二 3 ， B,* Sii(mod 9), 则 

0=B,* Si-t 十 B,* 示 三 B,* S-， 一 B,(mod 3), 故 

B, » S,-1=B, (mod 3). 

由 引 更 知 ,a 一 1,Si-1 ==1 十 二 十 二 十 二 十 二 


车 k=1, 则 n=(2,1),=7. 
当 k>2 时 ,由 (*) 得 


0=B, "名 +3' .B+ Sri+3: » B,« Ss(mod 27)， 
1 RE A, 
则 0 二 3 BS s+B,* 专 +B,* (1+ 计 + 去 十 言 -+ 二 ) 
- i 
=3 .+ B, * Ss+B,* (2+ 去 + 于 + 十) 


“及 ，Si-: 十 Bu(2 一 2 十 2 十 4) 
* (B, * Si-: 一 B,)(mod 9)， 
故 B Sr-: 一 BCmod 3). 


由 引 理 知 ,at-: 一 1,S-: 一 1 十 去 十 十 +… 十 而 
若 人 >3, 由 (* ) 得 
0=B 总 +3，B (1+ 吉 + 十 + 二 + 二)+3 .BBS, :十 3 。B, Ss (mod 81)， 


则 0=B,(2+ 士 + 二 + 让)+3* B.S s+3: .BB St 


=B,(2+7+11+4)+3°. B,. S.-s+3: * B.. Ss 
三 -3° B+3°.B,.S-:+3:. B,. A (mod 27)， 


从 而 0 二 3 B， Sis++B,( 一 1+1+ 吉 + 二 +…+ 喜 ) 


a )] 


476 


，B,。 Sr- 十 B.(5 一 2) 

=3， B, 。 St 十 3。B,(mod 9). 

故 B,* S, ;十 B, 三 0(mod 3) ,由 引 理 知 ,这 不 可 能 . 
所 以 所 求 的 正 整数 为 2,7 和 22. 


第 十 七 章 不 定 方程 


习题 A 


1. (1) 两 边 乘 以 4, 变形 得 (2z 十 1): 十 3 一 4Y, 即 (2r 十 2y 十 1)( 一 2r 十 2y 一 1D) 一 3， 

假设 方程 有 正 整数 解 x,y, 则 2x 十 2y 十 1>> 一 2 十 2y 一 1 均 为 正 整 数 ,所 以 

一 2z 十 2y 一 1 一 0,2z 十 2y 十 1 一 3, 解 之 得 zx 一 0,y 一 1, 矛 盾 . 

(2) 由 于 z 与 z 十 1 互 素 , 且 它 们 的 积 是 整数 的 上 次 寡 , 因 此 ,z 和 z 十 1 都 是 正 整数 的 上 次 敌 , 即 

xz 一直,z 十 1 一 过,y 一 zt [0 
zu 都 是 正 整数 ,由 人 四 产生 东 一 必 王 1, 邯 (v 一 (vd 十 办 ut 十 … 十 zt 十 内 ) 一 1 

因 之 2, 上 式 显然 不 成 立 , 

2 由 于 方程 左边 与 户 无 关 , 故 实际 上 是 要 证 明 zx>1 时 ,zx 十 入 为 合 数 ,联想 到 公式 mt 十 
4 一 (2 十 2 十 2mmtD(z2 十 2 一 2pzt0), 这 道 题 就 不 难 解决 了 . 记 f(x) 二 zx' 十 4 (XE 2D). 

我 们 只 要 证 明 ,对 xz 之 2, f(x) 是 合 数 . (事实 上 , 当 z<0 时 ,f(z) 儿 Z, 而 z=0 时 f(x) 二 1 不 为 
素数 ,xz 一 1 时 /(x) 二 5.) 

车 z=2k(k 之 1 为 正 整数 ), 则 7z) 一 (24)4 十 4 一 生 X[ 久 十 4 为 合 数 . 

若 z=24 十 1(4 之 1 为 正 整数 ), 则 f(z) 二 (2k 十 1) 十 4X2* 二 [C2k 十 1)? 十 2 十 24t1 。 
《24 十 1)][(2k 十 1)2 十 22+1 一 24+1(2A 十 1)] 为 合 数 ， 

从 而 原 命题 得 证 . 

3， 车 方程 ar 十 by 二 ab 一 a 一 b 有 非 负 整数 解 (zo，,yo), 则 a(zo 十 1) 十 b(yo 十 1) 三 ab, 于 是 
alb(y 十 DD) ,blalxo 十 1) ,结合 (asb) 二 1, 可 知 al Cy 十 1 ,6|Czo 十 1) ,导致 a(zo 十 1) 十 bY 十 1) 之 
2ab, 矛 盾 . 另 一 方面 , 设 cEN" ,c>ab 一 a 一 b, 则 由 方程 ar 十 by 二 c 的 通 解 形式 ,可 知 存在 解 (zo,yo)， 
使 得 0 多 mw<<b, 这 时 bm 一 < 一 azm>ab 一 ao 一 5 一 a(b 一 1) 一 一 六 数 >> 一 1, 从 而 yo 之 0. 于 是 , 原 方程 
有 非 负 整 数 解 . 

综 上 ,所 求 一 ab 一 一 6 十 1 

4， 由 上 题 知 , 若 <EN" ,使 ar+by 一 < 无 非 负 整数 解 , 则 cE [50,ab 一 a 一 b]. 于 是 ,该 方程 的 解 
(zo,%) 若 满足 0<zo<b, 则 加 <0, 且 ab 一 a 一 6 一 c=ab 一 a 一 b 一 axo 一 byo 二 a(b 一 1 一 x0) 十 b( 一 1 一 
加 ) ,这 表明 方程 ar 十 by 二 ab 一 a 一 b 一 c< 有 非 负 整 数 解 (5 一 1 一 zo ,一 1 一 yo). 反 之 , 若 cE[0,ab 一 a 一 
如 ,使 方程 az 十 by 一 c 有 非 负 整 数 解 , 则 方程 ar 十 by 二 ab 一 a 一 b 一 c 无 非 负 整数 解 (否则 ,az 十 by 一 
ub 一 a 一 b 有 非 负 整数 解 ,与 上 题 的 结论 巴 盾 ). 


所 以 ,所 求 < 的 个 数 为 二 (ab 一 a 一 61D) 一 二 Co 一 DG 一 1). 


离 五 六 区 于 五 心 活 沿 同 六 着 DO 


离 瑟 沾 疾 否 玫 恬 活 进 由 站 症 O 


5。 显然 (a,b) 二 (2,1) 为 原 方程 的 解 .下 设 5>1, 设 (a,b) 一 d, 则 

4 二 a1d,b 一 bd, 这 里 (a ,hh) 二 1, 于 是 原 方程 可 写成 

ai[ai a t+a (da —1)—3b]=#(dh +1). 

因 bh 整除 上 式 右边 , 故 也 整除 左边 ,从 而 | (db 一 1), 即 1(a 一 ). 因 a>1, 故 a1 尖 .注意 到 


近 1 有 (atb) > -Datb etl -b>a(o—D), 所 以 2>4eD = 。 生 l>a. 


故 a1=1, 且 a 一 1= 所 ,从 而 b=bd=a(a 一 1), 代 人 原 方程 ,得 a 十 a? (a 一 1)? 二 a’。 

上 式 左边 应 被 a? 整除 , 即 oz |a, 从 而 < 一 1, 这 不 可 能 . 因此 方程 仅 有 正 整 数 解 (a,5) 二 (2,1). 

6， 注意 到 , 当 y>0 或 y< 一 3 时 , 均 及 < 六 十 2y 十 1 之 (y 十 1) ,这 时 六 十 2 十 1 不 是 立方 
数 , 原 方程 无 解 . 于 是 ,只 要 考虑 ?一 一 3, 一 2, 一 1,0 的 情形 ,分 别 代 人 ,得 方程 的 整数 解 为 (zx,y) 二 
(一 2, 一 3),(1, 一 2) 或 (1,0). 

7， 由 条 件 知 ,a,b,c 为 奇数 , 若 a 为 奇数 , 则 a 一 瞩 十 c 一 d? 为 偶 ,矛盾 . 故 d 为 偶数 ,从 而 d 二 
2, 进 而 一世 十 二 1753. 由 条 件 , 又 可 知 a 之 35 十 2,6>2c 十 1,c 之 5. 

故 1753 之 (35++2)? 一 十 0 二 8 十 126 十 4 一 0 之 8(2c 十 1)? 十 126 十 4 
二 33c? 十 32c 十 125 十 12 之 33c? 十 160 十 132 十 12， 
所 以 <40, 故 c<6, 结 合 c 之 5 及 c 为 素数 ,可 知 < 一 5, 这样 有 (a 一 b) (a 十 b) 二 1728 二 2 X 3 ,结合 
4>34, 知 a 一 b>2b 之 22, 及 a 一 b 与 a 十 b 均 为 偶数 , 且 a,6 都 是 奇数 ,可 得 a 一 b=32,a 十 6 二 54, 故 
aq 一 43,6 一 11, 进 而 吧 十 大 十 必 十 中 一 1999. 
，8。 设 (x,y) 为 方程 的 整数 解 , 则 3| 志 . 设 z= 二 3zi, 则 3 如 十 二 1998z, 从 而 ,3| 滨 . 设 y=3y, 则 
好 十 3 中 一 666zi. 由 此 类 推 ,可 设 x 一 27m,y 一 27m, 得 

m+3m =74m=>(m—37)? 十 3 二 37?。 

对 上 式 作 奇 . 偶 性 分 析 , 可 知 m,n 均 为 偶数 ,于 是 3r? 志 37? 一 (m 一 37)? 二 0(mod 8) , 故 4|n, 设 n= 和 ， 
则 487<37 ,从 而 <28, 故 |r|<5, 对 |r|==0,1,…,5, 计算 37: 一 48 的 值 ,可 知 仅 当 |r| 二 0,5 时 ,37? 一 
48 为 完全 平方 数 , 所 以 (x,y) 二 (0,0) ,(1998,0),《1458, 士 540) 或 (540, 士 540)。 

9。 假设 原 方程 存在 整数 解 (x,y). 若 11|y, 则 式 三 7(mod 11) ;车 11hy, 则 由 费 马 小 定理 ,可 知 
11(y9 一 DD, 即 111( 一 DC 十 D). 由 于 (六 一 1 六 十 D1z, 故 六 二 土 1 (mod 11), 故 zt 二 6 或 8 
《mod 11). 所 以 ,要 求 x2 三 6,7 或 8(mod 11), 但 是 ,对 xz 一 0, 士 1, 土 2, 士 3, 士 4, 士 5mod 11) 讨 论 ,可 
知 式 三 0,1,4,9,5 或 3(mod 11), 不 会 出 现 刀 三 6,7 或 8(mod 11) 的 情形 . 矛盾 . 

10， 注意 到 (z,yvz,xvu) 一 (1,2,3,4,5) 是 原 方程 的 正 整数 解 . 

一 般 地 , 设 (z,y,z,zu) 是 原 方程 的 正 整 数 解 , 旦 zx<y<z<u<u, 则 将 原 方程 视 为 关于 工 的 一 
元 二 次 方程 ,可 知 (yzuv 一 z,y*zvuyz) 也 是 原 方程 的 正 整 数 解 , 依 对 称 性 ,可 知 (yzvzyuy yzuv 一 z) 
也 是 解 , 且 满足 y<z<u<v<yzuv 一 zx. 依 此 递 推 方式 ,可 得 原 方程 的 无 穷 多 组 正 整数 解 ,并 且 后 一 
解 中 ,最 小 的 数 比 前 一 组 解 中 最 小 的 数 严格 地 大 . 所 以 ,存在 满足 要 求 的 正 整数 解 ， 

11， 我 们 分 p 二 g 和 pp 取 q 两 种 情况 来 解 , 记 原 方程 为 ( * ). 

(1) p=g 时 ,(* ) 式 化 为 :2p(p 十 DD 二 rr 十 1). @ 

明显 地 ,r 是 奇 素数 ,从 而 由 @ 可 知 2p|r 十 1, 故 2p<r 十 1. 再 利用 @ 便 有 (7 十 1)=2p(p 十 DD) 过 
(rt+D(p+D, 于 是 rp 十 1, 故 2p<r+1<p+1 十 1 一 p 十 2, 也 即 p<2, 从 而 只 有 二 2, 此 时 > 一 3. 


(2) zzg 时 ,注意 到 p(p+1)++q(q 二 DC(p 十 q 一 (p+q) ,于 是 ,利用 (* ) 便 有 

rptg—1. @ 

将 (* ) 式 移 项 、 因 式 分 解 得 p(p 十 1)==(r 一 q) (rq 十 1D. @ 

注意 到 @, 由 @ 我 们 便 可 得 到 plr 十 gq 十 1, 同 理 可 得 glr 十 p 十 1. 注意 到 p、g 是 不 同 的 素数 , 那 
么 ,由 plr 十 p 十 gq 十 1,qlr 十 p 十 q 十 1 可 知 

pal (r+ptgt1). 

于 是 pg<r 十 p 二 gq 十 1<2(p 十 q) ,也 即 是 

(p—2)(g—2)<4. ® 

设 p>q, 穷 举 可 知 满足 @ 的 (p,q) 只 有 (5,3), 和 gq 二 2,p 是 任意 奇 素数 . 若 (p,9) 二 15,37, 此 时 
rlr 十 1) 二 36, 这 不 可 能 ;车 9 二 2, 由 2|(r 十 p 十 1) 即 知 > 是 偶数 ,这 也 不 可 能 , 故 pg 时 无 解 . 

满足 (* ) 的 察 数 (p,q,7) 为 (2,2,3). 

这 时 我 们 反复 利用 了 一 个 重要 的 技巧 :如 果 正 整数 ab 满足 a15, 那 么 a<b. 

12， 由 六 一 (z 一 D)( 克 十 匡 十 … 十 1) 及 (z 一 1, 节 十 瑟 十 … 十 1) 一 (一 1,7) 一 1 或 7, 可 知 若 
7hy, 那 么 就 有 整数 z, 使 得 卫 十 五 十 … 十 1 一 字 , 明 显 地 xz 是 奇数 , 且 在 工 >6 时 


(4p+2m 十 量 z+ 二 ) <16(ze 十 二 十 D 一 (4z2< (4 十 2 十 二 z 十 总 ) ，, 即 4z 位 于 两 个 


相 邻 整数 之 间 , 故 它 不 是 整数 ,那么 只 有 z 一 1,3,5, 但 此 时 = 亦 不 是 整数 ,得 到 了 矛盾 ,从 而 71y. 
13， 我 们 比较 方程 n1 一 a! 6! 中 左 、 右 两 式 中 因子 2 的 个 数 可 以 得 到 


六 [ 乞 + 妆 [ 细 ]- 名 区 ] ee 
设 %<n<28! ,从 而 as<Sr<24 .对 (*# ) 式 应 用 不 等 式 [x]>z 一 1 及 [x]<z, 便 知 : 
加 (多 -+ 为 ( 计 -!)< 训 [多]+ 滨 []- 加 Ea pd 


也 即 (1 一 去 ) Ca+6)<nt2k， 


从 而 a 十 6<n 十 2k 十 圳 Ca 十 人 )S<n 十 2k 十 2 强 <<n 十 2logzn 十 4 
加 和 


于 是 原 题 得 证 . 

14， 设 (4,p) 是 方程 式 一 pqy 二 1( * ) 的 一 组 正 整数 解 ,于 是 

pAz’ 十 py )*—qCpupr’ Tay )2 —Cz° pA —q py) (a —prer) 

=[p(z° ):—q(y* ):JA—par)=1. 

可 见 , Gx" 十 jqy* ;ppx" 十 Ay* ) 也 是 方程 ( * ) 的 一 组 正 整 数 解 ,重复 上 述 过 程 , 便 可 构造 出 
(* ) 的 无 穷 多 组 正 整数 解 . 

这 种 构造 性 的 解法 来 源 于 寻求 参数 a,B,7,6, 使 (ar* 十 By ,7z" 十 6y* ) 也 满足 ( <# ). 此 时 up， 
7,68 满 足 pa? 一 q7 一 p,p8 一 q6 一 一 q， pop 一 gy6. 

令 7=pk,B 二 gs, 上 述 条 件 组 化 成 of 一 pqk* 一 1, 二 pqs 一 lo 一角 

从 而 只 要 取 a=6,k 二 s 即 可 . 

15。 设 匡 十 一 x 一 k* 2xy(kEN). 将 上 式 化 成 关于 y 的 一 元 二 次 方程 


离 互 六 注 要 五 性 涟 滞 加 共 王 0 


内 吾 达 潍 愉 卫 疏 溢 滞 入 净 O 


y —2kzryt ri —zr=0. 

因为 它 是 整 系数 的 且 根 为 整数 , 故 其 判别 式 

人 A 二 (2kz)? 一 4( 雪 一 +) 一 47(kz? 一 x 一 1) 是 完全 平方 数 ,也 即 z(kz? 一 x 一 1) 是 完全 平方 数 ,但 
是 注意 到 (zx,kz 一 x 一 1) 二 1, 于 是 zx 是 完全 平方 数 , 证 毕 . 

16， 由 条 件 可 知 

nk) Cm—D):=(ntk): — (mtD)? =(ntk+m+D) nthk—m—h). 

又 依 题 意 可 知 n 一 >m 一 4 所 以 十 km 十 4 

从 而 n 十 k 一 m 一 /之 1, 以 及 

十 m 十 4 二 十 一 m 一 [十 2(m 十 人 ) 汪 1 十 2Ck 十 1 十 十 2) 二 急 十 7。 O 

于 是 由 @ ,我 们 便 知 道 ;(m 一 妨 ? 过 (mm 一 0)? 十 钛 十 7 之 1 十 4 十 7 一 4 十 8， 

从 而 (2 二 4)*>t 十 2, 原 古 得 证 ， 

注 从 证 明 过 程 可 知 ,等 号 仅 在 人 一 2,! 一 3,m=4,n 一 6 时 取得 . 

17， 由 57，7* 十 1 为 偶数 , 知 z>1. 

情形 1: 若 > 一 0, 此 时 2 一 5。7" 一 1 

车 z 才 0, 则 2" 三 1(mod 5), 由 此 得 4|z, 因此 31(2r 一 1), 这 与 2- 一 55。7“ 一 1 矛盾. 

若 zx 一 0, 则 2 一 7?" 一 |. 

当 z 一 1,2,3 时 ,直接 计算 可 得 (xz,w) 二 (1,0),(3,1). 

当 x 之 4 时 ,有 7 三 1(mod 16) ,直接 计算 知 这 不 可 能 . 

所 以 , 当 > 一 0 时 ,全 部 的 非 负 整数 解 为 (1,0,0,0),(3,0,0,1). 

情形 五 :车 y>0,zx=1, 则 2 3 一 5 。7*==1. 

因此 一 5*。7* 寺 1(mod 3), 即 (一 1)* 主 一 1(mod 3), 从 而 = 为 奇数 , 故 2。 3 三 1(mod 5), 由 此 
知 y 二 1(mod 4). ， 

当 w#0 时 
是 2。3" 一 5 一 1. 

当 y 一 1 时 ,z=1 当 2 时 ,有 5 三 一 1(mod 9) ,由 此 知 z 三 3Cmod 3) ,因此 (5 十 1) 1(5" 十 1)， 
故 7|(5 十 1), 这 与 节 十 1 一 2。3? 矛盾 .故此 种 情形 的 解 为 (1,1,1,0). 

情形 下 :车 >>>0,z 之 2, 分 别 将 原 方程 模 4 及 模 3, 得 到 5 。7" 三 一 1(mod 4),5* 。7w 生 一 1(mod 
3), 即 (一 1)* 二 一 1(mod 4),( 一 1)* 生 一 (mod 3), 因 此 = 和 nu 都 是 奇数 ,从 而 27 - 3 一 5 。 7 十 1 三 
35 十 1 三 4(mod 8) ,所 以 zx 一 2. 原 方程 变 为 4。3" 一 5 。7" 一 1( 其 中 = 和 也 均 为 奇数 ) ,由 此 知 4 。 
P=1(mod’5),4* $=1(mod 7). 

从 上 面 两 式 得 y=z(mod 12). 设 y=12m 十 2,m 宇 0, 于 是 ， 

5 Th $1=(2. 3m+1—1)(2. 3m+1+1). 

因为 2 3+! 十 1 二 6 * 2 十 1] 二 6 十 1 二 0(mod 7)。 

叉 因 为 (2。3* 一 1,2。3 名 1 十 1) 二 1, 所 以 51(2。3=+1 一 1) ,于 是 

2 930 —1=5 ,2 Smti+1=7, 

车 加 之 1, 则 由 上 式 得 5 三 一 1(mod 9) ,这 在 情形 开 中 已 证 不 可 能 . 


,有 2 3 二 1(mod 7) ,因此 得 y=4(mod 6). 此 与 y=1(mod 4) 矛 盾 , 所 以 w=0. 于 


著 m=0, 则 ?一 2,z 一 lz 一 1. 此 种 情形 解 为 (2,2,1,1). 
综 上 所 述 , 所 有 非 负 整数 解 为 (1,0,0,0),(3,0,0,1),(1,1,1,0),(2,2,1,1). 


习题 B 


1, 解法 1 己 能 取 到 的 所 有 值 是 {| 一 0 或 上 >2,EZ}. 

一 方面 ,P 能 取 到 下 述 一 些 值 : 

令 z=2,y==8, 显 然 r<y, 且 P=0. 

对 于 k 之 2,kEZ, 邻 工 = 局 ,y= 二 司 一 k 则 y 一 + 二 嫩 一 局 一 k= 二 居 ( 妈 一 1) 一 k>>0, 且 P= 
如一 ( 始 一) _ 妇 一 下 十 
1+R (BA) kk+l 

另 一 方面 ,将 证 已 无 法 取 到 其 他 整数 值 . 

车 P<0, 则 y> 吉 ,从 而 0<|z 一 y|=y 一 <y<1+zxy=11 十 zy|， 

即 的 分 子 绝对 值 小 于 分 母 绝对 值 ,从 而 PZ, 矛 盾 . 

车 P=1, 则 也 一》 一 1 十 zy 一 也 一 1 一 y(z 十 1) 之 (z 十 1)( 辽 一 z 十 1) 一 2 一 y(z 十 1), 所 以 ， 
了 十 112, 从 而 x 二 1, 代 入 得 ?一 0, 与 题 设 r,y 为 正 整数 矛盾 . 

故 P<0 与 P 一 1 均 不 可 能 . 

解法 2 易 验证 > 一 8,z 一 2 时 ,P 一 0. 

下 一 1 时 , 妇 一 y 一 1 十 zy>(z 十 1)3y 一 卫 一 1 一 (z 十 1)( 好 一 z 十 1) 一 2, 所 以 (z 十 1)12,z 一 1, 从 而 
3 一 0<7z 一 矛盾 . 因此 P 关 1. 


当 P>2 时 ,由 PP 生起 可 得 > 一 革 和 . 


由 此 知 , 当 z= 忆 时 ,> 一 PCP' 一 D) 之 户 成 立 , 这 说 明 P 可 取 之 2 的 任意 整数 . 

当 P<0 时 ,由 |z2 一 | 一 ?一 益 <xy 十 1 一 矛盾 ， 

所 以 己 可 取 的 值 为 外 |AE N,k 一 0 或 上 >2}， 

注 此 题 源 于 讨论 方程 二 十 Y 一 z(1 十 zy) 的 正 整数 解 这 一 问题 . 1991 年 IMO 中 有 一 试题 : 设 


(zy 十 D1(z 十 了 )sz,yEN" ,求证 :于 十 天 是 一 个 完全 平方 数 . 


=k. 


1 十 zy 
探究 这 个 同 题 ,可 以 发 现 ,如 果 于 二 交 是 整数 , 则 一 定 有 生计 蔚 一 Cz,y ,其 中 (x,y) 表 示 zy 
的 最 大 公 因数 
2，(1) 车 myn,r 这 2, 由 mn 宇 2msnr 宇 2nwmr 宇 27, 得 
mnt-nrt+mr>2(mt+ntr). 


所 以 以 上 不 等 式 均 取 等 号 , 故 m 一 z 一 "一 2 

车 16E {monsr) ,不 妨 设 m==1;, 则 nr 十 n 十 r= 二 2(1 十 n 十 7) ,于 是 4n 一 (7 一 了 DD 二 3, 所 以 fn 一 1,7 一 
1)={1,3}, 故 {n,r} 二 {2,4} ,fmsn,r) 二 {1,2,4} ,这 样 的 解 有 3! 一 6 组 . 

所 以 ,不 定 方程 mn 十 nr 十 mr 一 2m 十 n 十 r) 共 有 7 组 正 整数 解 . 

(2) 将 mn 十 nr 十 mr 二 Cm 十 n 十 7) 化 为 


尊 吾 这 涟 司 卫 疏 滋 测 回 蓉 壮 O 


订 吾 和 小 潍 从 卫 眉 涟 测 同 深 站 O 


[nm—(k—m) Cr— Ck—m) J=k —km+m?. 
1 一 吉 满足 上 式 , 且 加 1,21… | 各 时 ,0<m<n<r 


为 偶数 时 ， 
{mnsr}= {lk—L+1, RokrR +k—l}, 

其 中 /=1,2,…, 专 给 出 了 不 定 方程 的 3 组 正 整数 解 . 
为 奇数 时 ， 
{msmyr)} 一 人 0 一 (十 1, 妇 一 外 十 下 十 一 号， 

其 中 /=1,2,…,4 给 出 了 不 定 方程 的 3(4 一 1) 组 正 整数 解 ,m,n,r 中 有 两 个 二, 另 一 个 为 


已 一 二 二 ( 寻 1) i 好 1 一 人 De 1) 


的 情况 给 出 了 不 定 方程 的 3 二 

而 mm 一 x 一 "一 亦 为 不 定 方程 的 正 整数 解 . 

故 不 定 方程 mn 十 nr 十 mr 二 RCm 十 n 十 r) 至 少 有 3k 十 1 组 正 整 数 解 . 

3， 因 为 z 关 0, 显 然 有 yzz0. 

不 失 一 般 性 ,假定 z,y 是 题 设 方程 的 整数 解 , 且 满 足 z>>0,y>>0, 及 (x,y) =1, 我 们 还 可 以 进 一 
步 假定 x 是 满足 上 述 条 件 的 最 小 的 整数 解 . 

由 于 必 二 0,1,4(mod 8) ,可 知 z 是 偶数 ,而 y 是 奇数 .注意 到 zt 十 ( 忆 十 过 ,及 (2, 十 六 ) 二 
1, 故 存在 一 个 奇 整数 p 和 侦 整 数 q, 使 得 

Zi=2pqgsr +y =p—g 及 (p,q9)=1. 

由 此 易 证 ,存在 一 个 整数 a 与 奇数 5, 使 得 

p= ,gq=2a7. 

故 zx 一 2ab, 六 一 六 一 4a4 一 4az 太 . 

注意 到 (2 十 纪 二 ?) 二 (到 培 二 >) -4 及 (名 所 ,站 所) 


故 存在 整数 s,t, 其 中 s>t,(s,t) 二 1, 使 得 
te ty ,2a to yp 
2 2 


或 Et 


及 B=s+F. 
易 知 a:=(s 一 Dt. 
由 于 (a,6) 二 1,(s,t) 二 1, 故 存在 正 整 数 m,n((m,n) 二 1) ,使 得 
(sD =m ,t= 


因此 ,= 十 (nt 十 m2》?。 
而 x 二 2a6>t 王 民 之 n, 这 与 x 是 最 小 解 的 假定 耶 盾 . 
4. (ztyta) [zy +(y—z) +(z—z)*]=4006. 


因为 4006 二 2X2003, 目 (xz 一 y)? 十 (y 一 z)? 十 (z 一 +)? 寺 0(mod 2)， 


xz 十 ?十 z 一 1， 
(z 一 2 十 (? 一 za 十 (= 一 z2 一 4006， 
xz 十 ?十 z 一 2003， 
(Ge 
对 于 有 
(z—)?+(z+2y—1):+(2z+y—1)? 一 4006， 
6x+6y +6zy—6z—6y+2=4006. 
但 4006 三 4(mod 6). 矛盾 ， 


所 以 ,| 


对 于 @, 因 为 |z 一 ?| ,|y 一 z| ,| 一 zj 中 有 两 个 1, 一 个 0, 不 妨 设 之 y 之 z. 


当 z 一 1 一 > 一 z 时 ,3y 十 1 一 2003, 无 解 . 

当 x=y=z 十 1 时 ,3z 一 1 一 2003,z 一 668. 

因此 ,满足 条 件 的 三 元 整数 组 为 
《668,668,667),(668,667,668),(667,668,668). 
5. 若 一 2, 代 入 等 式 得 

Ft+r=4. 

这 个 等 式 没有 素数 解 , 故 p 是 奇 素数 . 
考虑 十 三 0(mod p), 有 
plgsplr 或 p= 二 欠 十 1. 


在 第 一 种 情况 中 ,因为 g,r 是 素数 ,可 以 得 到 p= 二 gq 二 ,这 时 ,等 式 可 化 简 为 户 二 3 疡 . 


解 得 p 二 gq 二 r 二 3. 

在 第 二 种 情况 中 ， 

F+r=0(mod 4). 

所 以 ,219,r, 由 于 gr 是 素数 ,所 以 ,9 一 "一 2. 

但 如 一 产 一 8 无 素数 解 ,最 后 得 到 解 为 盖 4 一 一 3. 
6. 设 n=mk,kEN+ , 则 

m(7+3k) =2" X50. 

令 7 十 3 一 2 X57 ,wvEN, 


因为 上 式 两 边 模 3 同 余 ,所 以 ,uv 奇偶 性 相同 , 故 上 可 取 1003 十 1002 一 2 个 值 (不 包括 (uw) 二 
《0,0) 或 (2,0)). 


所 以 ,mo 一 (区 
7. 车 + 二 y, 则 显然 无 解 . 

由 已 知 方程 可 得 

了 二 一 19(mod y). 

由 于 z,y 均 为 素数 , 旦 z 隆 y, 所 以 ,(z,y) 二 1. 
由 费 马 小 定理 ,有 


mk) ,有 1003: 十 1002: 一 2 二 2010011 个 解 . 


效 吾 达 潍 辟 卫 性 溢 潮 了 同 御 效 O 


痪 下 六 攻 于 竹 性 泣 沽 同 并 着 o 


1I(mod y). 
于 是 ,有 z 十 19=0(mod y). 

同 理 ,19 一 y=0(mod z). 

因为 x 一 y 十 19 二 0(mod y) ,x 一 y 十 19==0(mod z) ,所 以 ， 
了 一 y 十 19 寺 0(mod zy). 

易 知 7 一 y 十 19 承 0, 于 是 ,有 
z+yt19>|z—yt19|>xy. 

即 得 (x 一 1)(y 一 1)<20. 

因此 ,|z 一 y|<19,x 一 y 二 19 之 zy, 即 
(z+D(y—D18. 

所 以 , 当 z>>5 时 ,y 一 2 或 y 一 3. 

但 是 好 一 2 <0, 刀 一 3 一 0,zy 一 19>0, 矛 盾 . 
从 而 ,r<s4. 

容易 验证 , 原 不 定 方程 的 解 为 (2,3) 和 (2,7). 

8、 不 妨 设 zr<y. 

车 2z<y 十 1, 则 

(2)2<1 十 季 十 和 <<(1 十 27)2. 

这 表明 ,1 十 4 十 4 不 是 完全 平方 数 . 

若 2z=y 十 1, 则 

1 十 作 十 作 一 1 十 274 十 和 一 (1 十 27)2. 

故 (r,y,z) 一 (mv2n 一 1,1 十 22-1)(nEN+ ) 就 是 满足 条 件 的 三 元 正 整数 组 ， 
若 2x>y 十 1, 注 意 到 

企 十 全 一 全 (1 十 4- 当 一 (< 一 ])(x 十 1)。 

由 gcd(* 一 1,z 十 1) 一 2, 知 = 一 1 或 = 十 1 能 被 2 一 ! 整 除 ,而 对 任意 的 正 整 数 z>>1,2(1 二 4->) 挟 
2(1 十 4 )<221 一 2, 矛 盾 . 

因此 ,所 求 的 所 有 满足 条 件 的 三 元 正 整数 组 为 

(zz) 一 (my2n 一 1,1 十 22-1) 或 (2n 一 1vm,1 十 220DCzEN+ )、 

9， 由 观察 易 知 yx, 即 y 一 zx>0， 

原 方程 等 价 于 

P=y -r=(y—n)(y+ryte). 

由 于 11 为 素数 , 故 y 一 z 只 能 为 1,11,11 或 11:、 

车 yz=1, 则 

Ttryt y=1 =r +3r+l. 

此 方程 无 整数 解 . 

著 y 一 z=11, 则 

l=r+zyty =3r+3X11rt+11. 

解 得 z==0,y 二 11 或 = 一 11,y=0. 


若 y 一 z 一 11 , 则 

11 一 之 十 zy 十 一 3z 十 3X112z 十 114. 

因 上 式 左边 被 11 整除 , 故 3z 必须 能 被 11 整除 ,所 以 ,必须 有 111z. 令 z 一 11z(z 为 整数 ), 则 

1=3X1l2 十 3X11:z 十 11:. 

上 式 右边 能 被 11 整除 ,而 左边 不 能 ,矛盾 ,故此 时 方程 无 整数 解 . 

车 ?一 z 一 11 , 则 

1 一 袜 十 zy 十 郊 一 3 了 2 十 3X113z 十 11e， 

此 时 ,A<0, 方 程 无 解 . 

综 上 ,方程 的 所 有 解 为 

z=0,, /z=—11, 

人 (人 

10. 如 果 记 是 n 十 1 的 素 因子 , 则 p 也 是 n! 十 1 的 素 因子 . 因为 n! 十 1 不 能 被 任何 素数 g(q< 
7 整除 ,所 以 ,只 能 是 p==n 十 1. 

如 果 mr 二 1=2,m 一 1 且 2 一 1 一 1, 则 A 一 1. 因此 , 数 对 (1,1) 是 一 个 解 . 

如 果 十 1 一 3, 同 理 ,得 3 一 1=2 和 一 1. 因此 , 数 对 (2,1) 是 一 个 解 . 

如 果 n 十 1=5, 同 理 , 得 一 1=24 和 A 一 2. 因此 , 数 对 (4,2) 是 一 个 解 . 

下 面 证 明 再 没有 其 他 的 解 . 

假设 (n,k) 是 满足 条 件 的 一 个 解 ,n 十 1 是 一 个 大 于 等 于 7 的 奇 素数 ,那么 ， 

n=2m,m>2. 

因为 2<n 一 1,m<<n 一 1,n 二 2m 是 (n 一 1)! 的 因子 ,所 以 al 能 被 允 整除 .因此 ， 


Gt 一] 三 太 十 kn! 十 … 十 人 后 也 十 赤 能 被 2? 整除 . 


于 是 ,能 被 整除 ,昌之 n, 从 而 ， 

nl 二 (rn 二 1) 一 1>* 闪 之 wr'>n!. 矛 盾 . 

11， 将 方程 改写 为 

3 一 1 一 2ry. [oy 

这 表明 ,如 果 (z,y) 是 解 , 则 z 不 能 超过 3 一 1 的 标准 分 解 中 因子 2 的 指数 . 记 z 一 2 (2n 十 1)， 
其 中 m,n 是 非 负 整数 ,于 是 ,可 得 “ 

了 一 1 一 39 et 一 1] 一 (32+1)2 一 1 一 (3ott 一 1) 守 [G31)# +1]. ©® 


5 
由 于 3” 二 (1 十 2)*?1 志 [1 十 2(2n 十 ]D) 十 4n(2n 十 1)]Cmod 8) 二 3C(mod 8), 则 
3(mod 8), 当 一 0 时 
1(mod 8), 当 二 1,2,… 时 . 

因此 ,对 于 所 求 的 指数 , 当 mm 一 0 时 是 1, 当 mm 二 1,2,… 时 是 m 十 2. 由 此 可 以 断定 ,z 不 能 超 
地 m 十 2. 

[由 上 面 的 分 析 可 知 , 式 @ 右 端 可 表 为 

《8 十 2)(8t 十 4)(8m 十 2)(8m 十 2)。… (8r--: 十 2) 


[| 


阔 吾 这 溢 侠 吾 惧 洋 油 同 这 闭 O 


宙 百 膏 活 于 生性 洋 注 同 站 交 O 


一 2"72(4t 十 1)(2t 十 1)(4rr 十 1D)(4m 十 1)。.… 。(4r。 十 1) 
二 2 (参看 式 O) 一 一 译注 ] 

故 2 委 2" (2m 十 1D) 一 z<m 十 2. 

于 是 ,mE{0,1,2} 且 xm 一 0. 

由 此 可 以 断定 ,所 给 方程 的 正 整 数 解 是 

(zy) 一 (1,1)，(2,2)，(4,5). 

12， 原 方程 等 价 于 

(2y 十 z7 一 4 一 27 也 十 447z 一 12 一 (xz 一 2)(4z2 一 19z 十 6) 一 (z 一 2)[(z 一 2)(4z 一 11) 一 16]. 

当 z=2 时 ,y= 一 1 满足 原 方程. 

车 x 了 2, 由 于 (2y+z)? 是 完全 平方 数 , 令 z 一 2 一 好 ,其 中 &AE { 一 2, 一 1,1,2},s 为 正 整 数 .实际 上 ， 
若 存在 素数 户 和 非 负 整数 m, 使 得 加 + 整除 z 一 2,jzrt: 不 能 整除 一 2, 于 是 ,pp 能 整除 (xz 一 2) 。 
(4z 一 11) 一 16, 则 有 p116, 即 p=2. 

若 k 一 士 2?, 则 4z2 一 19z 十 6 一 十 2, 其 中 必 为 正 整数 , 即 

《8z 一 19)2 一 265 一 十 32z2. 

由 于 十 32r 二 0, 士 2(mod 5)， 

(8z 一 19)? 皇 0, 士 Imod 5)， 
且 25h265, 矛 盾 . 

车 =1, 则 4z? 一 19z 十 6 二 wr ,其 中 为 正 整 数 ， 
即 265=(8zx 一 19)? 一 ]6n? 二 (8z 一 19 一 4n)(8z 一 19 十 4n). 

分 别 对 

265 一 1X265 一 5X53 一 (一 265)X( 一 1) 一 (一 53)X( 一 5) 
四 种 情况 讨论 得 到 相应 的 x，n， 使 得 zx 一 2 一 *# 是 完全 平方 数 . 

只 有 =6 满足 条 件 ， 于 是 > 一 3 或 > 一 一 9. 

车 k= 一 1， 则 4 二 一 19z 十 6== 一 六 ， 其 中 为 正 整数 ， 即 

265= (8z—19)?+16n?. 

由 16m<<265, 得 n<4. 

当 m 一 1，2 时 ，4 妇 一 19z 十 6 一 一 闻 无 整数 解 ; 

当 n 二 3 时 ， 得 整数 解 zx 一 1， 于 是 ，y 一 1 或 一 2; 

当 " 一 4 时， 得 整数 解 > 一 2， 矛 盾 . 

综 上 所 述 ,满足 条 件 的 (rz，y) 为 

{6, 3), (6, —9), (1, D), (1, —2), (2, —D))}. 

13， 不 失 一 般 性 , 设 k=1， 则 


和 二 生 +1+ 弄 . 

因为 方程 中 三 项 为 整数 ， 所 以 ， 最 后 一 项 必 为 整数 ， 即 mn 之 1. 
又 方程 右边 三 项 的 和 至 少 为 3， 则 # 汪 3， 所 以 ，&! 为 侦 数 . 
因此 ， 身 ， 型 中 恰 有 一 个 为 奇数 


分 两 种 情况 讨论 : 
CD 对 为 机 数 ， 强 为 偶数 ， 于 是 ,一 /十 1 且 为 偶数 ， 或 全 人 同时， 有 > 二 1 


GD) 4 一 4 于是， 有 则 =2 二 型. 


若 k 一 3， 则 方程 的 解 为 人 一 /一 3，zm 一 4 
若 上 >3,， 则 Al 能 被 3 整除 ，&1 一 2 不 能 被 3 整除 - 
因此 ，m 二 十 1 或 m= 十 2. 


于 是 , 型 一 k++1 或 异 一 (k++ DCk+2)， 即 


古 | 二 十 3 或 1 二 2 十 (k 二 1)(k 十 2). 

将 k=4 和 k=5 代 人 ， 知 均 不 是 方程 的 解 . 
对 于 较 大 的 的 值 ， 方程 的 左边 大 于 右边 . 
(iD &=L 十 1，1 为 偶数 ， 于 是 ， 


QtD1= 计 证 型. 
由 于 《! 十 D! 和 型 均 能 被 :十 1 整除 ， 所 以 ，! 十 2 一定 能 被 ! 十 1 整除 ， 但 这 是 不 可 能 的 ， 


(2) 图 为 偶数 ， 吕 为 奇数 ， 于 是 ，m 一 (十 1 且 1 为 偶数 ， 或 一 同时， 有 kh 这 1 十 1 
(i) 车 zm=4， 则 方程 简化 为 l 出 = 二! 十 241， 即 


kl (1 一 1)= 
ND=2. 


由 外 为 偶数 , 得 11 一 1 一 1. 


所 以 ,1 二 2，k! 二 4,， 但 这 是 不 可 能 的 . 

(iD 车 m=! 十 1，1 为 偶数 ， 则 方程 简化 为 

对 旭 一 嫩 十 (L 十 2)24, 即 上 (一 1) 一 (人 十 2)44. 

因为 1! 与 凡 一 1 互 素 ， 则 ! 十 2 必须 被 11 一 1 整除 .只 有 当 /一 2， 台 一 8 时 有 可 能 成 立 , 但 这 
是 不 可 能 的 . 

综 上 所 述 ， 方 程 有 唯一 的 解 人 一 (一 3，m 一 4. 

14， 注 意 到 

《@a 十 b(a 十 呈 ) 一 (a 十 要 4 

at ta +abtb =a' +da bt+6ay +4a + 

Sab +2a +ab=—dai bt Ba +4ab 

Sablabt+ 1):=4ab(atb)’ 

Sab[(abt+1): —4(at+b)’]=0 
成 立 ， 因 此 ，(a,，0) 和 “0，65) 是 给 定 方程 的 解 ，a,，bE ZZ 

另外 的 解 必须 使 得 (ab 十 1) 一 4(a 十 b)? 一 0 成 立 . 


庚 百 这 潍 层 吾 性 涟 并 加 诬 站 O 


离 可 新 荡 医 性 滋 刘 加 站 着 O 


因为 (ob 十 1)2 一 4(a 十 22 一 0， 即 
ab 十 1 一 士 2(a 十 肋 ， 


分 两 种 情形 讨论 

如 果 ab 十 1=2(a 十 b)， 则 有 

(a—2)(6—2)=3. 

于 是 , 有 

a—2=3, ,fa—2=1, ,ja—2=—3, ,ja—2=—1, 
(a (5 或 (2 2 
分 别 解 得 


a=5, 6=3; a=3, b=5; a=~—1, b=1; a=1, b=—1. 

如 果 ab 十 1 二 一 2Ca 十 b)， 则 有 

(a+2) (5+2)=3. 

类 似 地 ， 解 得 

a=1, 6=—1; a=—1, b=1; a=—5, b=—3; 4 一 一 3，4 一 一 5. 

综 上 所 述 ， 给 定 方程 所 有 可 能 解 的 集合 为 

{a,0) 1a€EDHU{OD IED U5, —3),(—3,—5),(—1,1) ,1,—1),(3,5),(5,3)). 
15， 存 在 . 

ee 二 1, 则 m==12. 令 


We 
= aTbTe™ abc(atbte" 


其 中 Se (86+o) + (c+ta)t+e (gtb) +atb+c— 9ac. 
假设 (ya 为 是 满足 p(z,a,6)==0 的 一 组 解 , 且 zx<a<b. 由 于 p(x,a,b)=0 是 关 玫 ,x 的 二 次 方 


程 ， 所 以 ，y 一 是 1>6 是 其 另外 的 一 个 解 


设 o 一 ao 一 az 一 1， 定 义 


antz 一 = tl n>. 


我 们 证 明 下 面 的 结论 : 
(1) armi| (ganti +1)s 
(2) as | (as 十 av) 
(3) an+i|(a-iav 十 1)， 
其 中 av，aw ，an+1 均 为 正 整数 . 
当 m 一 1 时， 以 上 3 个 结论 显然 成 立 . 
假设 n=k 时 以 上 3 个 结论 成 立 . 
由 (1) 得 ae-; | (exetr: 十 D)，, 即 ai-; 与 ae 互 素 , 且 ac][(auatti 十 Da 二 ao]; 
由 《2) 得 wu | (ai 十 or ), 且 am|(asai 十 ar 十 oa) 所 以 ， 


ati | (aia 和 十 atrl 十 at-l)， 


即 a 


于 是 ， 当 n=k 十 1 时，(1) 也 成 立 . 

同 理 ， 由 于 a-: 与 cr 也 互 素 ， 且 ayi1(axasni 十 1 十 giax-1), 由 (3) 得 Qn|(arias 十 1), 且 
ai |Carias 十 1 十 qras+1). 所 以 ， 

Gia | [ar ari tasri)+1], 


(art et tl) a tons. 
QU 一 1 


(unsettl+1) 一 at+rlat+2 十 1 


1 


基 at+t 


于 是 ， 当 nk 十 1 时 ，(《2) 也 成 立 . 

由 ur+z 的 定义 及 (1) 知 ar+z 是 整数 , 且 

akrs | Casarti 十 1). 

于 是 ， 当 n=k 十 1 时 ，(3) 也 成 立 . 

从 而 可 得 数列 {a。}， 当 "之 2 时 严格 递增 ， 且 p《ar vantisan+rz) 二 0, 即 (an sant1santz) 是 原 方程 
的 解 ,{a,} 一 {1,1,1,2,3,7,11,26,41,97,153，…}- 

16， 原 方程 等 价 于 

(me 一 2 十 D)( 形 十 ma 十 1) 一 7". 

显然 ，x 关 1， 

当 m=2 时 ，m 一 2 

当 x>>3 时 ， 

mnt+1=n(w—l)+1>1, 

+ntl>1. 

设 太一 n 十 1 二 7"， 开 十 n 十 1 二 7?， 其 中 ，a， 65 为 正 整数 ， 于 是 ， 

(rn 一 D)(7 一 D 一 7 一 1, 即 (7 一 1)1(7* 一 1). 

设 o 一 6 十 r， 且 9 为 正 整数 ，r 为 非 负 整数 ，0 扩 一 

若 坏 0， 则 

7 一 1 一 ?at 一 1 一 7"(78 一 D) 十 7 一 1 

因为 略 一 1 一 ( 芭 一 1D)[7ee 十 ?ww 十 … 十 7 十 ], 所 以 ， 

(7 一 D17 一 D)， 
矛盾 .因此 , r=0. 

设 a= 所 (kEN+), 则 

mn 二 l=7 =7t =( 二 nn 二 1). 

当 k=1 时 ,， 有 

(mnt+D)—(r+nt l=nLn(n—1)—21>0, 
矛盾 . 

当 k>2 时 , 有 

WB—nt+D—(w+atl Sm —ntD)—(m+tnt1) =—n—n—3 —3n<0, 
了 矛盾. 


离 互 说 荡 否 刁 性 活 注 癌 兴 三 O 


册 吾 玉江 屋 卫 慷 涟 济 问 凌 壮 0 


综 上 所 述 ，n 一 2，m 二 2 是 原 方程 的 唯一 一 组 解 . 
17， 没 有 整数 解 . 


引 理 车工 是 整数 ， 4 4 的 素 因 数 ， 则 要 么 p=1(mod 7)， 要 么 一 7. 
一 1 


引 理 的 证 明 : 由 于 尹 | 三 = 因此 , pl(z 一). 


于 是 , (zx,p)=1. 

由 费 马 小 定理 有 7*“! 二 1(mod p). 

假设 ?一 D， 则 (一 1,7) 一 1. 
由 裴 晶 定理 ， 存 在 整数 上，m， 使 得 

Tk+ Cp—Dm=1. 

则 zx-Dm=(z7 (zr!)"=1(mod p). 


堵 本 二 x 二 x 十 … 十 1=7(mod p). 

因此 ，p | 7. 从 而 ，p==7. 

回 到 诛 题 , 

由 引 理 可 知 ， 王 -的 每 一 个 正 因数 4， 要 么 4=0 (mod 7); 要 么 d=1 (mod 7)， 
假设 +，y 是 方程 的 一 组 整数 解 . 

因为 对 于 所 有 的 zx 天 1， 都 有 二 >0， 所 以 ,y 一 1>0. 


7 
又 (yD | 于 导 =y 一 1, 则 


3 三 1 (mod 7) 或 y=2 (mod 7). 
车 y 二 1 (mod 7), 则 
y+ t+y+1a5 (mod 7)， 
车 y=2 (mod 7), 则 
YH HY ty+1=3 (mod 7). 
由 于 昌 十 昂 十 交 十 ?十 1 也 是 三 二 } 的 因数 ， 但 其 模 7 的 余数 不 是 0 或 1， 矛 盾 . 
因此 ， 方程 没有 整数 解 . 
18， 所 给 问题 就 是 求 满足 方程 组 
abct+d=abd+c=acd+b=bcd+a 
的 所 有 四 元 实数 组 (a, b,c， dq). 


因为 方程 组 关于 所 有 变量 是 对 称 的 ， 所 以 , 解 的 任何 排列 也 是 一 个 解 ， 注 意 到 这 一 点 ， 可 


分 下 列 5 种 情形 考虑 ， 
(1) a= 


(3) a=bstc=d; 


[0 


(4) a=b#c cz¥d, d#0; 

《5) 没有 两 个 相等 . 

注意 到 由 @ 的 第 一 个 方程 cic 十 d 一 apd 十 c， 得 

abc—abc—c+d=0, Bh(c—d)(ab—1)=0. 

因此 ， 由 给 定 方程 组 还 可 得 到 类 似 的 方程 : 

(a—b) (ed—D)=0, 

(a—o bd—1)=0, 

(a—d) (bc—1)=0, 

(6—O(ad—1)=0, 

(6—d) ac—D=0. 

下 面 考虑 每 种 可 能 的 情形 . 

(1) 如 果 a=b=c 二 d= 二 r， 对 于 任何 实数 -都 有 解 ， 此 时 ，@ 中 4 个 表达 式 都 等 于 万 十 r， 因 
此 ， 解 集 是 Si 二 {Cr,r,r,7) 17rER}). . 

(2) 如 果 a=6=c 关 d， 由 (ec 一 d)(ab 一 D0, 得 eb 一 1， 即 5 一 二 一定 成 立 . 

又 因为 a 二 b， 于是, a* 二 1, 故 a= 土 1. 

实际 上 ， 取 a=4b=c= 土 ] 和 d=rzza，Q 中 4 个 表达 式 都 等 于 r 士 1， 把 所 有 的 排列 都 考虑 进 


这 种 情形 的 解 集 是 
Si 一 {( 士 1, 士 1, 土 1,r),( 士 1, 士 lvr, 士 D),( 士 lvr, 士 1, 士 ),(r, 士 1, 士 1, 士 1)1rER}. 


四 


(3) 如 果 a=bZc 一 d， 由 (5 一 OCad 一 ==0, 得 ad=1, 即 d 一 十 


实际 上 ， 取 4=b=r 和 c=d= 士 ， 中 4 个 表达 式 都 等 于 二. 把 所 有 的 排列 都 考虑 进去 ， 
这 种 情形 的 解 集 是 

S={ (rr 十 二) (rr 二 ) (rm 十, 二 ,7) 

(4) 如 果 a==bztc， 且 cd，d 关 b, 得 

1=ad=ab=ac, 即 b=c=d， 
矛盾 . 

因此 ， 这 种 情形 没有 解 . 

《5) 同 (4) 的 理由 ， 这 种 情形 也 没有 解 . 

综 上 可 知 ， 题 设 方程 组 所 有 解 的 集合 为 集 

$=S1US:US;. 

19， 因 为 方程 zi 十 zs 十 … 十 zi 一 m 的 非 负 整数 解 的 个 数 为 Cs+i-1， 而 使 区 之 1，zi 之 0 (这 2) 
的 整数 解 个 数 为 C: 了 -:。 现 取 mm 一 7， 可知, 上 位 “吉祥 数 ”的 个 数 为 PCk) 二 Cits. 

2005 是 形 如 2a&c 的 数 中 最 小 的 一 个 “吉祥 数 ”, 且 P(1D) 一 级 一 1,P(2) 一 G 一 7,P(3) 一 弘一 28， 
对 于 四 位 “吉祥 数 ”1aK， 其 个 数 为 满足 a 十 5 十 c==6 的 非 负 整数 解 个 数 ， 即 Gi+s-, 二 28 个 . 

因为 2005 是 第 1 十 ?十 28 十 28 十 1 一 65 个 “吉祥 数 ”， 即 ass 二 2005， 从 而 n 二 65，5n 二 325， 


rER,rz0). 


庚 加 这 滋 导 所 妆 滋 测 加 和 讨 效 O 


将 西 营 当 否 所 尾 汉 省 同 芳 症 O 


$ 
又 P(4)=G=84,P(5)==C% 二 210, 而 > P(&)=330. 
全 


所 以 从 大 到 小 最 后 六 个 五 位 “吉祥 数 ” 依 次 是 : 70000，61000，60100，60010，60001， 
52000. 

故 第 325 个 “吉祥 数 ”是 52000， 即 cx 一 52000. 

20， 设 NGC) 表示 整数 z 的 个 数 . 

著 1<m 委 10'， 由 于 2 一 524288 一 105，22 之 10*， 则 由 容 斥 原理 得 

NGCz)=N(z2) 十 NGz) 十 NGz) 十 NCz7) 十 NGCzna) 十 NGCza) 十 

NGzn) 十 NGze) 一 N(z5) 一 NGzo) 一 NGzt) 一 NCzi). 

由 于 大 于 1 且 不 大 于 105 的 平方 数 有 10 一 1 个 ， 所 以 

JN(z2 ) 一 999. 

大 于 1 且 不 大 于 10 的 平方 数 有 10? 一 1 个 ， 即 NCz) 一 99 个 . 

因为 15;==819375<<105， 

所 以 大 于 1 不 大 于 10 的 5 次 方 数 有 15 一 1 个 , 即 N(zs) 一 14. 

以 此 类 推 可 得 ,1 二 ”<<10 时 ， 

NG ) 一 999 十 99 十 14 十 6 十 2 十 1 十 1 一 9 一 2 一 1 一 1 一 1110 个 ， 

又 nm 一 1 时 有 非 负 整数 解 z>>1 且 y=0. 

于 是 满足 题 意 的 整数 ”有 1111 个 . 

21. 解法 1 由 于 5 一 5(p 十 1) 十 (77p 一 1) 十 1 二 66p, 则 zx 二 1 是 原 三 次 方程 的 一 个 自然 数 解 ， 

由 综合 除法 将 原 三 次 方程 降 为 二 次 方程 

5x—5pzx+66p—1=0, (69 

本 题 转化 为 ; 求 一 切实 数 p， 使 方程 中 有 两 个 自然 数 解 . 

设 w，v (wsv) 是 方程 的 两 个 自然 数 解 ， 由 韦 达 定理 可 以 得 出 


vtu=p, 四 
让 @ 
从 @,， 图 中 消去 得 
Suv=66(ut—1. @® 
由 @ 可 知 ，u，v 都 不 能 被 2，3，11 整除 . 

_66u 一 1 
由 @ 得 "一 iu 56 9 
因为 wx， 为 自然 数 ， 则 
必 师 , 有 必 14. 


又 ?fu 3fw 则 wl7. 
再 由 wu 得 好生 >>, 即 5 一 132w 十 1<0. 


Joes 
于 是 有 uw<S 人 8 一 5 132 


故 17<w<26. 

再 由 2 站 zx，3 直 zx，11 十 zx 可 知 ，x 只 能 取 17，19，23，25， 下 面 分 别 进行 讨论 : 

当 z 一 19 时 ， 由 四，vEN， 合 去 ; 

当 x 一 23 时 ， 由 @，vEN， 售 去 ; 

当 u=25 时 ， 由 加 ，v&N， 合 去 

当 w=17 时 ,由 @, v=59. 

所 以 , 仅 当 p=u 十 v=17 十 59=76 时 ， 方程 的 两 根 均 为 自然 数 ， 从 而 ， 原 方程 的 三 根 均 为 
自然 数 . 

解法 2 由 解法 1 中 @ 式 得 


_66u—1_,, ut857_ 1 4351 \_1», 1 /,, 19X229 
一 和 一 13 二 后 作 13+ 计 (1+ 本 ) 一 13+ 训 (1+ 66 )， 


由 于 vw 为 整数 , 则 5u 一 66119 或 5u 一 66|229. 
由 于 19，229 均 为 素数 ， 则 有 
5u 一 66 二 19 或 5u 一 66 二 229. 
当 5u 一 66 一 19 时 ，v 一 17，v 一 59. 
当 5u 一 66 一 229 时 ，vx 一 59，v 一 17， 与 假设 v<v 矛 盾 . 
所 以 p=u 二 v=76. 
解法 3 ”由 解法 1， 方程 中 有 自然 数 的 必要 条 件 是 A 二 25 疡 一 4X5(66p 一 1) 是 完全 平方 数 . 
设 25p 一 20(66p 一 1)=F, 则 
(5p—132)?—17404=. 
设 5p 一 132=m, 则 me 一 二 17404. 
从 而 ，m 和 9g 均 为 偶数 . 
设 m=2mo，g 一 2qo， 则 
mi—g=4351=19X229, 
mo —qo=1, 19, 229, 4351, 
mu 十 gm 一 4351，229，19，1. 
解 得 mm 一 土 2176， 士 124. 
因而 ”5 一 132 一 2mu 一 士 4352， 士 248. 
由 解法 1 中 四 式 可 知 ， 户 为 自然 数 ， 由 四 知 ，x， 为 奇数 ， 再 由 四 式 知 ，/ 为 偶数 . 
于 是 可 解 得 ”p 二 76. 
22. 由 jz) 一 3z 十 2 得 
jz) 十 1 一 3(z 十 1)， 
从 而 ， 对 于 给 定 的 zx， 有 
fz)+1=30f" (+1,n=0,1,2,0". 
于 是 ,数列 {F” (z) 十 1} 是 以 3 为 公 比 的 等 比 数列 ， 因 而 
f° (z) 十 1 一 3"(z 十 1)，n 一 0，1，2，…-。 
这 样 ， 要 证 明 存在 正 整数 m， 使 得 Foo (mm) 能 被 1988 整除 ， 等 价 于 要 证 方程 


人 


由 mm>9 得 


尊 盏 这 涟 一 卫 徽 洲 沁 加 入 净 O 


次 互 六 海 否 开 恬 洛 江 同和 江涛 o 


3m (z 十 1D) 一 1] 一 1988y， 
即 3%(z 十 1) 一 1988y 一 1 0 
有 整数 解 , 且 z 为 正 整 数 . 


因为 (3” ,1988) 一 1, 所 以 方程 O 必 有 整数 解 . 

设 (z。，y) 是 方程 @ 的 一 组 特 解 ， 则 @ 的 所 有 整数 解 可 表示 为 

人 

2 一 加 十 3 
其 中 1 为 任意 整数 . 

取 足 够 大 的 :， 使 由 上 式 给 出 的 z+，y 均 为 正 整数 ， 此 时 令 m 二 z， 则 /oo (m) 能 被 1988 整除 . 

23， 假 设 数 列 中 有 两 项 之 比 为 六， 即 

xz(z 十 1) 

pyEN, 

2 

则 本 题 等 价 于 不 定 方程 

xz(z 十 1D) 一 pxy(y 十 1) 
无 正 整数 解 . 

设 pr 二 k， 则 不 定 方程 化 为 

THz=Ry + ky, 0 
即 (ky—z) (kyt+z)=r—ky. 

如 果 ky 一 x 宕 0, 则 必 有 


Zz—ky>0, 

从 而 (ky 一 zz 十 (zx 一 ) 之 0， 
ky(1—h)>0. 
然而 >1，y 宇 1， 出 现 巴 盾 。 因 此 必 有 
Ay 一 z<<0. 


于 是 可 令 z=ky 十 a (a>1)， 代 入 (得 

(by 十 o) 十 (ty 十 a) 一 起 六 十 她 y, 邯 

aa 十 1) 一 Ay(k 一 2a 一 1). @ 
由 于 (eva 十 1) 一 1 一 太 及 户 是 素数 ， 则 由 @ 必 有 

上 1a 或 k | a 十 1. 

因此 o>k. 

然而 此 时 @ 式 右边 人 一 2a 一 1<0， 出 现 矛 盾 . 


所 以 不 定 方程 无 正 整 数 解 ， 即 数列 {Zz 二 了 } 中 没有 两 项 之 比 为 pr， 思 是 罕 数 . 


24. (1) 当 y 一 0 时 ， 方 程 无 整数 解 . 
(2) 当 z 一 0 时， 一 士 1， 因 此 方程 有 解 z=0，y=1, 和 z=0,， y= 一 1. 
(3) 车 (zo ,yo) 是 方程 的 解 , 则 (zo, 土 Ww) 以 及 (一 zo, 士 y) 也 是 方程 的 解 ， 因 此 只 需 考 虑 方程 


的 自然 数 解 . 

我 们 证 明 方 程 

2z: 十 1 一 六 0 
无 自然 数 解 . 

若 O 有 自然 数 解 〈z，?y)， 则 y 是 奇数 . 设 y 二 2z 十 1， 于 是 中 化 为 

z=2z(z+1). 
因此 z 为 偶数 ， 记 作 z 一 2x， 从 而 有 

8 一 z(z 十 1). 

由 (zz 十 1) 一 1, 可 有 


zx 一 8 ， 
区 fi (v, w)=1. 


vw—=u, 


z= , 

I. fr (Cv, w=1. 

w=u, 
对 于 情形 有， 有 方程 gw 一 让 十 1， 由 于 
VW=0, 1 (mod 8)， 
8w!=0 (mod 8)， 

于 是 情形 下 无 解 . 

对 于 情形 I， 有 
w=8v +1, 

从 而 忆 是 奇数 ， 设 ww 一 29 十 1， 则 
(2g+1)*=8v +1, 
=2gt+49 +39 +q=q(q+1) (29 +2g+1). 
显然 〈9,9 十 1,2 四 十 29 十 1) 一 1， 


yy 有 | 
所 以 应 有 ig 
即 pet=l. 


此 方程 无 自然 数 解 ， 于 是 无 自然 数 解 . 

综合 (1)，(2)，(3), 已 知 方程 的 所 有 整数 解 (z,y) 一 (0,1),(0, 一 1). 

25. 首先 用 数学 归纳 法 证 明 : 若 r 十 ==t 为 奇数 ，r，sEN:， 则 ra 十 bE S. 

对 利用 数学 归纳 法 . 

当 4 二 1 时 显然 . 

车 二 2 一 1 时 结论 成 立 ， 则 当 :一 2 十 1 时 显然 r"，s 不 全 小 于 2， 无妨 设 > 之 2， 由 归纳 假设 ， 
(r 一 2) a 十 sbES， 则 在 (2) 中 取 

z=(r—2)a+sb,y=z=a, 
得 rat+sb=z 二 yz€S， 


北 吾 兴 溢 导 吾 届 溢 测 同 讶 姜 O 


帘 互 术 沼 否 捷 性 涤 过 同和 滤 交 oO 


回 到 原 题 ， 由 (a,5) 二 1 知 ,对 任意 正 整数 c>2ap， 存 在 


r=nt+bt, 

| 

使 得 ra 十 sb 二 c， 分 别 适当 取 :为 二， 所 (一 二 十 1) 使 
n=r +hb€E [0,b), re =n +tb€E [hb,2b), 


于 是 = 守 Sel: 2] 


(ED 


放 5>a, ws 一 后 zs> 一 220>0， 


因此 〈mnn), vs)ENI， 

由 (ns 十 ss)==(n 十 5s) 十 (6 一 a) 知 十 1,7s 十 sz 恰 一 奇 一 偶 . 选取 使 得 7; 十 s, 为 奇数 的 那 一 组 ， 
利用 前 面 的 结论 即 知 命题 成 立 . 

26， 由 于 任何 奇 平方 数 被 4 除 余 1， 任 何 偶 平 方 数 是 4 的 倍数 ， 因 2005 被 4 除 余 1， 故 a?， 
态 ， 三 数 中 ， 必 是 两 个 偶 平方 数 ， 一 个 奇 平方 数 . 

设 a=2m,， 4 二 2n，c 二 2k 一 1，m，n, 上 为 正 整 数 ， 原 方程 化 为 : 

m: +m +h(k—1)=501. @ 

又 因 任何 平方 数 被 3 除 的 余数 ， 或 者 是 0， 或 者 是 1， 今 讨论 &: 

GD 车 31k(% 一 DD， 则 由 四 ， 31m 十 下 ， 于 是 m,n 都 是 3 的 倍数 . 


设 m 一 3m ，n 一 3m， 并 且 4 也 是 整数 ， 由 @ 


3mi + 3 + EAL =167, 四 


于 是 人 =167=2 (mod 3). 


设 《M3r+2, 则 


RCR—1)=9r+6. 图 
且 由 四 ，A(k 一 D)<501， 所 以 A<22. 
故 由 图， 4 可取 3，7，12，16，21， 代 和 人 @ 分 别 得 到 如 下 情况 : 
全 k=7, 全 k=16, 全 
三 十 内 一 55， 【十 栓 一 51， 【好 十 研一 人， 【十 本 一 29， 【对 十 三 一 9 


由 于 55，51 都 是 4N 十 3 形状 的 数 ， 不 能 表 为 两 个 平方 的 和 ， 并 且 9 也 不 能 表 成 两 个 正 整 数 的 
平方 和 ， 因 此 只 有 二 12 与 二 16 时 有 正 整数 解 m ，m- 

当 k 一 12 时 ， 由 到 十 址 一 41， 得 (mi ,ma) 一 (4,5)， 则 ao 一 6pn 一 24， b==6m 二 30，c 二 24 一 1 二 
23， 于 是 (a,b,c) 一 (24,30,23). 

当 A 一 16 时, 由 邓 十 三 一 29, 得 (mi sm) 二 (2,5)， 这 时 a 二 6mi 一 12，6 一 6m 二 30，c 一 2 一 1 二 
31， 因 此 (ae,b,c) 一 (12,30,31). 


(iD 若 3KA(RE 一 1D) 时 ， 由 于 任何 三 个 连续 数 中 必 有 一 个 是 3 的 倍数 ， 则 &+1 是 3 的 售 数 ， 故 
被 3 除 余 2， 因 此 上 只 能 取 2，5，8，11，14，17，20 诸 值 . 

利用 〇 D 式 分 别 讨论 如 下 ， 

若 k 一 2， 则 码 十 性 一 499， 而 499 志 3 《mod 4) ， 此 时 无 解 . 

车 人 一 5， 则 吗 十 哈 一 481， 利 用 关系 式 

(十 尿 )(z2 十 天) 一 (ar 十 By)? 十 (ay 一 Pr) 一 (az 一 By)2 十 (ay 十 Rz)2， 

可 知 481 一 13X37 一 (3: 十 22)(6: 十 12) 一 20? 十 和 一 16? 十 152. 
所 以 mm) 二 (9,20) 或 (15,16)， 
于 是 得 两 组 解 (a,6,c) 一 (2m,2n,2k 一 1) 二 (18,40,9) 或 (30,32,9)。 

车 k=8, 则 工 十 世 ==445, 而 445 一 5X89 一 (2 十 12)(8: 十 3) 一 212 十 下 一 18? 十 112 ,所 以 ,msn) 二 
(2,21) 或 (11,18) ,得 两 组 解 (a,b,c) 二 (2m,2n,24 一 1) 二 (4,42,15) 或 (22,36,15). 

若 4 一 11， 有 对 十 下 一 391， 而 391 二 3 (mod 4)， 此 时 无 解 

车 人 一 14， 有 岂 十 姓 王 319， 而 319 三 3 (mod 4) ， 此 时 无 解 . 

车 k=17, 有 坎 十 大 一 229, 而 229 二 15: 十 22, 得 (m,n) 二 (2,15), 得 一 组 解 (a,4,c) 一 
(2m»2n2k—1)=(4,30,33), 

车 k=20, 则 区 十 吕 二 121 二 11:， 而 11* 不 能 表示 为 两 个 正 整数 的 平方 和 ， 因 此 本 题 共 有 ?7 组 
解 为 ，(23,24,30),(12,30,31),(9,18,40),(9,30,32),(4,15,42),(15,22,36),(4,30,33). 

经 检验 ， 它 们 都 满足 方程 . 

27， 本 解答 中 的 字母 均 表 示 整 数 

令 ! 二 六 ， 由 等 式 2 辽 一 1 一 天 推 知 

B+1=G+D -t+)=27. 

由 于 一 :十 1 恒 为 奇数 ， 所 以 或 者 t 十 1 一 22，, 妃 一 村 1 一 或 者 上 十 1 一 6 ,一 t 十 1 二 
3o， 这 是 因为 如 果 a 二 (t 十 1, 忆 一 十 1)， 那么 a 二 1 或 4 二 3、 事 实 上 ,我 人 有 一 :十 1 二 (1 一 2) 
(4 十 DD 十 3， 由 此 可 见 ， 如 果 d 是 刀 一 上 十 1 和 十 1 的 公约 数 ， 那 么 d 必 是 3 的 约 数 ， 由 于 z+ 之 1， 
所 以 :>1， 故 有 

[oh Phe ded Wh 
这 表明 等 式 一 :十 1= 刀 不 可 能 成 立 ， 所 以 只 能 有 t 十 1 一 下 十 1 一 6x. 

另 一 方面 ， 由 于 

(CF 十 D 一 (十 D) 一 郊 (一 DC 十 D， 

所 以 (% 十 1) 一 (天 十 1) 可 被 3 整除 ， 因 而 ?十 1 可 被 3 整除 ， 亦 即 二 3m 一 1. 

再 记 一 交 一 3m 一 1， 又 可 由 题 中 等 式 2 乙 一 1 一 六 ， 推 知 

枉 十 1 一 (z 十 1)( 失 一 2 十 过 一 z 十 1) 一 2 

如 果 z' 一 民 十 习 一 z 十 1 可 被 5 整除 ， 则 立 知 题 中 结论 成 立 ， 否 则 ， 必 有 (z 十 1,z! 一 有 十 民 一 
z 十 1D) 一 1, 事 实 寺 ,由 共 一 过 十 好 一 z 十 1 一 (于 一 2 过 十 3z 一 4)(z 十 1) 十 5 可 知 :如 果 b 二 Cz 十 1s2 一 
玉 十 好 一 z 十 ]), 则 b 一 1 或 4 一 5， 既 然 4 天 5， 所 以 一 1， 于 是 再 由 光一 寻 十 衬 一 * 十 1 为 奇数 ， 可 知 
& 十 1] 一 2 好 ， 玉 一 如 十 于 一 z 十 1 一 好 、 但 是 由 于 z 十 1 一 3m， 所 以 等 式 忆 一 局 十 好 一 z 十 1 一 妇 的 左 端 
被 3 除 余 2， 而 其 右 端 被 3 除 的 余数 却 是 0 或 1， 此 为 不 可 能 . 


离 互 闵 潍 焉 稻 帐 烁 沽 局 入 交 O 


宛 百 这 海藻 玫 性 滋 油 加 站 症 O 


28. 证 法 1 将 两 式 相 加 后 等 式 两 边 都 加 上 1， 得 

(了 3 十 ?十 1)2 十 2 一 147157 十 15727 十 1 OO 

对 比 Fermat 小 定理 ， 我 们 对 上 式 两 边 mod 19， 可 知 z* 志 0 或 1 (mod 19), 故 必 三 一 1， 0 或 
1 (mod 19). 

而 对 任意 a€Z， 有 a 和 0， 士 1， 士 2，…， 士 9 (mod 19)， 从 而 a! 二 0, 1, 4, 9, 一 3, 6， 
—2, —8, 7, 5. 

对 比 上 述 两 个 结论 ， 可 知 D 式 左边 满足 : 

(zs 十 y 十 1)? 十 半 一 6, 一 5(mod 19). 

而 再 由 Fermat 小 定理 ， 可 知 Q@ 式 右边 满足 : 

147 甸 十 15729 十 1 到 1428xs+9 十 58xst3 十 ] 王 1423 十 5 十 ] 笃 一 5 十 12 

一 5X 人 十 12 王 一 5X( 一 2)3 十 12 一 52 三 一 5 (mod 19). 

所 以 ，@ 式 左右 两 边 不 能 相等 ， 

从 而 ， 原 方程 没有 整数 解 . 

证 法 2 ”获得 证 法 一 中 的 @ 式 后 也 可 选择 两 边 模 13， 这 时 利用 Fermat 小 定理 ， 对 任意 aE 


N" ,车 13 个 a, 则 a? 二 1 (mod 13)， 知 147287 三 和 三 4 (mod 13)。 而 1579 二 1 一 1 (mod 
13)， 故 

(z+ytD)’+z 6 (mod 13), 四 

另 一 方面 ， 由 条 件 式 中 的 第 一 个 式 子 ， 知 

(B+D(z +y)=147"=4 (mod 13). @ 
而 立方 数 三 0， 土 1 或 士 5 (mod 13), 结合 上 式 , 可知 五 天 一 1 (mod 13)， 所 以 ，z'? 二 0，1,，5， 
或 一 5， 对 比 @ 可 知 对 应 地 有 zz 十 y 三 4，2，5， 一 1 (mod 13)， 从 而 

(zw 十 y 十 1)? 二 12,9,10 或 0 (mod 13)， 图 


再 利用 是 一 个 立方 数 ， 故 2 二 09，1，5，8 或 12 (mod 13)， 结 合 @ 就 有 

(也 十 y 十 D): 十 罗 天 3 或 6 《mod 13). 
这 与 @ 式 矛盾 . 

注 这 个 解法 表明 将 z* 改 为 王后， 命题 仍然 成 立 . 

29， 由 题 意 知 (z 一 1)(z 十 1) 一 习 . 当 工 为 奇数 时 ，(z 一 1,z 十 1) 三 1; 而 当 z 为 偶数 时 ，(z 一 1， 
z 十 1) 二 2. 在 前 一 种 情况 下 ， 有 z 一 1 一 六 ，z 十 1 一 w, 其 中 wu、 wv 为 正 整数 ， 由 此 可 得 ，vw 一 ww 一 2. 
另 一 方面 申 于 vw>u，y>1, 所 以 

Vw = tu +) 3, 
由 此 得 出 矛盾 ， 所 以 z 为 偶数 ， 此 时 = 一 1 与 < 十 1 中 有 一 者 是 2 的 倍数 ， 但 不 是 4 的 倍数 ， 另 一 者 
则 为 2 的 倍数 ， 却 不 是 2 的 倍数 .这样 一 来 ， 我们 就 有 {z 一 1,z 十 1}= (2 ,271w} :一 
{4，B}, 其 中 u 和 vw 为 奇数 ,，“: 一 ”表示 “ 记 为 "， 显 然 AB 二 x，|A 一 B|=|2w 一 2 | 二 
2>|w 一 27?w | 二 1， 这 就 是 说 ， 有 2”? 二 ww 十 1, 或 2 =w 一 1 

我 们 指出 w>1， 事实 上 ,如 果 u=1, 则 A=2，A=z 一 1，z 二 3， 从 而 必 有 x 二 2， 与 题 意 相 矛 
盾 . 此 外 ，y 必 为 奇数 ， 因 若 不 然 ，y 二 2n， 那 么 就 有 忆 一 zx” 二 1， 此 为 不 可 能 . 

引 理 1 如 果 a 为 不 小 于 2 的 整数 ,为 奇 素数 ,那么 a? 一 1 至少 有 一 个 素 约 数 不 能 整 


除 a 一 1. 和 
引 理 1 的 证 明 : 我 们 有 
ol 一 1 一 (ae 一 1)(ao: 十 和 十 … 十 1) : =—(a—Db. 


我 们 首先 来 证 明 ，a 一 1 与 5 不 可 能 有 不 同 于 1 和 户 的 公共 素 约 数 9、 事 实 上 ， 如 果 gq| (a 一 1)， 
那么 对 任何 正 整数 mm, 都 有 el(o" 一 D)， 因此 
orer 二 上 1 Gar—D+p=lgtp, 


其 中 ! 是 某 个 整数 ， 这 就 说 明 ， 只 有 在 g 等 于 1 或 户 时 ,0 才能 被 9 整除 .因此 为 完成 引 理 的 证 明 ， 
只 需 再 考查 5 一 加 ， 而 且 a 一 1 可 被 p 整除 的 情形 .下 证 这 是 一 种 不 可 能 出 现 的 情形 ， 注 意 到 b>> 
p， 所 以 只 要 证 明 6 不 能 被 p* 整除 .下 面 我 们 加 以 证 明 . 

如 果 a 二 rk 十 1， 其 中 不 能 被 整除 ， 则 有 


w= pk+D Lt ptp Pl pk: te =1+ pkt pd, 


其 中 4 为 整数 ,于 是 (a 一 1)5=a? 一 1 二 Jr"'(k 十 pd)， 既 然 不 能 被 整除， 所 以 5 只 能 被 p 整除 ， 
而 不 能 被 六 整除 . 

引 理 2 设 a 为 不 小 于 2 的 整数 ， 户 为 奇 素数 ， 如 果 "天 2 或 p 关 3， 那 么 a? 十 1 至 少 有 一 个 过 
约 数 不 能 整除 a 十 1. 

引 理 2 的 证 明 : 我 们 有 

a 十 1=(a 十 (a! 一 gn? 十 … 二 a? 一 a 十 1) :二 (a 一 1)6. 

首先 证 明 ，a 十 1 与 5 不 可 能 有 不 同 于 1 和 户 的 公共 素 约 数 ~， 事 实 上 ， 如 果 r| (o 十 1) ,那么 对 
任何 奇数 人 ,都 有 | (a 十 1); 而 当 二 2m 时 , 则 因 有 (4? 一 D1(a” 一 ,rie 一 上 ,所 以 rl(a” 一 1). 
这 样 一 来 ,就 有 5 二 lr 十 p， 其 中 /为 某 个 整数 。 所 以 只 有 在 7 等 于 1 或 时 ,5 才能 被 7 整除 . 

这 样 一 来 ， 为 完成 引 理 的 证 明 ， 只 需 再 考察 b 一 加 ， 而 且 a 十 1 可 被 p 整除 的 情形 ， 下 证 这 是 
一 种 不 可 能 出 现 的 情形 ， 证 法 与 引 理 1 类 似 ， 先 证 b>>p， 事实 上 ,我 人 有 6 之 a: 一 a 十 1 之 a 十 1 之 
轧 而 由 题 中 条 件 可 知 ， 在 这 一 连 串 不 等 号 中 至 少 有 一 个 为 严格 大 于 号 ， 另 一 方面 ， 如 同 引 理 1 那 
样 ， 可 以 证 得 : 5b 不 能 被 p* 整除 ， 从 而 得 出 矛盾 ， 引 理 2 证 毕 . 

现在 证 明 题目 本 身 ， 考 察 已 得 的 等 式 w 士 1=2”*w， 由 所 证 的 引 理 可 知 ， 该 式 右 端 有 不 少 于 
g 十 1 个 不 同 的 素 约 数 ， 既 然 《u，2v) 二 1，w>>1， 所 以 题 中 断言 成 立 . 

注 事实 上 ， 这 里 证 明了 一 个 比 题 中 断言 更 强 的 结论 : 如 果 y 可 以 表示 为 n 个 大 于 1 的 整数 
的 乘积 ,那么 至少 有 nn 十 2 个 不 同 的 素 约 数 . 

30， 显然 n 关 1. 

当 n=24 为 偶数 时 ， 令 zz 二 1，zs 二 一 1 (i 二 1，2，…，k)，y 二 1， 则 满足 条 件 . 

当 m 一 3 十 2 (kEN+) 时 ， 令 

y=2, z1=4, Ts=x3=x(=z;=—1, zy=2, zit =—2, i=3, 4, k+l, 
则 满足 条 件 ， 

当 " 一 3 时 ， 若 存在 非 零 整数 xz ，z;，zs， 使 得 

1 二 Ti 二 z=0, 

好 十 邓 十 双 一 37， 


河 避 这 淡 导 了 匡 往 溢 济 同 凌 浅 O 


洁 百 这 六 洗 也 性 潍 洒 加 计 冯 O 


则 2( 好 十 她 十 zuzz) 一 3 了 

不 妨 设 (zi ，zz) 一 1， 则 x ，zs 都 是 奇数 或 者 一 奇 一 侦 ， 从 而 过 十 巡 十 ma 是 奇数 ， 另 一 
方面 2 | y, 故 3 二 0 (mod 4), 而 2(f 十 难 十 1xs) 二 2 (mod 4), 矛盾 ! 

综 上 所 述 ,满足 条 件 的 正 整 数 > 为 除了 1 和 3 外 的 一 切 正 整 数 . 

31， 我 们 的 证 明 需 要 下 面 的 引 理 . 


引 理 ” 设 少 是 一 个 给 定 的 奇 素数 ， 整 数 x>1 且 zw 设 d 是 wu 模 p 的 阶 , 并 设 产 上 (w 一 
了 D), 则 对 任意 与 p 互 素 的 正 整数 m 及 任意 整数 * 过 0, 有 p(w?' 一 1)， 

引 理 的 证 明 ; 对 + 归 纳 ， 当 一 0 时， 由 ~ 的 定义 知 xz 一 1 十 加 & (其 中 p 仆 k)， 故 由 二 项 式 定 
理 得 到 

w=(1+ pk)"=1+ pkmt pk CE + 1+ pr (hmt prk? Ce 二). 

由 于 四 km 及 v 之 1， 故 上 式 右 端 可 表示 为 1 十 prki 的 形式 ,其 中 妈 是 一 个 与 p 互 察 的 整数 ， 
从 而 引 理 在 :一 0 时 成 立 . 

假设 引 理 对 :已 成 立 ， 即 设 ve” 一 1 十 zw， 其 中 p 全 和， 则 由 二 项 式 定理 知 

Mg = (Hh) = ht p+ 1 
其 中 加 让 b+ (注意 是 奇 素数 ， 故 p | C$)。 

这 就 完成 了 引 理 的 归纳 证 明 . 

现在 证 明 本 题 的 结论 . 

当 w=1 时 结论 显然 成 立 . 

对 ww>1, 将 方程 化 为 

nl=w(w—1), 0 
其 中 +r、s 为 正 整数 . 

取 定 一 个 奇 素数 p 个 4， 可 设 n> 二 p 否则 结论 已 成 立 ,) 并 设 加 | n!, 则 a 之 l. 由 及 pu 
知 p" 上 Cw 一 1), 特别 地 有 pl(w 一 1). 设 d 是 u 模 p 的 阶 , 则 有 dls. 设 s=dmp'， 其 中 i>0, phm， 
则 由 产 目 (we 一 1D) 及 引 理 可 知 c 一 十 v， 邯 :一 一 w 故 


ll. © 
部 知 
~ 2 [BP[LF]>e @ 


其 中 a 是 一 个 仅 与 p 有 关 的 正常 数 ， 记 65 二 we“. 
由 于 d，p，u，v 均 是 固定 的 正 整数 ， 故 5 是 大 于 1 的 常数 ， 因 此 由 四 ，@ 得 


de ii ds iy @ 
但 当 充分 大 时 ， 易 知 
er 一 ]> 台 一 1 回 


《此 即 7 之 mm， 即 p?>nlogsn)， 故 由 四，@， 加 知 ， 当 才 充 分 大 时 ， 有 刀 一 1>n!， 更 有 w(w 一 
D>n!. 故 充分 大 后 方程 无 解 . 另 一 方面 ， 对 任 一 个 固定 的 n， 方 程 中 显然 至 多 有 有 限 组 解 
《r，s)， 从 而 问题 中 的 方程 至 多 有 有 限 组 正 整 数 解 《n，a，b). 

32， 对 正 整数 z+，y, 有 


六 | 交 十 210，? | T+210, (zx,y)=1 

zy|t + +210, (z=1 

兮 好 十 郊 十 210 一 上 zy，(z,y) 一 1, 大 为 某 个 正 整数 . 

易 知 ,(z,y) 一 1,(z,210) 一 1,(y,210) 一 1 中 由 任 一 个 出 发 可 导出 另 两 个 , 且 上 >>3. 
车 zx=y， 易 知 zx 一 ?一 1，K 一 212. 


车 z=1， 则 k=y+ 于 ， 注意 到 211 是 素数 ， 故 ?一 1 或 211，& 一 212. 


车 1<z<y， 先 证 ; z 之 15. 

假设 Tz<14, 由 于 (x，210)==1, 故 z=11 或 13. 

如 果 z=11， 则 六 十 331 二 k。y。11， 注 意 到 331 是 素数 ， 故 > 一 331， 从 而 11 | 332， 矛 盾 . 

如 果 z 一 13， 则 十 379 二 k，y*，13， 注 意 到 379 是 素数 ， 故 y 二 379， 从 而 13 | 380， 矛 盾 . 

当 xz 之 15 时 ， 将 方程 变形 为 ; 

ykzyt+(z+210)=0. 

设 方程 的 另 一 根 为 y ， 则 有 

y+y =kr, 

y*y =r +210. 

易 知 YEZ+， 

由 于 忆 >210， 故 

(y—7)+2>(y—z)+210=(k—2) ry>ry, 

(y—z)’>zx(y—z). 

由 于 y 一 xz>0, 故 y 一 xx， 即 y>2z， 从 而 

y= +210. 2 B+ 
y < 2 < 2 

所 以 (y'， zz) 证 注 “更 小 ”的 解 ， 且 k 值 不 变 . 

这 就 是 说 ,每 一 组 (zr,y) (1 三 z 过 y) 都 可 以 由 (1，1) 或 (1，211) 导出 ， 且 k 一 212， 由 于 
(1，211) 也 可 由 (1，1) 导出 ， 所 以 可 构造 数列 {a} 如 下 : ww 一 az 一 1，anr+? 一 212ao+ 一 o， 则 
原 方程 的 所 有 正 整 数 解 为 《a,，awt) 和 (av+i，a)，nEZ 

33.、《1) 先 证 一 个 引 理 ， 

引 理 1 不 存在 不 全 为 零 的 整数 a, 5，c， 使 得 

a +b + =kabe, [0 
其 中 是 某 个 侦 整 数 . 

引 理 1 的 证 明 : 假设 不 然 , 设 (a， 5，c) 是 使 la| 十 15| 十 |c| 达 最 小 的 不 全 为 零 的 整数 组 ， 注 
意 到 上 为 偶数 ， 故 6，5，c 中 必 有 偶数 ， 从 而 a 十 纪 十 二 0 (mod 4). 

由 于 整数 的 平方 模 4 的 余数 为 0 或 1; 故 a， b,c 只 能 都 为 偶数 ， 设 c 一 2 ，% 一 2 ，< 一 2ci， 
其 中 m， 和，c 是 整数 ， 代 入 @ 式 得 : 

af+ 包 +=2kaiho 


但 0<lar| 十 | 十 al 一 去 (al 二 181 十 leD<lal+18l+lel， 矛盾 ! 


离 互 束 海 否 皇 性 渗 油 同 兴 将 O 


离 互 六 苏 否 王 性 洋 并 加 共 关 DO 


回 到 原 题 ， 固定 上 ， 设 〈c，2，c) 是 使 得 ec 十 5 十 c 达 最 小 的 正 整数 解 ， 不 妨 设 a<b<<c. 
将 @ 式 改写 为 : c: 一 tabc 十 (az 十 太 ) 一 0. 
设 另 一 根 为 ， 则 
cte =kab, ce* c=at+E. 
易 知 ceZ+， 由 ae 十 bc at+bt+c 得 , c 之 c， 则 
Cecc =a: + Latb)!, eatb. 


人 + 

由 于 (a,b,0) 二 (1,1,]D 时 ,k==3;(a,b,0) 二 (3,3,3) 时 , k=]， 又 结合 引 理 知 ,，k 二 1 或 3. 

(2) 先 考虑 人 一 3. 

定义 数列 {FF,) 如 下 ， 

Fo=0, Fi=!1, Fora=FoitF,. 

引 理 2 (i Fen Fe 一 成 =( 一 1)”(n 之 1)， 特别 地 Fawr，Fa 一世 ,十 1 

(说 Fein 二 Fi 十 FF (n 之 0，m 之 1)， 特别 地 ，Fzs+1 二 FE 十 Fe 

Ci) 1+B-1+FE nn =3F2) Fo (n>1). 

引 理 2 的 证 明 : (i) 定义 志 二 Fun 一 所 , 则 工 二 一 1， 

Tt =PrP Fin =(Fr +E PF, —Fin=F—Fn (Fn —F,) 

=B—FnF = 

由 此 易 得 x 二 (一 1)". 

《iD 对 nn 归纳 ， 其 中 mm 是 任意 正 整数 . 

当 n=0 时 ,FoFo1 十 FnFory 二 F, =Fo+m. 

假设 命题 对 n 成 立 ， 考 察 n 十 1. 

由 归纳 假设 和 F, 的 北 推 关系 ， 

Fatvtm = Frm =F Fat Fon Fn =Fa (Fr —Fsn)+ Ft (FtF, 1) 

= Pen Fett FoF ern 

《ii) 当 w=1 时 ,1+ 十 F3=6=3F,F. 

假设 1+F8, -十 Ft 二 3Fo， Fawr1， 即 PP 是 方程 也 一 3Fosiz 十 (到 + 十 1)=0 的 一 根 ， 
另 一 根 为 3Fint1 一 Fa 1 二 2Fat1 十 Fz 二 Fat 十 Fts 二 Fars。 从 而 

1+Fhtt Flts =3.° Fatt * Fats. 

由 引 理 2 知 ，(a,6,0) 二 (1,Fa-1 ,Fai) 《n 宇 2) 是 方程 的 正 整数 解 ， 且 有 

1° Fa =FeitFs, 1 For =FetFen, Fey * Fai=F$+1?, 

对 4 一 1， 由 前 面 讨论 已 知 ， 存 在 无 穷 多 个 正 整 数组 (as， 名 ，c) 满足 邓 十 器 十 中 一 3abcsy 
且 %， 儿 ，cv 中 任 两 数 之 积 都 可 表 为 两 个 正 整 数 的 平方 和 ， 则 易 知 aa, ，3b ，3c 中 任 两 数 之 和 也 
都 可 表 为 两 个 正 整数 的 平方 和 ，, 且 

(3an)* + (3b,)?+(3c)? =(3a,) (3b,) (3c,). 

34. 证 法 1 首先 我 们 证 明 如 下 一 个 引 理 . 

引 理 不 定 方程 


To 


z+1ly =4m 0 
或 有 奇数 解 (xo。，y。)， 或 有 满足 


口 
zo=(2k+1)y (mod m) @® 
的 偶数 解 (xo ,yp )， 匹 
且 昌 的 丁 明 ;过 开 如 下 表示 :z+(24+Dy，z， > 为 可 下， 且 0<z<2 V0<y< 各 ， 则 闪 上 训 
学 
有 (2 Vm 十 ([ 红 | 1)>>m 个 表示 ， 因此 存在 整数 二 ,z+ E [0,2 VJ， x， wmE | 出 
[o 次 ]， 靖 四 cm， wz ww), 且 要 
Zl 十 (2k 十 1) yz 十 (2k 十 1) yz (mod m), i 
这 表明 
zx 三 (2k 二 1)y (mod m), 四 


这 里 = 一 TI，y 二 一， 由 此 可 得 
z+ Dy=—1ly (mod m), 


礁 民 十 ly 一 km 因为 |z|1<2 Vm,1y| 过 如 ， 所 以 


+1 <Amt mm, 


于 是 1<k<6， 因 为 m 为 奇数 ， 志 十 11y 一 2m，z' 十 11y 二 6m 显然 没有 整数 解 . 
(DD) 若 了 十 11yY 一 mm， 则 mm 一 2z，% 一 2y 是 方程 满足 @ 的 解 . 
(2) 车 巡 十 1% 一 4m， 则 zo 二 +z， 二 y 是 方程 中 满足 @@ 的 解 . 
(3) 车 式 十 11y 二 3m， 则 (zx 士 11y)? 十 11(z 干 y)? 二 3? *4m 
首先 假设 3m, 车 x 闫 0 (mod 3) ，y 关 0 (mod 3), 且 7 对 y (mod 3), 则 


是 方程 中 满足 @@ 的 解 ， 若 x 三 y 关 0 (mod 3), 则 
m= ， w= 二 @ 
是 方程 @ 满 足 @ 的 解 . 


现在 假设 3 | m， 则 公式 四 和 加 仍然 给 出 方程 D 的 整数 解 ， 若 方程 DO 有 偶数 解 za 一 2z ，»o 一 
2y， 则 

T+11%=me36m=(5n1 土 lly) +11(5% 干 六 
因为 zt 、y 的 奇偶 性 不 同 ， 所 以 5 士 11y, ，5x 干 x, 都 为 奇数 . 


着 xy (mod 3)， 则 男 一 到 上 省 ，x 一 型 二 王 是 方程 0 的 一 奇数 解 . 


若 二 天 (mod 3)， 则 加 一 于 二 yo 一 5 于 开 是 方程 D 的 一 奇数 解 
(4) 二 11y 二 5m， 则 


庙 百 党 溢 辟 卫 性 洲 洲 回 蓉 疤 O 


5? «4m=(3z 干 11y)* +11(3y+z)?. 
当 Shm 时 ,车 zx 二 士 1(mod 5),y= 干 2(mod 5), 或 +== 土 2(mod 5) ,y= 十 1(mod 5), 则 


ny, w= @ 
是 方程 满足 @ 的 解 . 

若 z 士 1 (mod 5), y= 十 2 (mod 5), 或 + 二 十 2 (mod 5)， J 二 干 ] (mod 5)， 则 

ly, w= ® 
是 方程 满足 四 的 解 . 


当 5 | m， 则 公式 @ 和 加 仍然 给 出 方程 的 整数 解 ， 若 方程 DD 有 偶数 解 mm 一 2r  ，% 一 2% ， 则 
{+1 =m, zi¥y (mod 2)， 

可 得 ”100m 一 (zi 干 33y%): 十 11(y 士 3xrl )?， 
车 妈 二 二 0 (mod 5)， 或 者 盖 皇 士 ] (mod 5), 三 土 2 (mod 5), 或 者 吉 三 土 2 (mod 5)， 


二 1 (mod 5)， 则 z= 忆 -3 ， 加 一 洗车 2 是 方程 的 一 奇数 解 , 


车 于 到 士 ] (mod 5), x 三 干 2 (mod 5)， 或 罗 皇 士 2 (mod 5), 二 土 1 (mod 5), 则 
= 习 au ， = 一 33z 


5 
是 方程 的 一 奇数 解 . 
引 理 证 毕 . 
由 引 理 ， 若 方程 没有 奇数 解 ， 则 它 有 一 个 满足 @ 的 偶数 解 (z ，W )， 令 /二 2k 十 1， 考虑 二 
次 方程 
mr +lywzt+ny —1=0, ® 


wt VR -mim__ lywtxo 
则 z= 2m 2am? 


这 表明 方程 @ 至 少 有 一 个 整数 根 x ， 即 

mzxf +lyoxi +n%—1=0, @ 
上 式 表明 zl 必 为 奇数 ， 将 @ 乘 以 4n 后 配方 得 

(2ny + ir)?+11z?=4n, 
这 表明 方程 2 十 11y? 二 4n 有 奇数 解 二 2nyo 十 lz ，y 二 xz . 

证 法 2 首先 证 明 如 下 引 理 . 

引 理 令 m、n、t 是 三 个 正 整数 ,满足 户 十 11 二 4mn， 则 存在 整数 w，v，z，y， 使 得 下 面 三 
式 之 一 成 立 : 


dm=w 11 ， 
n=7+1ly, 


《I) 当 w vw 为数 时 ， 有 1 


| wy 一 ar | =1; 


m=w t+lly, 


CD 当 z、y 为 奇数 时 ， 有 1 
t=uztllvy, 
luy—ur | =1; 
dm=w T1119 ， 
4nm 一 好 十 11Y ， 
(四 》 当 w、v 为 奇数 ， 且 x、y 为 衣 数 时 ， 有，_ urllvy 
2 


| xy 一 az | =2. 

引 理 的 证 明 : 我 们 对 上 用 归纳 法 . 

当 1=1 时 ，(m, 站 一 (1，3)，(3，1)， 前 者 可 取 w 一 1，v 一 0，z 一 ?一 1， 属 于 〈 开 )， 后 者 可 
取 u=v=1, z=1, y=0, 属于 (了 )， 现 在 假设 结论 对 小 于 : 的 自然 数 成 立 ， 不 防 设 m<m 车 
加 二 N14 一 上 二 11 坟 Mm 二 n 二 3，1 二 5， 此 时 可 取 4=v=1,， zx 二 一 1，y 二 1，( 轩 ) 成 立 . 车 m=1， 
则 可 取 w=1,， v=0，zx==t，y=1，( 了 ) 成 立 . 下 设 1<m<n, n 之 m 十 2 十 11 之 4m (m++2) 之 
2m) +11=>0>2m. 

4mn=# 二 ll>4m(mt+n—t)=(t—2m)*+11, 

m+n> Vim>t, 0<t—2m<t. 
由 归纳 法 假设 ，( 了)，( 卫 )，( 赎 ) 之 一 对 (m，m 十 n 一 t，t 一 2m) 成 立 . 

如 果 对 (m，m 十 n 一 t:，t 一 2m)，( 工 ) 成 立 ， 则 存在 整数 4，v，z，y， 使 得 
4m 一 必 十 11v， 
m 二 nn 一! 二 十 lly:， 
Me 
| ay 一 zz | =1, 
从 上 式 中 解 出 如，m， :得 
4m=w +117, 
dn=(27z 二 wD? 十 11(2y 十 )*， 


127+w) +11v(2y+ vo) (u,v 为 奇数 ). 
3 ， 


| w(2?y 十 力 一 w(2z 十 四 | 一 2 | xy 一 zz | 一 2， 

即 对 (mm，m， 羽 ，( 焉 ) 成 立 . 

如 果 对 《m，m 十 n 一 t:， 1 一 2m)，( 卫 》 成 立 ， 则 存在 整数 4，v，zx，y， 使 得 
m=w +1ly, 
4Cmt+n—)=x+11ly, 


ta ). 
1—2m=uzt llvy, 上 


| xy 一 az 1 一 1， 


从 上 式 中 解 出 mx，n，z 得 


次 盏 这 潍 屋 卫 疏 滋 测 加 六 奖 O 


离 互 党 否 笑 帐 泣 油 加 入 着 O 


ma 一刀 十 11v 

4n 一 (z 十 2z22 十 11(y 十 2u)? 

本 xz 十 20) 十 1lu(Cy 十 20， 

|w(y 十 2w) 一 zz 十 2u)| 一 |uy 一 zz 一 1， 

即 对 (m，n，t)，(【[) 成立. 

如 果 对 《m，m-Fn 一 t， :一 2m)，( 轩 成 立 ， 则 存在 整数 x，v，zx，y， 使 得 
dm=w ll ， 

4(m 十 m 一 站 一 寻 十 11Y 

wi (u,v 为 奇数 ; rT，y 为 奇数 ). 

i 


《wu，v 为 奇数 ). 


t—2m= 


luy—ur | =2, 
从 上 式 中 解 出 m，n，t 得 
dm=w +11Y, 


二 (对) +H( 地 2， 
:=x( 苇 4)+1w( 尘 ?)， dk 


=Luy—w| -1 
即 对 lm，n，t)，(1》 成立， 引 理 证 毕 . 
对 :一 2 十 ] 应 用 上 述 引 理 立 得 本 题 结论 . 


第 十 八 章 整 点 
1 设 zx 一 5n 十 r， 其 中 是 整数 ，rE {0,1,2,3,4} 则 
3 一 二 CC5n 十 一 (5n 十 D 二 1] 一 5 C2r—Dnt 寺 (rt). 
当 r 一 0，1，2，3，4 时 ， 
产 一 叶 1=1，1，3，7，13， 均 不 是 5 的 倍数 ， 因而 二 (一 r 十 1) 不 是 整数 ， 
而 5 至 十 (2r 一 1)m 是 整数 ， 
于 是 ,对 任意 的 整数 =,y 都 不 可 能 取 整 数 ,因此 ,曲线 > 一 二 ( 盖 一 z 十 1) 不 可 能 经 过 六 点 . 


2. (1) 设 :是 一 条 具有 有 理 斜 率 的 直线 , 则 其 方程 可 以 写 为 
az 十 53 十 c 一 0， 
其 中 a 和 6 都 是 整数 , 且 00. 
设 (z1,y) 是 直线 1 上 的 一 个 整 点 , 则 
am 十 +c=0. 
且 又 有 
a(z1 thb) + by ka) +e=ar +by +c—0, 


和 )-( 寺 ) 


因此 , 形 为 (x 十 怒 ,y 一 ka) ,hEZ 的 整 点 全 在 直线 1 上 . 
所 以 ， 如 果 在 具有 有 理 斜 率 的 一 条 直线 上 有 一 个 整 点 ， 则 在 它 上 面 就 有 无 穷 多 个 整 点 ， 
(2) 设 (p,q) 为 一 整 点 , 则 (p,q) 到 直线 :az 十 by 十 c 一 0 的 距离 为 
a= 2ptoate 
VET “ 


因为 a, 5，p，9 均 为 整数 ， 则 ap 十 bq 为 整数 . 
车 c 为 整数 ， 则 


1 
由 一 0 或 路 富生 声 - 
车 c 不 是 整数 ， 设 。 是 与 c 最 接近 的 整数 ， 则 
e 一 < 

4>] 生 竺 - @ 

由 于 (p，gq) 是 任意 的 ， 则 存在 4 使 之 不 满足 D，@ (〈d 和 0)， 即 存在 正 数 4， 使 得 没有 直线 
l 之 外 的 整 点 与 该 直线 的 距离 小 于 d. 

3， 分 别 以 A 和 B 表示 红 点 和 蓝 点 的 集合 . 

假设 结论 不 成 立 ， 即 A 中 仅 有 有 限 个 点 其 坐标 为 a 的 倍数 ， 且 B 中 仅 有 有 限 个 点 其 坐标 是 6 
的 倍数 ， 这 样 在 整个 自然 数 集合 中 ， 就 仅 有 有 限 个 数 是 ab 的 倍数 ， 这 是 不 可 能 的 

4， 以 圆心 为 坐标 原点 ， 并 使 坐标 轴 平 行 于 方 格 线 ， 在 方 格 纸 上 建 立 坐标 系 ， 则 所 有 结 点 均 为 
整 点 . 

如 果 点 (rz，y) 落 在 圆周 上 ， 由 对 称 性 ， 一 切 形 如 《〈 士 z， 士 ?和 《 士 y， 士 zx) 的 点 也 落 在 
圆周 上 ， 若 zx 天 y 且 zy 天 0， 则 这 样 的 点 共有 8 个 ， 若 zx 一 ?或 zy 一 0， 则 这 样 的 点 共有 4 个 . 

由 于 1988 二 4 (mod 8)， 

所 以 给 定 的 1988 个 点 中 必 有 满足 zx 一 y 的 点 或 满足 zy 二 0 的 点 . 


若 存在 满足 z 一 y 的 点 ， 则 由 了 十 郊 一 2 于 一 R 可 知 ， 交趾 束 数 ， 从 而 /ZR 是 整数 . 


若 存在 满足 zy=0 的 点 ， 则 由 R= | z | 或 R= | > | 可 知 ，R 是 整数 . 

5、 记 1970=p. 

设 (zi,y ) 与 (zi yy)(i 一 2,3) 三 个 整 点 所 共 线 的 既 约 方程 为 az 十 by 一 <, 其 中 abc 为 整数 ， 
车 pla,p15, 则 必 有 plc, 由 此 可 设 phb. 

因为 az 十 by 一 cyazi 十 by 一 c(i 一 2,3), 所 以 

alz1—z)=b(y—n), 


See 


az 一 妆 ) 一 以 六 一 六 ). 
根据 题 设 zy 二 1 十 i 记 ， 
Ziyi=1+kp, (i=2,3), @ 
所 以 zy 二 zn 十 (ki 一 ki)p. 
于 是 有 (zx 一 zi)by: =bziy briy;: =briy bry bk kh)p 
=bri(y—%)—b(k—h)p=arn(z—z)—b(k—k)p, 


闪 吾 党 涟 辟 二 幅 潍 六 同 入 壮 O 


财 避 达 涟 愉 卫 司 溢 潭 同 沂 辣 OQ 


即 (nz) ar —by:)=b(k—h )p. 
由 此 可 见 , 若 Pz 一 z3), 则 p| Caz 一 bys)， 
车 pz 一 z3), 则 pl| (Caz 一 bys)， 
因此 ,车 (zi 一 x2) (zi 一 z3), 则 
Pl ye —y3). 
因为 p16, 则 p1yz 一 ys). 
所 以 plx2 (yz 一 y3). 
又 由 @ ,pl(1 一 zzy) ,pl (zy —D. 
将 以 上 三 式 相 加 得 
pI (zs — x2) ys. 
由 @, 显 然 ,p 人 ys ,于 是 
pl (zs—z2). 
同 理 ,车 pzs 一 zz), 则 p1 (x 一 zs) 或 p| (zi 一 zs). 
因此 ,zi 一 zx2 ,zi 一 x3 ,zs 一 zz 三 者 至 少 有 一 个 能 被 p 整除 . 
由 中 ,@, 若 p1(5 一 z), 则 p13 一 y). 


于 是 本 题 得 证 

6， 设 尺 为 矩形 ABCD. 电 

以 4 为 原点 ，AB 所 在 直线 为 z 轴 ，AD 所 在 直线 为 y 轴 建 立 直角 坐 C 
标 系 , 

为 证 明 R 至 少 有 一 条 边 长 为 整数 ， 只 要 证 明 B，C，DD 中 至 少 有 一 个 让 = 
是 整 点 即 可 . 


因为 每 一 个 小 矩形 Ri 至 少 有 一 条 边 长 为 整数 ， 且 它 的 边 与 坐标 轴 平 行 ， 所 以 R 的 顶点 中 整 
点 的 个 数 为 0，2 或 4. 

所 以 所 有 R; 的 顶点 中 ， 整 点 的 个 数 为 偶数 ， 这 里 一 个 顶点 如 果 同 时 是 上 个，R 的 顶点 ， 则 被 
计算 让 次. 

人 A 是 整 点 ， 并 且 只 被 计算 1 次 . 

如 图 ， 和 矩形 ABCD 内 部 的 整 点 已 可 能 被 计算 4 次 ， 也 可 能 被 计算 2 次 ， 于 是 内 部 顶点 中 整 点 
的 个 数 是 偶数 . 


R |R gm RR 
R ER ‘ER 
(E 被 计算 4 次 ) (EE 被 计算 2 次 ) 


又 由 于 整 点 的 总 个 数 是 偶数 ，R 内 部 的 整 点 个 数 为 偶数 ，R 的 顶点 A 被 计算 1 次， 所 以 B， 
C, DD 中 至 少 有 一 个 是 整 点 . 

因此 ，R 至 少 有 一 条 边 长 为 整数 . 

7. n=3k, n=5k, KEN,;. 

显然 ， 当 一 3k(5h) 时 , nXn 的 方 格 表 能 分 成 &? 个 3X3(5X5) 的 单元 ， 因 为 任 一 单元 中 所 有 


整数 之 和 为 偶数 ， 所 以 ，nXn 的 方 格 表 中 所 有 整数 之 和 也 是 偶数 . 

下 面 举例 证 明 : 若 n 既 不 是 3 的 倍数 ， 也 不 是 5 的 倍数 ， 那 么 ， 方 格 表 中 所 有 整数 之 和 可 能 
为 奇数 . 

考虑 数列 : 

1011011011… 
和 1000110001100011000110001*…. 四 

以 上 两 数列 分 别 以 三 位 和 五 位 为 周期 ， 设 全 、B 分 别 是 数列 DO 、 四 的 前 上 项 的 和 ， 显 见 ， 对 
任意 的 &、mEN+ ， 有 

AHum 王 Ag (mod 2), Birism=B (mod 2). 

将 0 和 1 按 以 下 规则 填 人 nnXn 的 方 格 表 中 : 

若 @ 的 第 大 项 是 1， 就 在 方 格 表 的 第 上 列 填 人 四 的 前 = 项; 

若 Q@D 的 第 上 项 是 0， 就 在 方 格 表 的 第 上 列 全 填 0， 易 证 方 格 表 中 数 
的 总 和 等 于 A.B,， 记 

Ai=1, As=1, A,=3, A1=5, As=5, An=7, As=9, 
Au 一 9， 

Bi=1, B=1, B=1, B=3, Bs=3, Bn=5, Bu=5, 
Bu=5. ” 

因此 , 若 n 关 3 且 n 天 5 (kEN+)， 则 nXn 的 方 格 表 中 数 之 和 为 
奇数 . 

检验 知 , 任 一 3X3 和 5X5 的 方 格 表 中 数字 之 和 为 偶数 ， 右 表 所 示 为 ?X? 的 方 格 表 所 举 
例子 . 

8， 首 先 ,我 们 取 坐 标 为 (tjvt)(ivj,kE{0,1}) 的 八 个 格 点 ， 以 这 8 个 整 点 为 顶点 可 以 得 到 一 
个 单位 立方 体 ， 而 这 个 单位 立方 体 显然 满足 题 设 要 求 ， 故 所 求 的 最 小 值 不 小 于 8， 另 一 方面 ， 每 个 
整 点 的 三 个 坐标 按 奇偶 性 可 以 分 为 如 下 八 类 : 

( 奇 , 奇 , 奇 )、( 奇 , 奇 , 偶 )、( 奇 偶 ， 奇 )、( 奇 , 偶 ， 侦 )， 

( 偶 ， 奇 ， 奇 )、( 偶 ， 奇 ， 偶 ) 、( 偶 ， 偶 ， 奇 ) ( 偶 ， 偶 ， 偶 ). 

如 果 这 个 多 面体 有 9 个 项 点， 由 抽 层 原则 ， 必 有 两 个 顶点 属于 同一 类 整 点 ， 则 这 两 个 顶点 连 
线 的 中 点 也 是 整 点 ， 由 多 面体 的 凸 性 知 ， 该 整 点 属于 这 个 多 面体 ， 与 已 知 矛盾 ， 故 所 求 的 顶点 个 
数 不 大 于 8. 

综 廿 ， 该 凸 多 面体 最 多 有 8 个 顶点 . 

9， 不 可 能 . 

解法 1 如 右 图 ， 假 设 存在 矩形 ABCD， 它 的 各 条 边 都 刚好 穿 过 奇数 条 方 格 线 ， 不 妨 设 AB 是 
它 的 较 短 边 选择 一 个 直角 坐标 系 ， 它 的 原点 位 于 某 个 结 点 上 ， 它 的 坐标 轴 位 于 方 格 线 上 ， 使 得 
在 矩形 的 各 个 顶点 中 ， 顶 点 A 的 横 坐 标 最 小 ， 顶 点 B 的 纵 坐 标 最 小 .分别 以 A:，B:，C:，D, 和 
A,，B,，C,，D, 表示 各 个 顶点 在 zx 轴 与 y 轴 上 的 投影 . 

由 于 顶点 A，B，C, DD 均 不 在 方 格 线 上 ， 所 以 ,点 A.，B:，C:，D。; 的 模 和 坐标 和 点 A,，B,， 
C,，D, 的 纵 和 坐标 都 不 是 整数 。 注 意 到 A,B, 二 D.C 和 A:D, 一 AD * cos 45°" 之 ABeos 45" 一 A-B-， 
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所 以 ， 四 个 顶点 在 工 轴 上 的 投影 按 A- ，B- ，D- ，C- 的 顺序 排列 《点 B。 
与 D: 可 能 重合 )， 同 理 ， 四 个 顶点 在 y 轴 上 的 投影 按 B,，A,，C,，D， 
的 顺序 排列 .同时 ， 有 

A:B,=D.C.=B,A,=C,D,=ABcos 45°, 

B.D,=A,C,=(AD—AB)cos 45°. 

分 别 用 ，#，&，t4，s1 ，ss 表示 线段 AsB,，B,A,,， D.C,, C,D,， 
B.D:，A,C, 上 的 坐标 为 整数 的 点 的 个 数 ， 由 于 在 线段 A.B, 上 恰好 有 zt， 
个 坐标 为 整数 的 点 ， 所 以 ， 边 AB 恰 与 二 条 纵向 的 方 格 线 相交 ， 同 理 ， 
由 于 在 线段 A,D, 上 有 十 9 个 坐标 为 整数 的 点 ， 所 以 ， 边 AD 恰 与 ,十 s 条 横向 的 方 格 线 相交 ， 
其 他 线段 类 似 . 

综 上 可 知 ， 和 矩形 的 每 条 边 与 奇数 条 方 格 线 相交 等 价 于 以 下 各 数 都 是 奇数 : 

和 十 起 ， 和 十 如， 在 十 在 十 于 十 理 ， 丰 十 二 十 宇 十 呈 。 

引 理 ”如 果 数 轴 上 的 两 条 线段 的 长 度 都 是 4， 并 且 它 们 的 端点 的 坐标 都 不 是 整数 ， 那 么 ， 它 
们 上 面 的 整 点 的 数目 至 多 相差 1. 

事实 上 ， 若 线段 的 左 端点 位 于 非 整数 a 处， 右 端 点 位 于 非 整 数 5 处 ， 且 它 上 面 有 个 整 点 n， 
nn 二 1， ，n 十 k 一 1， 则 

nl<a<n, ntk—1<b<ntk. 

因此 , & 一 1<d=6b 一 a<k 十 1. 

于 是 ，d 一 1<A<d 十 1. 

从 而 , k= [d] 或 k= [d] 十 1. 

引 理 得 证 . 

由 引 理 知 ，4 ，ts， 妇 ，t 至 多 相差 1， 即 它们 等 于 :或 1 十 1. 

同 理 , si 与 sz 等 于 s 或 s 十 1. 

由 于 所 十 ee 为 奇数 ， 所 以 ， 取 . 

为 确定 起 见 , 设 4=t, =t 十 1. 

《1) 若 ==t， 因 三 十 为 奇数 ， 知 二 t 十 1. 

则 5 十 5s 二 (a 十 十 5 十 2) 一 (4 二 4) 二 (8 十 4 十 5 十 so) 一 (24 十 1) 为 偶数 . 


' 
! 
| 
| 

,CG 


于 是 ,5s 一 9 

这 样 一 来 ， 就 有 

(十 二 4) 一 (4 十 5 十) 二 2， 与 引 理 中 关于 线段 A.C: 和 D,B, 上 的 整 点 个 数 至 多 相差 1 的 
断言 矛盾 . 


(2) 若 忆 = 上 1， 则 ， 一 上 此 时 ， 

生 十 二 (1 十 4 十 5 十 2) 一 (8 十 4) 
为 奇数 .于 是 ， 

5 一 5，2 一 5 十 1 或 5 一 ?十 1，w 一 

但 是 ， 第 一 种 情况 与 引 理 关于 线段 A.D, 和 B,C, 的 断言 矛盾 ;后 一 种 情况 与 引 理 关于 线段 
A,D, 和 BC; 的 断言 矛盾 . 


解法 2 ”假设 存在 满足 条 件 的 矩形 ABCD. 

设 AB>VZ 分别 在 边 AB 和 CD 上 截取 BB 一 CC =-VZ， 于 是 ， 线 段 BB' 和 CC 都 恰好 分 别 与 
一 条 纵向 的 方 格 线 相交 ， 也 都 恰好 分 别 与 一 条 横向 的 方 格 线 相交 ， 且 B'C' 可 由 线段 BC 平移 具有 
整 坐标 的 向 量 BB 来 得 到 因此， 矩形 AB'C'D 仍然 满足 条 件 . 

继续 进行 这 样 的 操作 ， 最 终 ， 可 得 到 一 个 满足 条 件 的 矩形 ， 其 各 边 长 都 小 于 /2 ( 仍 记 作 AB- 
CD). 

此 时 ， 和 矩形 的 每 条 边 都 恰好 与 一 条 方 格 线 相交 ， 即 或 者 与 一 条 纵向 方 格 线 相交 ， 或 者 与 一 条 
横向 方 格 线 相交 . 

设 矩 形 的 最 靠 左 的 顶点 为 A， 最 靠 下 的 顶点 为 B， 最 右 的 顶点 为 C， 最 上 的 顶点 为 D， 若 线段 
AB 与 BC 都 与 纵向 方 格 线 相交 ， 则 折线 CDA 也 与 这 些 方 格 线 相交 ， 且 它们 都 不 与 横向 方 格 线 相 
交 . 此 时 ， 抵 形 ABCD 在 水 平方 向 的 投影 长 度 就 大 于 1 (在 A 与 C 之 间 至 少 有 两 条 纵向 方 格 线 )， 
而 在 竖 直 方向 的 投影 长 度 却 小 于 1， 这 是 不 可 能 的 

车 AB 与 BC 都 与 (同一 条 ) 横向 方 格 线 相交 ， 则 矩形 ABCD 被 夹 在 两 条 相 邻 的 纵向 方 格 线 
之 间 ， 此 时 ，AD 和 DC 也 都 与 横向 方 格 线 相交 ， 根 据 同样 的 理由 ， 这 也 是 不 可 能 的 . 

现 只 剩 下 一 种 情况 或 其 对 称 情况 )， 即 AB 与 CD 都 与 同一 条 纵向 方 格 线 v 相交 ， 而 BC 与 
AD 都 与 同一 条 横向 方 格 线 h 相交 ， 此 时 ， 点 A 与 点 B 位 于 h 的 下 方 , 点 C 位 于 h 的 上 方 , 因此 ， 
BC>AB， 同 理 , 点 B 与 点 C 位 于 v 的 右 侧 , 点 品位 于 v 的 左 侧 ， 从 而 ，BC<CD， 于 是 , AB< 
BC<CD， 这 是 不 可 能 的 . 
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